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INTRODUCTION

En analyse, un théorème du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer que l’équa-
tion f(x) = x admet des solutions sous certaines conditions Ces théorèmes se révèlent être
des outils très importants en principalement dans le domaine de la résolution des équa-
tions différentielle. De nombreuses questions, liées à l’existence et l’unicité de solutions de
certains types d’équations (par exemple, les équations différentielles, les équations inté-
grales) peuvent être ramenées à la question d’existence et d’unicité d’un point fixe pour
une application définie sur un espace métrique.
Ce travaille est composé de trois chapitres :
Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base nécessaires
pour la suite de cette étude.
Dans le deuxième chapitre, on présente quelques théorèmes du point fixe. Comme le
théorème du point fixe le plus simple et le plus utilisé dans la littérature concerne les ap-
plications contractantes, on commence par discuter le principe de contraction de Banach
qui a été Énonce par Banach en 1922 , il amélioré par Picard et qu’ il donne un critère
général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une
fonction tend vers un point fixe puis Une version locale ,ainsi que plusieurs généralisa-
tions de ce théorème sont présentées dans ce chapitre. aux plus on indiqué l’alternative
non linéaire de Leray-Schauder pour les applications contractantes, après avoir montré
que la propriété d’existence du point fixe est invariante par homotopie pour cette classe
d’applications.Le chapitre est termine par étudie l’existence du point fixe aux classe des
applications non-expansives (1-Lipschitzienne).
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- Finalement, dans le dernier chapitre on donne quelques applications de ces résultats
théoriques. ont été démontrés en faisant appel aux théorèmes du point fixe concernent le
théorème de Cauchy Lipschitz globale et local.
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Chapitre 1
préliminaire

Dans ce chapitre nous rappellons quelques définitions et résultats préliminaires nous
utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces métriques

Definition 1.1.1. (Distance - Espace métrique) (1) Soit X un ensemble. On appelle
distance sur X toute application d : X× X → R+, telle que :

1. d(x,y) = 0⇐⇒ x = y. ∀x,y ∈ X

2. d(x,y) = d(y,x). ∀x,y ∈ X

3. d(x,y) ≤ d(x,z) + d(z,y). ∀x,y,z ∈ X

Le couple (X,d) est appelé un espace métrique.

Example 1.1. 1. L’application

d : R× R→ R+

(x,y)→ d(x,y) = |x− y|

définie une distance, appelée distance usuelle.

2. Soit X un ensemble et d : R× R→ R+ une application définie par :
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d(x,y) =

 0, si x = y

1, si x 6= y

Est appelé une distance discrète.

Definition 1.1.2. (Distance entre deux parties et diamètre)(14) Soit (X,d) un
espace métrique pour toute partie non vide A de X, et tout point x ∈ X, on définit :
1. la distance de A et B, et l’on note d(A,B) la quantité positive définie par

dist(A,B) = inf
x∈A
y∈B

d(x,y)

2. la distance de x à l’ensemble A par

d(x,A) = inf
y∈A

d(x,y)

3.On appelle le diamètre d’une partie A de X, et l’on note par δ(A) :

δ(A) = sup
x,y∈A

d(x,y)

On dit qu’une partie A de X est bornée si δ(A) <∞.

Definition 1.1.3. (1)
Soit X un ensemble non vide. Deux distances d1, d2 sur X sont équivalentes si et

seulement si :∃C1, C2 > 0 telles que C1 d1(x,y) ≤ d2(x,y) ≤ C2 d1(x,y), ∀x, y ∈ X.

Topologie d’un espace métrique

Definition 1.1.4. ( topologie)(1)
De manière générale, on appelle topologie sur X un ensemble τ de parties de X ;(τ ⊆
P (X)) qui vérifie les trois propriétés ci-dessous ( qui sont appelées axiomes des ouverts) :

— ∅, X ∈ τ .
— Si L’intersection de toute famille finie d’éléments de τ appartient à τ .
— La réunion de toute famille d’éléments de τ appartient à τ .

L’ensemble X muni de la topologie τ , est appelé espace topologique,On notera par (X,τ).
Les éléments de τ sont appelés ouverts de (X,τ) ou de τ .
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Definition 1.1.5. (14)

1. On appelle voisinage d’un point x ∈ X , toute partie de X qui contient un ouvert
contenant x.

2. On dit que X est séparé ou de Hausdorff si, pour tout x1, x2 ∈ X,,il existe V1 ∈ v(x1)
et V2 ∈ v(x2)tels que V1 ∩ V2 = ∅.

3. Soit A une partie d’un espace topologique X ,A est dit partout dense sur X si
Ā = X.

Definition 1.1.6. (boules , sphère et partie borné)(14) Soit (X, d) un espace mé-
trique. Pour a ∈ X et r ≥ 0 , on définit les ensembles suivants :

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :

B(a,r) := {x ∈ X|d(x,a) < r}

2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :

Bf (a,r) := {x ∈ X|d(x,a) ≤ r}

Aussi on le noté par B̄

3. La sphère de centre a et de rayon r est :

S(a,r) = Bf (a,r)\B(a,r) = {x ∈ X|d(x,a) = r}

4. Une partie A ⊂ X est dite bornée s’il existe une boule B(a,r) de X contenant à A
.

Proposition 1.1.1. (1) L’ensemble de parties τd défini par

τd = {O ⊂ X |∀x ∈ O,∃rx > 0 ; tq B(x,rx) ⊂ O}.

est une topologie sur X.

Remarque 1.1.1. (1) τd est une topologie associée à la métrique d. et Un espace métrique
(X,d) sera toujours considéré comme un espace topologique muni de τd.
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Definition 1.1.7. (1) Soit (X, d) un espace métrique. Pour a ∈ X et r ≥ 0 , on définit :

1. . Une partie U ⊂ X est dite ouverte si :

∀a ∈ U,∃r > 0;B(a,r) ⊂ U

2. . Une partieF ⊂ X est dite fermée si son complémentaire F c = X\F est ouvert.

3. . Vx est un voisinage de x s’il existe r > 0 tel que B(x,r) ⊆ Vx.

4. Les ensembles v1(x) et v2(x) tq :

v1(x) = {B(x, 1
n

)|n > 0}

et
v2(x) = {Bf (x,

1
n

)|n > 0}

sont des bases de voisinage de x.

Definition 1.1.8. (1) Soit A une partie quelconque de l’espace métrique (X, d), alors on
définie l’ensemble d’adhérence (ou la ferméteur) de A par :

Ā = ∩{F : F est fermé et A ⊆ F}

Remarque 1.1.2. Pour tout sous-ensemble B de E et pour tout a ∈ E on note :

a+B := {a+ x|x ∈ B}

Alors on a B(a,r) = a + B(0,r) et Bf (a,r) = a + Bf (0,r). De plus on a toujours
B(a,r) ⊂ Bf (a,r)

Proposition 1.1.2. (1)
Soit (X,d)un espace métrique A ⊂ X. Alors pour tout x ∈ X d(x,A) = 0⇐⇒ x ∈ Ā

Preuve voire (1) �

Remarque 1.1.3. Si d(x,A) = 0, n’est pas nécessairement x ∈ A avec A n’est pas fermé
.
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Contre-exemple : (R,|.|) espace métrique. Soit A = { 1
n
,n ∈ N∗}, x = 0, on a :

d(x,A) = inf
n∈N∗

d(x, 1
n

)

= inf
n∈N∗

d(0, 1
n

)

= inf
n∈N∗

1
n

= 0

donc d(x,A) = 0 mais 0 /∈ A.

Definition 1.1.9. (14) (2) Soient (X,dX),(Y,dY ) deux espaces métriques et f : X → Y

est une fonction. On dit que f est :

1. continue en un point a ∈ X, si et seulement si :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ X,dX(x,a) < η, =⇒ dY (f(x),f(a)) < ε0

2. uniformément continue sur X, si et seulement si :

∀ε > 0,∃η > 0(η ne dépend que de ε),∀x1,x2 ∈ X,dX(x,a) < η =⇒ dY (f(x1),f(x2)) < ε

3. un homéomorphisme si f est une bijection bicontinue (f et f−1 continues) :

4. lipschitzienne s’il existe k ≥ 0 tel que ∀x,y ∈ X, on a

dY (f(x),f(y)) ≤ k dX(x,y)

5. une contraction si f est lipschitzienne et de rapport k < 1 (on dit aussi que f est
contractante).

6. non-expansive Si f est lipschitzienne et k = 1.

— Soit (X, d) un espace métrique ,l’application f : X → X est dite contractive si

d(f(x),f(y)) < d(x,y) ,∀x,y ∈ Xavec x 6= y.

Proposition 1.1.3. (1) Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément continue sur X.
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Definition 1.1.10. (14) On dit qu’une suite (xn)n∈Nconverge vers une limite x dans
l’espace métrique (X,d) si et seulement si on a :

lim
n→∞

d(xn,x) = 0

Proposition 1.1.4. (1)

1. f : (X,dX) → (Y,dY ) est continue en x = a si et seulement si lorsque xn → a dans
X,alors f(xn)→ f(a) dans Y .

2. a est valeur d’adhérence de la suite (xn)n∈N si et seulement s’il existe une sous-suite
(xni) de la suite (xn)n∈N,telle que

lim
ni→∞

d(xni ,a) = 0

3. Soit A ⊂ X. Alors a ∈ Ā si et seulement s’il existe une suite (an)n≥0 dans A telle que
limn→+∞ an = a.

4. Soit A ⊂ X. Alors A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite
convergent d’éléments de A appartient à A.

Théoreme 1.1.1. (Intersection de Cantor,(5)) Soit (X,d) un espace métrique, soit
{An}n∈Nune suite de sous ensembles non-vides fermés de X tels que A1 ⊃ A2 ⊃ A3 ⊃..
et tels que limn→+∞ diam(An) = 0, Alors l’ensemble ∩n∈NAn est constitué d’un unique
point.

1.1.1 Espaces métriques compacts

Definition 1.1.11. (14) Soit X un espace topologique.

1. Un recouvrement de X est une famille (Ai)i∈I de parties de X telle que X = ∪i∈IAi.
Si de plus I est un ensemble fini, on dit que (Ai)i∈I est un recouvrement fini de X.

2. Soit (Ai)i∈I un recouvrement de X. Si J ⊂ I tel que X = ∪j∈JAj , on dit que(Aj)j∈J
est un sous-recouvrement de (Ai)i∈I .

13 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2021–2022



Definition 1.1.12. (Espace compacte)(14)
Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact si de tout recouvrement
ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit, pour toute famille
d’ouverts (Ui)i∈Ide X telle que X = ∪i∈IUi, il existe un sous ensemble fini J de I tel que
X = ∪i∈JAi .

Proposition 1.1.5. (1)

1. A est compacte dans R si et seulement si A est fermée bornée.

2. Dans X séparé, la réunion d’une famille finie de compacts est compacte.

Théoreme 1.1.2. (1) Soit f une application continue de X compact dans Y séparé, alors
f(X) est compact.

Preuve voir (1) �

Corollaire 1.1.1. (1)

1. si X est homéomorphe à Y et si X est compact, alors Y est compact.

2. Si f est continue de X compact dans R,alors f est bornée et atteint ses bornes.

Lemme 1.1.1. (1) Soit X un espace métrique tel que toute suite de points de X admet
au moins une valeur d’adhérence, alors pour tout recouvrement (θi)i∈I de X, il existe
r > 0 tel que, pour tout x ∈ X, il existe i ∈ I tel que B(x,r) ⊂ θi.

Preuve voir (1)

Théoreme 1.1.3. ( Bolzano-Weierstrass,(1)) Soit X un espace métrique. Alors X
est compact si et seulement si toute suite infinie admet au moins une valeur d’adhérence.

Definition 1.1.13. (Pré-compacité)(1)
Un espace métrique X est dit pré-compact si, pour tout ε > 0, il existe un recouvre-

ment (Ai)i∈I fini par des ensembles de diamètre < ε.

Le diamètre noté δ(Ai) satisfait donc δ(Ai) < ε, pour tout i ∈ I.
(c-à-d pour tout ε > 0,il existe Aε fini tel que pour tout x ∈ X, alors d(x,Aε) < ε).
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Example 1.2. X = [a, b] est pré-compact.

Definition 1.1.14. (Séparabilité) (1)
Un espace topologique X est dit séparable s’il existe une partie A au plus dénombrable

partout dense sur X.

Proposition 1.1.6. (1)

1. Si X est un espace métrique compact, alors X est pré-compact,mais La réciproque est
fausse.

2. Si un espace métrique X est pré-compact, alors X est séparable.

3. Si un espace métrique X est compact, alors X est séparable.

Preuve voir (1)

Proposition 1.1.7. (1)
— Toute application continue f d’un espace métrique compact (X,dX) dans un espace

métrique (Y,dY ) est uniformément continue sur (X,dX).

1.1.2 Espaces métriques complets

Definition 1.1.15. (1) Une suite (xn) d’un espace métrique (X,d) est une suite de Cau-
chy si pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que si ∀m, n > N alors d(xn, xm) <ε.

Definition 1.1.16. (1) un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy
dans (X,d) est convergente.

Proposition 1.1.8. (1)

1. Tout espace métrique compact X est complet.

2. Pour qu’un espace métrique X soit complet, il suffit qu’il existe r > 0 tel que toutes
les boules fermées de rayon r soient compactes.

3. Si (X,dX) est un espace métrique complet et si f est une bijection bi-uniformément
continue de (X,dX) sur (Y,dY ), alors(Y,dY ) est complet.

4. Tout produit fini d’espace métriques complets est complet.
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5. Si un produit d’espaces métriques est complet alors chaque facteur est complet.

6. Si A est un sous-espace complet dans X métrique,alors A est fermé .

7. Si A est un sous-espace fermé de X métrique complet alors A est complet.

Corollaire 1.1.2. (1) Soit X un espace métrique complet. Alors A est un sous-espace
complet si et seulement si A est un sous-espace fermé .

Théoreme 1.1.4. (12) Soient (X,dX) et (Y,dY ) deux espaces métriques avec Y complet.
Alors l’ensemble Cb(X,Y ) est complet pour la distance uniforme

d∞(f ,g) = sup
x∈X
{dY (f(x),g(x))}

Cb(X,Y ) est l’ensemble des fonctions continues et bornées de X dans Y .

1.2 Espace vectoriel normé

Definition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel, on dit qu’une famille F de E est génératrice
de E si E = vect(F ) i. e :tout vecteur ~u de E est un combinaison linéaire d’élément de F .

On dit que E est de dimension finie si E admet une famille génératrice finie.

Definition 1.2.2. (1) On appelle norme sur E, toute application N de E dans R+ telle
que pour tout x, y ∈ E et λ ∈ K ,(K = R ou C) , on ait :

1. N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 (condition de séparation).

2. N(λ x) = |λ| N(x) (condition d’homogénéité ) .

3. N(x+ y) ≤ N(x) + N(y)(inégalité du triangulaire) .

Si les propriétés (2), (3) sont vérifiées et ( N(x) = 0 ⇐ x = 0 ), on dira qu’on a affaire à
une semi-norme.

Definition 1.2.3. (1) On appelle espace vectoriel normé ,en abrégé (EVN) (resp. semi-
normé) le couple (E,N) formé par un espace vectoriel et une norme (resp.semi-norme )
N définie sur E.
- On utilise bien souvent la notation ‖.‖ pour une norme.
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Exemple

1. E = R et N(x) = |x| est une norme.

2. tout espace vectoriel euclidien E muni de la norme

‖ x ‖:=
√
< x,x > est un EVN.

3. pour tout a,b ∈ R avec a < b, l’espace vectoriel E = C([a, b]) muni de la norme :

‖ f ‖∞= sup
x∈[a;b]

|f(x)|

est une espace vectoriel normé.

4. Il en est de même, pour 1 ≤ α <∞, avec

‖ f ‖α=
(∫ b

a
| f(x) |α dx

) 1
α

est un espace vectoriel normé .

Proposition 1.2.1. (1) tout norme N sur un espace vectoriel E est vérifies :

| N(x)−N(y) |≤ N(x− y) ; ∀x,y ∈ E.

Proposition 1.2.2. métrique associée à une norme,(1)
L’application d : (x,y) → ‖ x − y ‖ est une métrique sur E invariante par translation
(c’est-à-dire d(x + a, y + a) = d(x,y) ∀x,y ∈ E ∀a ∈ R). On dit que d est la métrique
associée à la norme.

Definition 1.2.4. (14) Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes N1 et N2 sur E sont
dite équivalentes ssi ∃ c1, c2 > 0 telle que :

∀x ∈ E,c1N1(x) ≤ N2 ≤ c2N1(x)

Remarque 1.2.1. Pour tout x ∈ Rn, on note :

‖ x ‖1:= |x1|+ ··· + |xn|

‖ x ‖2:=
√

(x1)2 + ··· + (xn)2

‖ x ‖∞:= max(|x1|,..., |xn|)
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Sur R les trois normes ‖ x ‖1, ‖ x ‖2 et ‖ x ‖∞ sont équivalentes.

Definition 1.2.5. soit (E, ‖ . ‖E) un espace vectoriel normé. Soit (uk)k∈N une suite dans
E et ` ∈ E.
On dit que la suite (uk)k∈N converge vers ` pour la norme ‖ . ‖E si et seulement si

lim
k→∞

‖ uk − ` ‖E= 0

Definition 1.2.6. Soit (E, ‖ . ‖E) et (E ′, ‖ . ‖E′) deux EVN. Soit A un sous-ensemble
de E et f : A → E ′ une application. Soit x0 ∈ A, on dit que f est continue en x0 si et
seulement si

∀ε > 0,∃η > 0,∀x ∈ A, ‖ x− x0 ‖E′< η ⇒‖ f(x)− f(x0) ‖E′< ε.

Definition 1.2.7. Soit (E, ‖ . ‖E) et (F, ‖ . ‖F ) deux espaces vectoriels normés sur Rn ,
f une application de E dans F . On dit que l’application f est Lipschitzienne de rapport
k > 0 si et seulement si :

∀(x,y) ∈ E2 :‖ f(x)− f(y) ‖F≤ k ‖ x− y ‖E

Théoreme 1.2.1. (14) Soit (E, ‖ . ‖E) un K-espace vectoriel normé. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
— (i) E est de dimension finie.
— (ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.
— (iii) Toutes les formes linéaires sur E sont continues.

Preuve voir (14) �

Théoreme 1.2.2. (14) Soient(E1, ‖ . ‖E1), (E2, ‖ . ‖E2) deux espaces vectoriels normés
et f : E1 → E2 une application linéaire. On a l’équivalence entre

1. f est continue sur E1 .

2. f est lipschitzienne.

3. f est continue en 0.

4. f est uniformément continue .
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5. f est bornée sur la sphère S = {x ∈ E1 ; ‖ x ‖E1= 1} .

6. Il existe M > 0 tel que :

‖ f(x) ‖E2≤M ‖ x ‖E1 ,∀x ∈ E1.

Preuve voire (14) �

Definition 1.2.8. (1) On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Exemple

1. E = R est un espace de Banach.

2. C([a,b],R) pour ‖ f ‖∞ = supx∈[a,b]|f(x)| est un espace de Banach.

3. C([a,b],R) pour ‖ f ‖α définie précédemment est non complet, donc ce n’est pas un
espace de Banach (vérifier pour α = 1).

Definition 1.2.9. (Contraction non linéaire)(3) Soit E un espace de Banach, f :
E → E une application. l’application f est dite contraction non linéaire s’il existe une
fonction continue croissante Φ : R+ → R+ tels que Φ(r) < r ; ∀r > 0 et

‖ f(x)− f(y) ‖≤ Φ(‖ x− y ‖),∀x,y ∈ E

— Si Φ(r) = k r ; 0 < k < 1 ; f est une contraction.
— Si Φ(r) = r ; f est une application non-expansive.
— Si Φ(r) = r et l’inégalité précédente est stricte, f est contractive.

Exemple (Application contractante)

On considère l’espace de Banach E = {x : [0; +∞[ → Rn ;x borné} muni de la norme

‖ x ‖E= sup
t≥0

e−αt ‖ x(t) ‖Rn ou α > 0 est à choisir.

soit f : [0; +∞[ × Rn → Rn une application continue et k-lipschitzienne . Soit A l’appli-
cation définie par :

Ax(t) =
∫ t

0
f(s,x(s))ds.
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On voit que ∀x ∈ E ; A(x) ∈ E et donc A : E → E.
L’application A est une contraction si 0 < k < α En effet, pour x1,x2 ∈ E tels que x1 6= x2

.On a

‖ Ax1 − Ax2 ‖E = sup
t≥0

e−αt ‖ (Ax1 − Ax2)(t) ‖Rn

= sup
t≥0

e−αt ‖
∫ t

0
(f(s,x1(s))− f(s,x2(s)))ds ‖Rn

≤ sup
t≥0

e−αt
∫ t

0
eαse−αsk ‖ x1 − x2 ‖Rn ds

≤ k

α
e−αt(eαt − 1) ‖ x1 − x2 ‖E

≤ k

α
‖ x1 − x2 ‖E .

1.2.1 La Compacité dans un EVN

Definition 1.2.10. (14) Soit (E, ‖ . ‖)un espace normé.On dit que E est relativement
compact si pour tout ε > 0, il existe un recouvrement fini de E par des parties de E dans
le diamètre est inférieure à ε .

Definition 1.2.11. (14)

1. Un espace normé (E, ‖ . ‖) est dit compact s’il est relativement compact et complet.

2. Une partie A d’un espace normé (E, ‖ . ‖) est dite compacte si le sous-espace normé
(A, ‖ . ‖A) est compact.

Théoreme 1.2.3. (14) Soit (E, ‖ . ‖) un e.v.n sur R où C de dimension fini. Alors les
parties compactes de E sont les parties fermées et bornées de E.

Proposition 1.2.3. (14) L’image réciproque d’un ensemble compact par une application
continue n’est pas nécessairement compact.

Definition 1.2.12. (14) Une famille des fonctions φ définies sur un intervalle [a,b], est
dite uniformément bornée s’il existe une constante k telle que :

‖ φ(x) ‖< k,∀x ∈ [a,b].
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Théoreme 1.2.4. (théorème de Riesz,1918),(14)
Si un espace normé E possède une boule compacte B(x0,r) de rayon r > 0 alors il est de
dimension finie.

Preuve voire (14) �

1.3 la Convexité :

Definition 1.3.1. (14) On dit que C ⊂ E est un ensemble convexe si :

∀t ∈ [0,1],∀(x,y) ∈ C2,t x+ (1− t)y ∈ C

Example 1.3. soit (E, ‖ . ‖) un espace normé.Alors toutes les boules (fermés, ouverts)
sont des ensembles convexes.

Definition 1.3.2. (14) Soit A une partie de E. On appelle enveloppe convexe de A noté
conv(A) l’intersection de tous les ensembles convexes contenant A ; i.e

conv(A) = {∩A∈CC ; C est convexe}

Definition 1.3.3. (14) Un ensembles convexe C de E est stable par combinaison convexe
si ∀x1,x2,...,xn ∈ C, ∀t1,t2,...,tn ∈ R,tell que ∑n

i=1 | ti |= 1 , Alors ∑n
i=1 tixi ∈ C

Corollaire 1.3.1. (14)

— Soit A une partie dans un espace vectoriel réel E. Alors A est un ensemble convexe
ssi il contient toutes les combinaison convexe de ses éléments.

— Soit A une partie de E. Alors conv(A) est égale à l’ensemble de tout les combinaisons
convexes des éléments de A.

Preuve voire (14) �
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1.4 Espace de Lebesgue Lp(Ω)

la notion de la mesure

Definition 1.4.1. (tribu) (13)
Soit Ω un ensemble, T une famille de parties de Ω . La famille T est une tribu (on dit
aussi une σ-algèbre) sur Ω si T vérifie :

1. ∅ ∈ T ,Ω ∈ T .

2. T est stable par union dénombrable.

3. T est stable par passage au complémentaire.

Definition 1.4.2. (Tribu engendrée)(13)
Soit Ω un ensemble et C ⊂ P (Ω). On appelle tribu engendrée par C la plus petite tribu
contenant C

Definition 1.4.3. (tribu borélienne) (13) Soit Ω un ensemble muni d’une topologie.
On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les ouverts de Ω,sera notée BΩ.

Definition 1.4.4. (Mesure)(13) Soit Ω un ensemble non vide et T une tribu. On appelle
mesure une application µ : T → R+ ∪ {+∞}) vérifiant :
— µ(∅) = 0.
— µ est σ-additive, c’est-‘a-dire que pour toute famille (An)n∈N ⊂ T de parties disjointes

deux à deux, (i.e.∀ n 6= m ; An ∩ Am 6= ∅ ), et on a :

µ(∪n∈NAn) =
∑
n∈N

µ(An)

Definition 1.4.5. (13)
— Un espace mesurable est un couple (Ω, T ), avec T est une tribu dans Ω.
— On appelle espace mesuré un triplet (Ω, T ,µ) avec T est une tribu dans Ω et µ une

mesure.

Definition 1.4.6. (13) On dit qu’une fonctions mesurables f : (Ω, T ,µ) → R est mesu-
rable si et seulement si :

F−1(B) ∈ T pour tout B ∈ BR.
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Definition 1.4.7. (L’espace L1)(9)
On désigne par L1(Ω) l’espace des fonctios integrable sur Ω et à valeurs dans R ,et on
pose

‖ f ‖L1=
∫

Ω
| f(x) | dx.

Definition 1.4.8. (Espace de lebesegue)(9)
Soit p ∈ R, 1 ≤ p <∞. On appelle espace de Lebesgue Lp(Ω) l’espace

Lp(Ω) = {f : Ω→ R,f est mesurable et |f |p ∈ L1(Ω)}.

Si p =∞

L∞(Ω) = {f : Ω→ R, f est mesurable et ∃C ≥ 0 tq |f(x)| ≤ C p.p }.

Notation : p.p=presque partout =sauf sur un ensemble négligable (c-à-d du mesure
nulle).

Proposition 1.4.1. (12) Soit la fonction f ∈ Lp(Ω), on pose

‖ f ‖Lp=
(∫

Ω
|f |pdµ(x)

) 1
p

et
‖ f ‖L∞= inf{C ≥ 0 ; |f(x)| ≤ C p.p sur Ω}.

Pour 1 ≤ p ≤ +∞ :
-l’application ‖ . ‖Lp définie une norme sur Lp(Ω) .

-Les espaces Lp muni de la norme ‖ . ‖Lp sont complet.

Preuve voir (9) �

1.5 Espace de Hilbert

Definition 1.5.1. (9) Soit E un espace vectoiel .Un produit scalaire 〈u,v〉 est une forme
bilinéaire de E×E dans R, symétrique et définie positive ( i.e : 〈u,v〉 ≥ 0 ∀u ∈ E et ,
〈u,u〉 > 0 si u 6= 0 ) .
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Le couple constitué d’un espace vectoriel E et d’un produit scalaire sur E est appelé un
espace pré-hilbertien .

Definition 1.5.2. (9) Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel préhilbertien et
complet pour la norme ‖ u ‖= 〈u,u〉 1

2 ; u ∈ H.

Proposition 1.5.1. (Inégalité de Schwarz,(9)) Soit H un espace vectoriel muni d’un
semi-produit scalaire < . >. Pour tous u, v ∈ H on a

|< u.v >|2≤ |< u.u >| . |< v.v >| .

Proposition 1.5.2. (l’identité du parallélogramme,(12)) Si u et v sont deux élé-
ments d’un espace pré-hilbertien, alors :

‖ u+ v

2 ‖2 + ‖ u− v2 ‖2= 1
2(‖ u ‖2 + ‖ v ‖2)

1.6 Espace de Sobolev W 1,p(I)

Soit I=]a,b[ un inervalle borné ou non et soit p ∈ R ,avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Definition 1.6.1. (9) L’espace de Sobolev noté W 1,p(I)est définie par :

W 1,p(I) = {f ∈ Lp(I) : ∃g ∈ Lp(I)tel que
∫
I
fφ′ = −

∫
I
gφ } ; ∀φ ∈ C1

c (I)

Notation : C1
c (I) = : l’espace des fonctions de C1 à support compact,avec

supp(φ) = {x ∈ I ; φ(x) 6= 0}.

Proposition 1.6.1. (9) On munit les espaces de Sobolev par une structure d’espaces
normés dont les normes sont définit par :

‖ f ‖W 1,p(I)=‖ f ‖Lp + ‖ f ′ ‖Lp ,1 ≤ p < +∞
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Chapitre 2
quelques types des Théorèmes du point fixe

Un point fixe de N : X → X est un point x ∈ X qui est appliqué sur lui même, i.e.
N x = x.
Le théorème du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction
de Banach ou encore théorème du point fixe de Picard, est apparu pour la première fois en
1922, dans le cadre de la résolution d’une Équation intégrale. Notons que ce théorème est
une abstraction de la méthode classique des approximations successives introduites par
Liouville en 1837 et développée par la suite, par Picard en 1890. A cause de sa simplicité
et de son utilité, ce théorème est largement utilise dans plusieurs branches de l’analyse
mathématique, en particulier dans la branche des équations différentielles. Le théorème
du point fixe de Banach a connu différentes généralisations dans les espaces métriques et
les espaces topologiques localement convexe.

2.1 Théorèmes du point fixe de contraction

2.1.1 Principe de contraction de Banach

Théoreme 2.1.1. (Principe de contraction de Banach,1922),(7) Soient (X,d) un
espace métrique complet et f : X → X une application contractante sur X de constante
de contraction k, Alors :
— f admet un unique point fixe .
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Preuve

i) Existence : Soit (xn)n∈N la suite dèfinie par : x0 ∈ X
xn+1 = f(xn),n∈N .

Montrons que
∀n ∈ N,d(xn,xn+1) ≤ knd(x0,x1)

On raisonne par récurrence
— Pour n = 0, on a :

d(x0,x1) ≤ k0d(x0,x1) c’est vérifie

— Supposons que la condition est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour(n+ 1),
c’est-à-dire on montre :

d(xn+1,xn+2) ≤ kn+1d(x0,x1)

On a :
d(xn+1,xn+2) ≤ k[knd(x0,x1)] ≤ kn+1d(x0,x1).

D’ou :
∀n ∈ N ; d(xn,xn+1) ≤ knd(x0,x1).

Montrons que (xn)n∈N est de Cauchy. Soit ε > 0 ; on cherche n0 ∈ N ; ∀p, q ∈ N

(p ≥ n0 et q ≥ n0 ) =⇒ d(xp,xq) < ε

Soient p, q ∈ N ;(p ≤ q par exemple). On a :

d(xp,xq) ≤ d(xp,xp+1) + d(xp+1,xq)

≤ d(xp,xp+1) + d(xp+1,xp+2) + d(xp+2,xq)

≤ d(xp,xp+1) + d(xp+1,xp+2) + .....+ d(xq−1,xq)

≤ kpd(x0,x1) + kp+1d(x0,x1) + ....+ kq−1d(x0,x1).

donc d(xp,xq) ≤ (kp + kp+1 + ....+ kq−1)d(x0,x1). Mais kp + kp+1 + ....+ kq−1 = kp 1−kq−p
1−k =

kp

1−k (1 − kq−p). D’ou d(xp,xq) ≤ kp

1−k (1 − kq−p)d(x0,x1). On a 1 − kq−p < 1 Donc :
d(xp,xq) ≤ kp

1−kd(x0,x1). Supposons que d(x0,x1) 6= 0, pour que d(xp,xq) < ε ; il suffit que :
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kp

1− kd(x0,x1) < ε

Ce qui donne
p > ln(ε(1− k)

d(x0,x1)) 1
ln k

Il suffit de prendre :
n0 = max(0,E(ln(ε(1− k)

d(x0,x1)) 1
ln k ) + 1)

Alors (xn)n est de Cauchy dans X comme (X,d) est complet, donc la suite (xn)n∈N est
convergente dans X :i.e : x = lim n→+∞xn Soit x = lim n→+∞xn , x ∈ X. Montrons que
x est une point fixe de f on a :

∀n ∈ N, xn+1 = f(xn)

⇒ lim
n→+∞

xn+1 = lim
n→+∞

f(xn)

⇒ x = f( lim
n→+∞

xn+1)(d′après la continuité def)

⇒ x = f(x)

D’ou est un point fixe de f .

ii) Unicité : On suppose ∃ x1, x2 ∈ X ; x1 6= x2 ; avec f(x1) = x1 et f(x2) = x2 :On
a

d(f(x1),f(x2)) ≤ kd(x1,x2)

⇒ d(x1,x2) ≤ kd(x1,x2)

⇒ 1 ≤ k

contradiction car k ∈]0,1[ . D’ou l’unicité. Si d(x1,x2) = 0 ⇔ x1 = x2 =⇒ f(x1) = x1

=⇒ x1 est le point fixe cherché.

Théoreme 2.1.2. ( point fixe de Banach- Picard),(2) Soient (X,d) un espace
métrique complet et f : X → X une application contractante de constante de contraction
k, Alors :
— f admet un unique point fixe α ∈ X.
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— Pour tout x ∈ X ; α = lim n→+∞ fn(x) ou f 0(x) = x et fn(x) = f(fn−1(x)).

— La vitesse de convergence peut être estimée par :

d(fn(x),α) ≤ kn

1− kd(x,f(x)).

Preuve — Unicité : Supposons qu’il existe x, y ∈ X tel quex = f(x) et y = f(y). Alors

d(x,y) = d(f(x),f(y)) ≤ kd(x,y)

Par conséquent, d(x,y) = 0 ce qui entraine x = y.
— Existence : Soit x ∈ X. Nous allons établir que {fn(x)} est une suite de Cauchy.Pour

tout n ∈ N , on a

d(fn(x),fn+1(x)) ≤ kd(fn−1(x),fn(x)) ≤ ··· ≤ knd(x,f(x))

Ainsi, pour m > n, où n ≥ 0, on a

d(fn(x),fm(x)) ≤ d(fn(x),fn+1(x)) + d(fn+1(x),fn+2(x)) + ···

+ d(fm−1(x),fm(x))

≤ knd(x,f(x)) + ··· + km−1d(x,f(x))

≤ knd(x,f(x))[1 + k + k2 + ··· + km−n−1]

= kn − km

1− k d(x,f(x)).

Ainsi, pour m > n,n ∈ N

d(fn(x),fm(x)) ≤ kn

1− kd(x,f(x))....(")

Ceci montre que {fn(x)} est une suite de Cauchy et comme X est espace complet,
alors il existe u ∈ X tel que limn→∞ f

n(x) = α. De plus, la continuité def entraine
que

α = lim
n→∞

fn+1(x) = lim
n→∞

f(fn(x)) = f(α).

par conséquent, u est un point fixe de f . Ainsi si m→∞ dans (") alors

d(fn(x),α) ≤ kn

1− kd(x,f(x)). �
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Example 2.1. Soient X = [a,b] et l’application f : X → X telle que f est dérivable en
chaque x ∈]a,b[ et | f ′(x) | ≤ k < 1 :Alors, on déduit du théorème des accroissements finis
que : ∀x, y ∈ X, il existe un point entre x et y tel que,

f(x)− f(y) ≤| f ′(x) | (x− y).

Donc
| f(x)− f(y) |≤| f ′(x) || (x− y) |≤ k | x− y | .

Par conséquent, f est contractante et donc elle admet un unique point fixe.

Remarque 2.1.1. (2) Les exemples suivants montrent que chacune des hypothèses du
théorème précédent est réellement nécessaire si nous en négligeons seulement une, alors il
se peut que le point fixe n’existe pas :

1. . Si X n’est pas stable par f : f(x) =
√
x2 + 1 sur X = [0,1] : On a X est fermé dans

R donc il est complet (car R est complet). De plus f ′(x) = x√
x2+1 < 1, ce qui implique

que max x∈[0,1] | f ′(x) | < 1, donc f est contractante sur [0,1]. Mais X n’est pas stable
par f car f([0,1]) = [1,

√
2] /∈ [0,1]. Les conditions suffisantes du théorème de Banach

ne sont pas toutes remplies. On vérifie, par l’absurde, que f n’admet pas un point fixe.

2. Si f n’est pas contractante : f : f(x) =
√
x2 + 1 sur X = [0,+∞[. On a f([0,+∞[) ⊂

[0, +∞[ et X est un fermé dans R. Alors X est complet (fermé dans un complet est
complet). Mais f n’est pas contractante, car supx∈[0;+∞[ | f ′(x) | = 1.

3. Si X n’est pas complet : f(x) = sin(x)
2 sur x =]0,Π4 ]. On a f(]0,Π4 ]) =]0,

√
2

4 ] et max

x∈]0,Π4 ] | f ′(x) |= 1
2 < 1, alors f est contractante. Mais X n’est pas fermé dans R donc

X n’est pas complet. Les conditions suffisantes du théorème de Banach ne sont pas
toutes satisfaites. Par l’absurde, on vérifie facilement que f n’admet pas de point fixe.
Il existe diverses versions modifiées (extensions) du théorème de contraction de Banach
dans la littérature. Généralement, si l’une des hypothèses est affaiblie les autres doivent
être renforcées. La complétude de l’espace est généralement indispensable. Dans ce qui
suit, on présente quelques variantes du principe de contraction de Banach.
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2.1.2 La version locale du théorème de Banach

Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace X mais juste dans le
voisinage d’un point donne. Dans ce cas on a le résultat suivant

Théoreme 2.1.3. (2)

B(x0,r) = {x ∈ X : d(x,x0) < r} ou x0 ∈ X et r > 0.

Supposons que f : B(x0,r)→ X est contractante de constante de contraction k, avec

d(f(x0),x0) < (1− k)r.

Alors f admet un unique point fixe dans B(x0,r).

Preuve Il existe r0 avec 0 ≤ r0 ≤ r, tel que d(f(x0),x0) < (1− k)r0 , On montre que f :
B(x0,r)→ B(x0,r). Soit x ∈ B(x0,r) ,alors

d(f(x),x0) ≤ d(f(x),f(x0)) + d(f(x0),x0)

≤ kd(x,x0) + (1− k)r0

≤ kr0 + (1− k)r0

≤ r0

Donc l’application f : B(x0,r) → B(x0,r) est contractante avec B(x0,r) est un espace
complet. Par suite, l’application du théorème de contraction de Banach à f assure qu’elle
admet un unique point fixe dans B(x0,r). �

Nous allons examiner brièvement le comportement d’une application de contraction définie
de B̄r = B(0, r) (la boule fermée de rayon r et de centre 0) à valeurs dans un espace de
Banach E.

Théoreme 2.1.4. (2) Soient B̄r la boule fermé de rayon r > 0, centrée en zéro, d’un
espace de Banach X et f : B̄r → X une application contractante, de constante k, vérifiant
f(∂B̄r) ⊆ B̄r , ( avec δB̄r désigne la frontière de B̄r dans X) . Alors f a un unique point
fixe dans B̄r.
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Preuve On Considérons l’application

g(x) = x+ f(x)
2

Nous montrons d’abord que g : B̄r → B̄r. Soit

x∗ = r
x

‖ x ‖
où x ∈ B̄r et x 6= 0.

Notons que x∗ ∈ ∂B̄r(car, ‖ x∗ ‖ = r). si x ∈ B̄r et x 6= 0 alors

‖ f(x)− f(x∗) ‖≤ k ‖ x− x∗ ‖= k(r− ‖ x ‖),

car x− x∗ = x
‖x‖(‖ x ‖ −r) ,alors

‖ f(x) ‖ ≤‖ f(x∗) ‖ + ‖ f(x)− f(x∗) ‖

≤ r + k(r− ‖ x ‖)

≤ 2r− ‖ x ‖ .

Par suite, pour x ∈ B̄r et x 6= 0 on a

‖ g(x) ‖=‖ x+ f(x)
2 ‖≤ ‖ x ‖ + ‖ f(x) ‖

2 ≤ r.

De plus, par continuité on aura aussi

‖ g(0) ‖≤ r

et par conséquent g : B̄r → B̄r.de plus elle est contractante. En effet,Le théorème 2.1.1
implique que g admet un unique point fixe u ∈ B̄r. i.e u = g(u) par suite u = f(u). �

Plusieurs auteurs ont donné des généralisations du principe de contraction de Banach
où le caractère contractive de l’application est affaibli. Dans ce paragraphe nous allons
citer quelques versions dans ce sens dont la démonstration repose sur le résultat technique
suivant.

Théoreme 2.1.5. (Théorème de Banach généralisé,(7)) Soit (X,d) un espace mé-
trique complet et f : X → X une application vérifiant la condition suivante :

∀ε > 0,∃δ(ε) > 0 : (d(x,f(x)) < δ(ε))⇒ (f(B(x,ε)) ⊂ B(x,ε)).

Si limn→+∞ d(fn(u),fn+1(u)) = 0 pour certain u ∈ X, alors la suite {fn(u)}n∈N converge
vers un point fixe de f .
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Preuve Considérons la suite {un}n∈N définie par {un = fn(u)}n∈N.Montrons que {un}n∈N
est une suite de Cauchy. Puisque la

lim
n→+∞

d(un,un+1) = 0.

Alors ∀ε > 0,∃m ∈ N tel que d(un,un+1) < ε ,∀n ≥ m

d(un,f(un)) = d(un,un+1) < ε ,∀n ≥ m⇒ f(B(un,ε)) ⊂ B(un,ε) ,∀n ≥ m.

par suite
un+1 = f(un) ∈ B(un,ε),∀n ≥ m⇒ um+1 ∈ B(um,ε).

Alors
um+2 = f(um+1) ∈ f(B(um,ε)) ⊂ B(um,ε)⇒ d(um+2,um) < ε.

On peut montrer par récurrence que

um+k = fk(um) ∈ B(um,ε),∀k ≥ 0.

Soit n,p ≥ m. Alors
d(un,up) ≤ d(un,um) + d(um,up) < 2ε.

Autrement dit {un}n∈N est une suite de Cauchy. Alors il existe z ∈ X tel que limn→+∞ un =
z.
Nous montrons maintenant que y est un point fixe de f

f(z) = z ⇔ d(z,f(z)) = 0.

Supposons qu’il ne l’est pas ,Alors

d(z,f(z)) = a > 0

Nous pouvons choisir un ∈ B(z,a3)fixe tel que d(un,un+1) < a
3 . D’après l’hypothèse du

théorème, il vient
f(B(un,

a

3)) ⊂ B(un,
a

3)⇒ f(z) ∈ B(un,
a

3).
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et Donc

d(f(z),z) ≤ d(f(z),un) + d(un,z)

⇒ d(f(z),z)− d(un,z) ≤ d(f(z),un)

⇒ a− a

3 < d(f(z),un)

⇒ 2a
3 < d(f(z),un).

Mais c’est une contradiction avec f(z) ∈ B(un,a3). �

La proposition suivante, qui généralise le théorème 2.1.1, sera utile pour la suite.

2.1.3 théorème du point fixe pour une application dont une ité-

rée est contractante

Si f est une application continue (pas nécessairement une contraction) mais l’une de
ses itérées f p est une contraction, alors f admet encore un point fixe et un seul.

Exemple de motivation

Soit X = C([0,b],R). L’application f : X → X définie par

f(x)(t) =
∫ t

0
x(s)ds

n’est pas contractante si b > 1 mais l’application

x→ fn(x)(t) = 1
(n+ 1)!

∫ t

0
(t− s)n−1x(s)ds.

est contractante pour n assez grand. Le théorème suivant étend un peu les possibilités
d’applications du théorème de con traction de Banach.

Théoreme 2.1.6. (7) Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X → X.une appli-
cation dont une itérée fn0 est contractante.c-à-d il’existe n0 ∈ N∗et k ∈]0,1[ tels que

d(fn0(x),fn0(y)) ≤ k d(x,y),∀x,y ∈ X

avec fn0 = f ◦ f ◦ ... ◦ f , n0 fois. Alors f admet une point fixe unique.
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Preuve Montrons f admet un point fixe unique.
— l’unicité : Supposons qu’il existe x, y ∈ X tels que x = f(x) et y = f(y)

x = f(x)⇒ fn0(x) = fn0+1(x) = fn0(f(x)) = .... = x.

y = f(y)⇒ fn0(y) = fn0+1(y) = fn0(f(y)) = .... = y.

D’ou d(x,y) = d(fn0(x),fn0(y)) ≤ k d(x,y) Or k ∈]0,1[. Donc d(x,y)) = 0 et donc
x = y.

— l’existence : Comme fn0 est contractante, alors à partir du théorème 2.1.1 , il existe
x ∈ X tel que fn0(x) = x∗. Finalement on montrons que f(x) = x.

x∗ = fn0(x∗)⇒ f(x∗) = fn0+1(x∗) = fn0(f(x∗))

d(x∗,f(x∗)) = d(fn0(x∗),fn0(f(x∗))) ≤ k d(x∗,f(x∗)).

Or k ∈]0,1[ ; donc x∗ = N(x∗). �

2.1.4 théorème du point fixe de Edelstein

Une autre tentative naturelle d’étendre le théorème 2.1.1 serait de supposer que f est
contractive, c’est -à- dire d(f(x),f(y)) < d(x,y) ; ∀x, y ∈ X avec x 6= y Dans ce cas f
n’admet pas nécessairement un point fixe.
Par exemple f(x) = ln(1 + ex) et X = R d’une part, on a :

| f(x)− f(y) |=| ln(1 + ex)− ln(1 + ey) |

du théorème des accroissements finis

∃ξ ∈ R tq | f(x)− f(y) |=| eξ

1 + eξ
|| x− y |<| x− y |

D’autre part, on a

F (x) = x⇔ ln(1 + ex) = x

⇔ 1 + ex = ex

⇔ 1 = 0.(imposible)

Cependant, avec une hypothèse plus forte sur l’espace nous obtenons le théorème suivant.
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Théoreme 2.1.7. (Edelstein,(7)) Soit (X,d) un espace métrique compact et une ap-
plication f : X → X ,Supposons que

d(f(x),f(y)) < d(x,y) ; ∀x,y ∈ X,x 6= y.

Alors f admet une point fixe unique.

Preuve — l’unicité : Soit x,y ∈ X tels que x = f(x) et y = f(y)

d(x,y) = d(f(x),f(y)) < d(x,y)⇒ x = y.

— l’existence : Considérons l’application F : X → R+ définie par

x→ F (x) := d(x,f(x)).

Puisque X est compact, alors l’application F atteint son minimum.donc il existe x0 ∈
X tel que

F (x0) = d(x0,f(x0)) = min
x∈X

d(x,f(x)). (2.1)

donc ∀x,y ∈ X ;d(x0,f(x0)) ≤ d(x,f(x)) On va montrer par l’absurde que x0 est un
point fixe de f c-à-d (x0 = f(x0)).
Si x0 6= f(x0) On a d(f(x0),f(f(x0))) < d(x0,f(x0))
D’après 2.1 on obtient que d(x0,f(x0)) ≤ d(f(x0),f(f(x0)))
D’ou d(x0,f(x0)) < d(x0,f(x0))(contradiction)
D’ou x0 = f(x0) �

2.1.5 Théorèmes du point fixe pour des contractions non li-

néaires

Maintenant, on va présenter sans démonstration quelques généralisations du théorème
de contraction de Banach, dans lesquelles la constante de contraction k est remplacée par
une fonction réelle.
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Théoreme 2.1.8. (7) Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X → X une appli-
cation. Supposons que

d(f(x),f(y)) ≤ φ(d(x,y)),∀x,y ∈ X

Ou φ : R+ → R+ est une fonction croissante vérifiant limn→+∞ φ(t) = 0,t ∈]0,+∞[,Alors
f admet un point fixe unique u ∈ X tel que

lim fn(t) = u ,∀x ∈ X.

Preuve . Soit x0 ∈ X et x1 = f(x0), x2 = f(x1), . . . , xn+1 = f(xn), . . . ,alors

d(xn,xn+1) = d(fn(x0),fn+1(x0)) ≤ φn(d(x0,f(x0))),∀n ∈ X.

Donc
lim

n→+∞
d(fn(x0),fn+1(x0)) = 0.

Montrons que φ(t) < t ,∀t ∈ R+
∗ . Supposons qu’il existe t ∈ R+

∗ tel que

t ≤ φ(t)⇒ t ≤ φ2(t)...t ≤ φn(t),∀n ∈ N⇒ t ≤ 0

C’est une contradiction avec t positive ; alors ∀t ∈ R+
∗ on a φ(t) < t. Soit ε > 0⇒ φ(ε) < ε.

Posons δ(ε) = ε −φ(ε).on Montrons que si d(x,f(x)) < δ(ε), alors

f(B(x,ε)) ⊂ B(x,ε).

Soit z ∈ B(x,ε), alors

d(x,f(z)) ≤ d(x,f(x)) + d(f(x),f(z)) ≤ δ(ε) + φ(d(x,z)) < ε− φ(ε) + φ(ε) = ε.

Alors f(B(x,ε)) ⊂ B(x,ε). D’après le théorème 2.1.5, l’application N admet un point fixe.
Il reste à montrer l’unicité de point fixe. Soit x, y ∈ X tels que x = f(x) et y = f(y).
Alors

d(x,y) = d(f(x),f(y)) ≤ φ(d(x,y))⇒ d(x,y) = 0⇒ x = y.

Sinon d(x,y) > 0, ce qui donne

d(x,y) ≤ φ(d(x,y)) < d(x,y).

ce qui est impossible. �
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2.1.6 Alternative non linéaire pour application contractante

Dans cette sous-section on va voir la propriété d’existence du point fixe pour les appli-
cations homotopiques (homotopes) contractantes ,et en Commençons par définir l’homo-
topie pour les contractions. Soit (X,d) un espace métrique complet et U un sous-ensemble
ouvert de X.

Definition 2.1.1. (2) Soient f : Ū → X et g : Ū → X deux applications contrac-
tantes,ou Ū est la fermeture de l’ouvert U ⊂ X : On dit que f et g sont homotopique
(homotopes) s’il existe une application H : Ū× [0,1] → X qui vérifie les propriétés sui-
vantes :

1. H(.,0) = g(.) et H(.,1) = f(.).

2. x 6= H(x,t) pour tout x ∈ ∂U et t ∈ [0,1] (ici désigne la ∂U frontière de U dans X) .

3. Il existe une constante α ; 0 ≤ α < 1 telle que :

d(H(x,t),H(y,t)) ≤ αd(x,y);∀x,y ∈ Ū et t ∈ [0; 1].

4. Il existe M ≥ 0 telle que :

d(H(x,t),H(x,s)) ≤M | x− s | ,∀x ∈ Ū et t,s ∈ [0; 1].

Le résultat suivant montre que la propriété d’avoir un point fixe est invariante par homo-
topie pour les contractions.

Théoreme 2.1.9. (2) Soit (X,d) un espace métrique complet et U un ouvert de X.
Supposons que f : Ū → X et g : Ū → X sont deux applications contractantes homotopes
tel que g admet un point fixe dans U . Alors f a un point fixe dans U .

Preuve Considérons l’ensemble

A = {λ ∈ [0,1] : x = H(x,λ) pour certain x ∈ U}

Où H est une homotopie entre f et g. Notons que A est non vide puisque g admet un
point fixe,et 0 ∈ A ;En effect : si 0 /∈ A alors ∀x ∈ U ; x 6= H(x,0)
et d’aprés la définition 2.1.1 on a : H(x,0) = g(x) ,et comme g elle admet un point fixe
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dans U alors ∃x ∈ U tq g(x) = x = H(x,0) (contraduction).
D’ou 0 ∈ A .
Nous allons montrer que A est à la fois ouvert et fermé dans [0,1] et ainsi A = [0,1].En
conséquence f a un point fixe en U. On montre d’abord que A est fermé dans [0,1]. Pour
voir ceci, soit

{λn}∞n=1 ⊆ A avec λn → λ ∈ [0,1] quant n→∞.

Nous devons montrer que λ ∈ A. Comme λn ∈ A pour n = 1,2,···, il existe xn ∈ U
avec xn = H(xn,λn). Aussi pour n, m ∈ {1,2,···,} nous avons

d(xn,xm) = d(H(xn,λn),H(xm,λm))

≤ d(H(xn,λn),H(xn,λm)) + d(H(xn,λm),H(xm,λm))

≤M | λn − λm | +αd(xn,xm).

c’est
d(xn,xm) ≤ M

1− α | λn − λm | .

De plus comme {λn} est une suite de Cauchy alors {xn} est aussi une suite de Cauchy,et
comme X est complet il existe x ∈ Ū avec limn→∞ xn = x. En autre,x = H(x,λ) étant
donné que

d(xn,H(x,λ)) = d(H(xn,λn),H(x,λ))

≤ M | λn − λ | +λd(xn,x).

Ainsi λ ∈ A et A est fermé dans [0,1]. Montrons maintenant que A est un ouvert dans
[0,1]. Soit λ0 ∈ A. Alors il existe x0 ∈ U avec x0 = H(x0,λ0). Soit ε > 0 tel que

ε ≤ (1− α) r
M

où r < dist(x0,∂U),

où dist(x0,∂U) = inf{d(x0,x) : x ∈ ∂U} . Fixons λ ∈ (λ0 − ε,λ0 + ε). Alors, pour
x ∈ B(x0,r) ; B(x0,r) = {x : d(x,x0) ≤ r},

d(x0,H(x,λ)) ≤ d(H(x0,λ0),H(x,λ0)) + d(H(x,λ0),H(x,λ))

≤ αd(x0,x) +M |λ− λ0|

≤ αr + (1− α)r = r.
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Ainsi, pour tout λ ∈ (λ0 − ε,λ0 + ε),

H(.,λ) : B(x0,r)→ B(x0,r).

En appliquant le Théorème 2.1.1 on déduit que H(.,λ) admet un point fixe dans U. Ainsi
λ ∈ A pour tout λ ∈ (λ0 − ε,λ0 + ε), et donc A est un ouvert dans [0,1]. �

Dans la suite, nous supposons que X est un espace de Banach. Nous présentons main-
tenant une alternative non linéaire du type Leray-Schauder pour les applications contrac-
tantes.

Alternatives non linéaire de type Leray-Schauder pour les applications contrac-
tantes.

Théoreme 2.1.10. (2) Soit E un espace de Banach et U un ensemble ouvert, 0 ∈ U ,et
f : Ū → E une contraction avec f(Ū) borné.Alors :

1. ou bien, f admet un point fixe dans Ū .

2. ou bien, il existe x ∈ ∂U , λ ∈ [0,1] : x = λf(x).

Preuve Supposons que (2) n’a pas lieu et f n’a aucun point fixe sur ∂U (sinon la preuve
est terminée). Alors :

x 6= λf(x) pour tout u ∈ ∂U et λ ∈ [0,1].

Soit H : Ū× [0,1] → X donnée par : H(x,t) = tf(x), g est la fonction nulle (voir la
définition 2.1.1). L’application g admet un point fixe dans U (en effet, g(0) = 0) et f et g
sont deux applications contractantes homotopiques. Maintenant,on applique le théorème
2.1.9 pour déduire l’existence de x ∈ U avec x = f(x), d’ou le résultat cherché. �

Corollaire 2.1.1. (2) Soit 0 ∈ U ⊂ E avec U un sous ensemble ouvert d’un ensemble
convexe dans un espace de Banach E. Supposons que f : Ū → E est une contraction
bornée ( f(Ū) est bornée) telle que pour tout x ∈ ∂Ū l’une des conditions suivantes est
satisfaite :

1. ‖ f(x) ‖≤‖ x ‖.

39 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2021–2022



2. ‖ f(x) ‖≤‖ x− f(x) ‖.

3. ‖ f(x) ‖2≤‖ x ‖2 + ‖ x− f(x) ‖2.

Alors, f admet un point fixe.

Preuve Montrons le résultat en supposant que (1) est satisfaite. Si f n’admet pas de
point fixe, alors d’après le théorème 2.1.10 il existerait un certain x ∈ ∂Ū et λ ∈ ]0,1[ tel
que x = f(x). Si la condition (1) est satisfaite alors :

‖ f(x) ‖≤‖ λf(x) ‖ .

c’est -à- dire que λ ≥ 1 ; ce qui est absurde. Montrons le résultat en supposant que (2)
est satisfaite. Si f n’admet pas de point fixe, alors d’après le théorème 2.1.10 il existerait
un certain x ∈ ∂Ū et λ ∈ ]0,1[ tel que x = f(x) : Si la condition (2) est satisfaite alors :

‖ f(x) ‖≤‖ λf(x)− f(x) ‖ .

et alors
1 ≤ (1− λ).

contradiction avec le fait que :

(1− λ) < 1,∀λ ∈]0,1[.

Montrons le résultat en supposant que (3) est satisfaite. Si f n’admet pas de point fixe,
alors d’après le théorème 2.1.10 il existerait un certain x ∈ ∂Ū et λ ∈]0,1[ tel que x = f(x) :
Si la condition (3) est satisfaite alors :

‖ f(x) ‖2≤‖ λf(x) ‖2 + ‖ λf(x)− f(x) ‖2 .

et alors
1 ≤ λ2 + (1− λ)2

contradiction avec le fait que :

λ2 + (1− λ)2 < λ+ (1− λ) = 1,∀λ ∈]0,1[. �
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2.2 théorème de point fixe pour application non ex-

pansive

Nous commençons ce chapitre en présentant un résultat connu sous le nom du théorème
de Schauder pour application non expansive. C’est un cas particulier du théorème de
Schauder de point fixe qui sera présenté.

Théoreme 2.2.1. (2) Soit C un sous-ensemble non vide, fermé, convexe d’un espace
vectoriel normé E et soit f : C → C une application non expansive tel que f(C) est un
sous-ensemble d’un ensemble compact de C. Alors f admet un point fixe.

Preuve Soit x0 ∈ C , pour n = 2,3,···, on pose

fn := (1− 1
n

)f + 1
n
x0

Comme C est convexe et x0 ∈ C, alors on a bien fn : C → C et il est clair que fn : C →
Cest une contraction. Par conséquent le théorème 2.1.1 entraine que chaque fn admet une
unique point fixe xn ∈ C, i.e :

xn = fn(xn) = (1− 1
n

)f(xn) + 1
n
x0.

En outre,étant donné que f(C) est inclus dans un sous-ensemble compact de C, alors il
existe une sous-suite S de nombres entiers et un u ∈ C tel que

f(xn)→ u lorsque n→∞ dans S.

Ainsi
xn = (1− 1

n
)f(xn) + 1

n
x0 → u lorsque n→∞,dans S.

et par conséquent
u = f(u). �

Le théorème suivant est un résultat le plus important dans ce paragraphe (établi indé-
pendamment par Browder, Göhde et Kirk en 1965.)

Théoreme 2.2.2. (2) Soit C un ensemble non vide, fermé, borné dans un espace de
Hilbert H. Alors toute application non expansive f : C → C admet au moins un point
fixe.
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Remarque 2.2.1. (2) l’unicité n’est pas réalise dans ce théorème la comme on peut le
voir dans l’exemple f(x) = x, avec x ∈ C = [0,1].

Definition 2.2.1. Espace uniformément convex(9)
On dit qu’ un espace de Banach E est uniformément convexe si ∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que

(x,y ∈ E, ‖ x ‖≤ 1, ‖ y ‖≤ 1 et ‖ x− y ‖> ε)⇒ (‖ x− y2 ‖< 1− δ)

Remarque 2.2.2. (2) En fait dans le théorème 2.2.2 il suffit de supposer que H est un
espace de Banach uniformément convexe.
La preuve du Théorème 2.2.2 nécessite les deux résultats techniques suivants.

Théoreme 2.2.3. (2) Soit H un espace de Hilbert tel que u,v ∈ H, et soient r,R deux
constantes avec 0 ≤ r ≤ R. S’il existe x ∈ H avec

‖ u− x ‖≤ R, ‖ v − x ‖≤ R et ‖ u+ v

2 − x ‖≥ r

alors
‖ u− v ‖≤ 2

√
R2 − r2

Preuve La loi du parallélogramme entraine que

‖ u− v ‖2= 2 ‖ u− x ‖2 +2 ‖ v − x ‖2 − ‖ (u− x) + (v − x) ‖2 .

≤ 2R2 + 2R2 − 4 ‖ u+v
2 − x ‖2≤ 4(R2 − r2). �

Théoreme 2.2.4. (2) Soit H un espace de Hilbert, C ⊆ H un ensemble borné et f :
C → C une application non expansive. supposons que x,y ∈ C et a = x+y

2 ∈ C . Soit
δ(C) le diamètre de C et soit ε ≤ δ(C) tel que ‖ x− f(x) ‖≤ ε et ‖ y− f(y) ‖≤ ε . Alors

‖ a− f(a) ‖≤ 2
√
ε
√

2δ(C).

Preuve Comme

‖ x− y ‖≤‖ x− a+ f(a)
2 ‖ + ‖ y − a+ f(a)

2 ‖ .

on peut supposer que
‖ x− a+ f(a)

2 ‖≥ 1
2 ‖ x− y ‖
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Cependant, puisque
‖ a− x ‖= 1

2 ‖ x− y ‖

nous avons

‖ f(a)− x ‖ ≤‖ f(a)− f(x) ‖ + ‖ f(x)− x ‖

≤‖ a− x ‖ +ε = 1
2 ‖ x− y ‖ +ε.

Théorème 2.2.3 avec r = 1
2 ‖ x− y ‖, R = 1

2 ‖ x− y ‖ +ε , u = a et v = f(a) donne

‖ a− f(a) ‖ ≤ 2
√

(1
2 ‖ x− y ‖ +ε)2 − (1

2 ‖ x− y ‖)
2

= 2
√
‖ x− y ‖ ε+ ε2

= 2
√
ε.
√
‖ x− y ‖ +ε

= 2
√
ε
√

2δ(C) �

Preuve du théorème 2.2.2
Supposons que 0 ∈ C. (sans perte de généralité nous pouvons supposer que x0 ∈ C,par
conséquent pour la simplicité on pose x0 = 0) supposons également que f(0) 6= 0. Pour
chaque n = 2,3,···, on remarque que

fn := (1− 1
n

)f : C → C

est une contraction. Le Théorème 2.1.1 garantit l’existence d’un unique xn ∈ C tel que

xn = fn(xn) = (1− 1
n

)f(xn),

Ainsi
‖ xn − f(xn) ‖≤ 1

n
‖ f(xn) ‖≤ 1

n
δ(C)

Où θ(C) désigne le diamètre de C. Pour chaque n ∈ {2,3,···}, soit

Qn = {x ∈ C :‖ x− f(x) ‖≤ 1
n
δ(C)}

On remarque que
Q2 ⊇ Q3 ⊇ ··· ⊇ Qn ⊇ ···
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i.e c’est une suite décroissante d’ensembles non vide fermés Soit

dn = inf{‖ x ‖;x ∈ Qn}

Comme la suite des ensembles non vides fermés (Qn) est décroissants alors

d2 ≤ d3 ≤ ··· ≤ dn ≤ ···avec di ≤ δ(C)

pour chaque i ∈ {2,3,···}. Par conséquence,dn → d avec d ≤ δ(C).

An = Q8n2 ∩B(0,d+ 1
n

)

où
B(0,d+ 1

n
) = {x ∈ H :‖ x ‖< d+ 1

n
}

An est une suite décroissante d’ensembles non vide fermés. Nous montrons maintenant
que limn→+∞ δ(An) = 0. Soit u, v ∈ An. Puis

‖ u− 0 ‖≤ d+ 1
n

et ‖ v − 0 ‖≤ d+ 1
n

(2.2)

En autre, comme u, δ8n2on a

‖ u− f(u) ‖≤ 1
8n2

δ(C) et ‖ v − f(v) ‖≤ 1
8n2

δ(C)

Ainsi le Théorème 2.2.4 implique que

‖ u+ v

2 − f(u+ v

2 ) ‖≤ 2
√

2δ(C)
√

1
8n2

δ(C) = 1
n
δ(C)

donc u+v
2 ∈ Qn et

‖ u+ v

2 − 0 ‖≥ dn (2.3)

Ainsi(2.2),(2.3) et Théorème 2.2.3 entraine que

‖ u− v ‖≤ 2
√

(d+ 1
n

)2 − d2
n

et donc

δ(An) ≤ 2
√

2d
n

+ 1
n2 + (d2 − d2

n)
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Par conséquent limn→+∞ δ(An) = 0. Le théorème de Cantor, appliqué à la suite {An}∞n=2

garantit l’existence d’un
x0 ∈ ∩∞n=2An

et comme
x0 ∈ ∩∞n=2Q8n2

nous avons
‖ x0 − f(x0) ‖≤ δ(C)

8n2 pour tout n ∈ {2,3,···}.

Donc ‖ x− f(x0) ‖ et le théorème est démontré. �

Le théorème suivant de Browder et Gohde a dit que le résultat du théorème reste valable,
si H est un espace de Banach uniformément convexe.

Théoreme 2.2.5. ( Browder et Gohde),(3) Soient Xun espace de Banach unifor-
mément convexe, et C un sous ensemble non vide fermé, convexe, borné de X. Alors toute
application non-expansive T : C → C admet au moins un point Fixe dans C.

Le lemme suivant nous assure qu’on peut toujours approximer une application non ex-
pansive définie sur un ensemble convexe borné d’un espace de Banach par une application
contractante.

Lemme 2.2.1. (17) Soient C un ensemble convexe, bornée d’un espace de Banach X et
F : C → C une application non-expansive. Alors pour tout ε > 0 il existe une application
contractante, Fε : C → C telle que pour tout x ∈ C, ‖ F (x)− Fε(x) ‖< ε

Preuve Pour tout point z ∈ C et pour tout ε ∈]0,1] , on définit :

Fε(x) = εz + (1− ε)F (x).

Pour tout x,y ∈ C, On a :

‖ Fε(x)− Fε(y) ‖= (1− ε) ‖ F (x)− F (y) ‖

≤ (1− ε) ‖ x− y ‖
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qui prouve que Fε est contractante et on a aussi

‖ Fε(x)− F (x) ‖= ε ‖ z − F (x) ‖

≤ ε diam(c)

La conclusion se fait en prenant ε assez proche de 0. �

Théoreme 2.2.6. (10) Soient C un sous ensemble fermé, bornée et convexe d’un espace
de Banach X et F : C → C une application non-expansive. Alors

inf{‖ x− F (x) ‖;x ∈ C} = 0

Preuve Soient z ∈ C ,ε ∈ [0,1],et Fε définie comme dans le lemme précédent,l’application
Fε est contractante car

‖ Fε(x)− Fε(y) ‖≤ (1− ε) ‖ Fx − Fy ‖≤‖ x− y ‖ .x,y ∈ C.

Aussi il admet un unique point fixe xε ∈ C tq : xε = Fε(xε)
On a :

‖ xε − F (xε) ‖=‖ εz + (1− ε)F (xε)− F (xε) ‖

= ε ‖ z − F (xε) ‖

≤ ε diam(C)

La conclusion se fait à partir de la propriété caractéristique de la borne inférieure. �

Théoreme 2.2.7. (10) Soit C un sous ensemble compact, convexe d’un espace de Ba-
nach X et F : C → C une application non expansive. Alors F admet un point fixe dans
C.

Preuve Évidement la borne inférieure discutée dans le théorème précédent est atteinte ;

inf{‖ x− F (x) ‖;x ∈ C} = 0⇒ ∃ x0 ∈ C telque ‖ x0 − F (x0) ‖= 0.

C’est à dire, il existe x0 ∈ C tel que x0 = F (x0). �

Le théorème suivant donne le comportement d’une application non expansive définie sur
une boule fermée de rayon r et de centre 0 a valeurs dans un espace de Hilbert H.
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Théoreme 2.2.8. (2) Soit H un espace de Hilbert réel et B̄r = {x ∈ H :‖ x ‖≤ r} avec
r > 0. Alors toute application f : B̄r → H non expansive vérifie au moins l’une de deux
properties suivantes :
— (A1) f a un point fixe dans B̄r.
— (A2) Il n’existe pas x ∈ ∂B̄r et λ ∈ (0,1) tel que x = λf(x).

Preuve On définit l’application r : H → B̄r par :

r(x) =

 x, ‖ x ‖≤ r

r x
‖x‖ , ‖ x ‖> r

Il est facile de vérifier que r : H → B̄r est non expansive. En conséquence r ◦ f : B̄r → B̄r

est aussi une application non expansive. Théorème 2.2.2 garantit l’existence de x ∈ B̄r

avec r(f(x)) = x. Si f(x) ∈ B̄r, alors

x = r(f(x)) = f(x).

et f admet un point fixe, c’est-à-dire le résultat (A1) se réalise. Si f(x) /∈ B̄r alors

x = r(f(x)) = r
f(x)
‖ f(x) ‖ = λf(x) avec λ = r

‖ f(x) ‖ < 1,

c’est-à-dire c’est (A2) qui se réalise étant donné que x ∈ ∂B̄r. �

Théoreme 2.2.9. (2) Soit H un espace de Hilbert réel, B̄r = {x ∈ H :‖ x ‖≤ r} avec
r > 0, et soit f : B̄r → H une application non expansive. Supposons que pour tout
x ∈ ∂B̄r une des quartes conditions suivantes soit vérifie :

1. ‖ f(x) ‖≤‖ x ‖ .

2. ‖ f(x) ‖≤‖ x− f(x) ‖.

3. ‖ f(x) ‖2≤‖ x ‖2 + ‖ x− f(x) ‖2.

4. < x,f(x) > ≤‖ x ‖2.

Alors f admet un point fixe dans ∂B̄.

Preuve Supposons que la condition (2) soit vérifie. Alors, si f n’a pas de point fixe,
d’aprés le théorème 2.2.8, il existe z ∈ ∂B̄r et λ ∈ (0.1) tel que z = λf(z). En particulier
f(z) 6= 0 et

‖ f(z) ‖=‖ f(λf(z)) ‖≤‖ λf(z)− f(λf(z)) ‖ ,
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C’est-à-dire
‖ f(z) ‖≤ (1− λ) ‖ f(z) ‖

donc 1 ≤ 1− λ C’est une contradiction. �
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Chapitre 3
Applications

3.0.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz globale

Il est naturel de commencer notre application du théorème de point fixe de Banach
avec l’étude de l’existence et de l’unicité des solutions de certains problèmes a conditions
initiales du premier ordre.
En particulier, nous considérons le problème de Cauchy suivant : y′(t) = f(t,y(t))

y(0) = y0
,t ∈ I (3.1)

o’u f : I× Rn → Rn est une fonction continue, et I = [0,b] ⊂ R : On définit l’opérateur
intégral suivant :

F : C(I,Rn)→ C(I,Rn)

y(t)→ Fy(t) = y0 +
∫ t

0
f(s,y(s))ds

y solution de (3.1) si et seulement si y = Fy ; i.e la solution de (3.1) est un point fixe de
l’opérateur intégral F .
Nous présentons maintenant un résultat connu que sous le nom du théorème de Picard-
Lindelof ou bien théorème de Cauchy-Lipschitz.

Théoreme 3.0.1. (Théorème de Cauchy-Lipschitz)(2)
Soit f : I× Rn → Rncontinue et lipschitzienne par rapport à y : i.e il existe une constante
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α > 0 telle que pour tout t ∈ I

∀y,z ∈ Rn; | f(t,y)− f(t,z) |≤ α | y − z |

Alors, il existe une unique solution y ∈ C1(I,Rn) du problème (3.1).

Preuve . On applique le théorème 2.1.1, pour X = C(I,Rn) muni de la norme à poids

‖ y ‖α= sup
t∈I
| e−αty(t) |=| e−αty(t) |0 .

on sait que :

1. ‖ x ‖α= 0⇔‖ e−αtx(t) ‖0= 0⇔ x = 0.

2. ‖ λ x ‖α=‖ λe−αtx(t) ‖0=| λ |‖ e−αtx(t) ‖0=| λ |‖ x ‖α.

3. ‖ x+ y ‖α=‖ e−αt(x+ y)(t) ‖0=‖ e−αtx(t) + e−αty(t) ‖0≤‖ x ‖α + ‖ y ‖α.

et l’opérateur intégral défini par :

F : C(I,Rn)→ C(I,Rn)

y(t)→ Fy(t) = y0 +
∫ t

0
f(s,y(s))ds (3.2)

Notons que tout point fixe de l’opérateur F est une solution du problème (3.1) et inver-
sement. Observons que C(I,Rn) muni de la norme ‖ . ‖α est un espace de Banach qui est
équivalent à la norme ‖ y ‖0= supt∈I ‖ y(t) ‖Rn . En effet, ∀y ∈ C(I,Rn) on a

e−αb ‖ y ‖0≤‖ y ‖α≤| y |0

F est une application contractante. En effet, ∀y,z ∈ C(I,Rn), on a

Fy(t)− Fz(t) =
∫ t

0
[f(s,y(s))− f(s,z(s))] ds pour t ∈ I

Alors, pour tout t ∈ I

e−αt ‖ (Fy − Fz)(t) ‖Rn ≤ e−αt
∫ t

0
αeαse−αs | y(s)− z(s) | ds

≤ eαt(
∫ t

0
αeαsds) ‖ y − z ‖α

≤ e−αt(eαt − 1) ‖ y − z ‖α

≤ (1− e−αb) ‖ y − z ‖α
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D’ou ; ‖ Fy − Fz ‖α ≤ (1− e−αb) ‖ y − z ‖α, sachant que (1− e−αb) < 1.
Par suite le théorème 2.1.1 implique qu’il existe un unique point fixe y ∈ C(I,Rn) de F .
Par conséquent, le problème de Cauchy (3.1) admet une unique solution y ∈ C(I,Rn)(car
y ∈ C(I,Rn) , y′ = f(t,y) ∈ C(I,Rn)). �

Maintenant nous allons omettre l’hypothèse de la continuité sur f et essayons d’étendre
la notion d’une solution de (3.1)
en conséquence. Nous voulons le faire de manière a préserver l’équivalence naturelle entre
(3.1) et l’équation y = Fy, qui a était obtenu par intégration.nous suivons les idées de
Carathéodory et donner les définitions suivantes.

Definition 3.0.1. (2) Une fonction y ∈ W
1,p (I) est une solution Lp -Carathéodory de

(3.2) si y résout (3.2) au sens presque partout sur I .

Definition 3.0.2. (Application de Carathéodory)(2)
Une fonction f : I× Rn → Rn est une fonction Lp-Carathéodory (0 ≤ p < +∞) si

1. L’application t→ f(t,x) est mesurable pour tout x ∈ Rn.

2. L’application x→ f(t,x) est continue pour tout t ∈ I .

3. pour tout c > 0 , il existe une fonction positive hc ∈ Lp(I) telle que si ‖ x ‖Rn≤ c

,‖ f(t,x) ‖Rn≤ hc(t) p,p ,et t ∈ I.

Si f est une fonction Lp-Carathéodory, alors y ∈ W 1,p(I) résout (3.1) si et seulement si

y ∈ C(I) et y(t) = y0 +
∫ t

0
f(s,y(s))ds

En fait (1) et (2) impliquent que l’intégrale de droite est mesurable pour tout y mesurable,
et (3) garantit qu’il est intégrable pour tout borné mesurable y. L’équivalence déclarée est
maintenant claire. Donc comme dans le cas continu,(3.1) a une solution y si et seulement
si y = Fy, F : C(I)→ C(I).

Definition 3.0.3. (2) Une fonction

f : I× Rn → Rn

(t,y)→ f(t,y)
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est dite Lp-Lipschitzienne en y ∈ Rn s’il existe α ∈ Lp(I) positive tel que pour tout t ∈ I
et

∀y,z ∈ Rn; ‖ f(t,y)− f(t,z) ‖Rn≤ α(t) ‖ y − z ‖Rn

Théoreme 3.0.2. (2) Si f : I× Rn → Rn est une fonction Lp-Carathéodory et Lp-
Lipschitz en y Alors il existe un unique y ∈ W 1,p(I) solution de (3.1).

Preuve La preuve est similaire à celle du Théorème 3.0.1 et on ne donnera
On applique le théorème 2.1.1.Soit

A(t) =
∫ t

0
α(s) ds .

Alors A′(t) = α(t) ∈ Lp(I) pour tout t ,I = [0,b] ∈ R on définie la norme suivant

‖ y ‖A=‖ e−A(t)y(t) ‖0

qui est équivalente à la norme ‖ . ‖0car

e−‖α‖1 ‖ y ‖0≤‖ y ‖A≤‖ y ‖0 ,où ‖ α ‖1=
∫ b

0
| α(t) | dt

et l’opérateur intégral défini par :

F : C(I,Rn)→ C(I,Rn)

y → Fy(t) = y0 +
∫ t

0
f(s,y(s))ds

Notons que tout point fixe de l’opérateur F est une solution du problème (3.1) et inver-
sement.
F est une application contractante. En effet, ∀y,z ∈ C(I,Rn), on a

Fy(t)− Fz(t) =
∫ t

0
[f(s,y(s))− f(s,z(s))ds,∀t ∈ I

Alors, pour tout t ∈ I

e−A(t) ‖ (Fy − Fz)(t) ‖Rn ≤ e−A(t)
∫ t

0
α(s) eA(s)e−A(s) ‖ y(s)− z(s) ‖Rn ds

≤ e−A(t)(
∫ t

0
α(s) eA(s)ds) ‖ y − z ‖α

≤ e−A(t)(
∫ t

0
A′(s) eA(s)ds) ‖ y − z ‖α

≤ e−A(t)(eA(t) − 1) ‖ y − z ‖α

≤ (1− e−A(t)) ‖ y − z ‖α
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D’ou ; ∃M > 0 tq : ‖ Fy − Fz ‖α ≤ (1− e−M) ‖ y − z ‖α (car A(t) =
∫ t
0 α(s)ds <∞ ).

sachant que (1− e−M) < 1. Ainsi (C(I,Rn), ‖‖A) est un espace de Banach .
et comme F est contractant l’application du principe de contraction de Banach, essen-
tiellement comme dans la preuve du Théorème 3.0.1, implique qu’il existe un unique
y ∈ C(I,R) avec y = F y. Par suite, l’équation (3.1) admet une unique solution W 1,P .�

Théoreme 3.0.3. (4)
Si la fonction f : I×Rn → Rn est de classe C1 alors pour toute (t0, y0) ∈ I×Rn , il existe
un intervalle J ⊂ I contenant t0 tel qu’il existe dans J une unique solution du problème
de Cauchy associé.
En particulier, pour toute telle donnée, il existe une unique solution maximale associée et
toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette solution
maximale.

Théoreme 3.0.4. (Théorème de Cauchy-Lipschitz global)(4)
Si la fonction f est continue et globalement Lipschitzienne par rapport à y, alors toutes
les solutions maximales sont globales. Plus précisément, s’il existe k : I → R continue et
positive telle que :

∀t ∈ I,∀y1,y2 ∈ Rn, ‖ f(t,y1)− f(t,y2) ‖≤ k(t) ‖ x− y ‖ .

alors toutes les solutions maximales sont globales.

Preuve le preuve de 3.0.3 et 3.0.4 est d’après (4) �

3.0.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz local

Soient U un ouvert de R × Rm et f : U → Rm une application continue. Soit le
problème de Cauchy :  y′(t) = f(t,y(t))

y(t0) = y0,
t ∈ I (3.3)

o’u (t0,y0) ∈ U et I ⊂ R. On cherche une solution y : I ⊂ R → Rm de l’équation
différentielle y′(t) = f(t,y), (t,y) ∈ U , telle que t0 ∈ I et y(t0) = y0.
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Definition 3.0.4. (11) Soient T > 0 et r0 > 0.
On dit que C = [t0 − T,t0 + T ] × Bf (yo,r0)est un cylindre de sécurité pour (3.3), si toute
solution y : I → Rm de ce problème avec I ⊂ [t0−T,t0 +T ] reste contenue dans Bf (y0,r0)

Definition 3.0.5. (Application localement Lipschitzienne )(4)
f est dite localement lipschitzienne par rapport à la variable y sur U , si ∀(r0,y0) ∈ U ;
il existe un voisinage V de (r0,y0) dans U et une constante k = k(V ) > 0 telle que
∀(t,y1),(t,y2) ∈ V ; on ait

‖ f(t,y1)− f(t,y2) ‖≤ k ‖ y1 − y2 ‖

Le théorème suivant de Cauchy-Lipschitz donne un résultat d’existence et d’unicité de
solution d’un problème de Cauchy. Ce résultat permet d’élargir le domaine d’application
du théorème 3.0.1.

Théoreme 3.0.5. (Cauchy-Lipschitz,(6)) Si f : U → Rm est continue et localement
Lipschitzienne par rapport y sur U ,alors pour tout cylindre de sécurité C = [t0−T,t0 +T ]
× Bf (y0,r0), le problème de Cauchy (3.3) admet une unique solution y : [t0−T,t0 +T ]→
Bf (y0,r0).
De plus, si on pose

Φ(y)(t) = y0 +
∫ t

t0
f(u,y(u))du

Alors il existe p ∈ N tel que la suite itérée Φp(y) converge uniformément vers la solution
exacte.

Preuve On commence par construire un cylindre de sécurité pour le problème (3.3).
Soit V un voisinage de (t0,y0) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport à y, et soient
T0 > 0 et

C0 = [t0 − T,t0 + T ]× Bf (y0,r0) ⊂ V

un cylindre. C0 est un fermé borné de Rm+1 donc compact, et on en déduit que f est
bornée sur C0

Soit M = sup(t,y)∈c0 ‖ f(t,y) ‖et on pose T = min[T0,
r0
M

], On aura que

C = [t0 − T,t0 + T ]× Bf (y0,r0)
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est un cylindre de sécurité, pour (3.3).
Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité,par construction, on a supt∈C ‖
f(t,y) ‖≤M et f est k -Lipschitzienne par rapport à y sur C. Soit F = C([t0 − T,t0 + T ]
× Bf (y0,r0)) muni de la distance d =‖ . ‖∞. ∀y ∈ F . On définit sur F l’application :

y → Φ(y)(t) = y0 +
∫ t

t0
f(u,y(u))du ;

On montre d’abord l’équivalence suivante :

y est solution du probléme (3.3)⇐⇒ y est un point fixe de Φ.

((⇐) Supposons que y est un point fixe de : Alors ∀y ∈ F on a Φ(y) = y D’ou y(t) = y0 +∫ t
t0
f(u,y(u))du : Or f est continue sur U donc y est continue sur U . De plus,y est dérivable

sur [t0−T,t0+T ] et sa dérivée y′(t) = f(t,y(t)) : On a aussi y(t0) = y0+
∫ t
t0
f(u,y(u))du = y0

, Donc f est solution du problème (3.3). (⇒)) Supposons maintenant que y est solution
de (3.3). On a alors y′(t) = f(t,y(t)) et y(t0) = y0,On peut intégrer y′ par rapport à u car
y′(u) = f(u,y(u)) et u→ f(u,y(u)) est continue sur un segment et donc intégrable sur ce
segment. Alors on obtient :∫ t

t0
y′(u)du =

∫ t

t0
f(u,y(u))du = [y(u)]u=t

u=t0 = y(t)− y(t0) = y(t)− y0

Donc, on a :
y(t) = y0 +

∫ t

t0
f(u,y(u))du = Φ(y)(t)

et donc y est un point fixe de Φ , On veut appliquer le théorème du point fixe a Φp (pour
p bien choisi) :

1. On montre d’abord que Φ est une application de F dans F . Pour cela on montre que

Φ(y)(t) ∈ Bf (y0,r0) ∀t ∈ [t0 − T,t0 + T ] (3.4)

Soit y ∈ F . Alors ∀t ∈ [t0 − T,t0 + T ] on a :

‖ Φ(y)(t)− y0 ‖ =‖
∫ t

t0
f(u,y(u))du ‖

≤
∫ t

t0
‖ f(u,y(u)) ‖ du

≤M
∫ t

t0
du

≤M(t− t0)

≤MT ≤ r0. (3.5)
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Donc
∀t ∈ [t0 − T,t0 + T ],Φ(y)(t) ∈ Bf (y0,r0)

d’ou Φ(y) ∈ F
On montrer aussi la stabilité de F par Φp :
En effect : pour p = 1 il est clair daprés 3.4 .
Supposons que pour un certin p ∈ N∗ on a ∀y ∈ F ;Φp(y)(t) ∈ Bf (y0,r0) ⊂ F et on le
montre pour p+ 1.
commme Φp(y)(t) ∈ F alors

Φp+1(y)(t) = Φ(Φp(y)(t)) = y0 +
∫ t

t0
f(u,Φp(y)(u))du

Donc ‖ Φp+1(y)(t)− y0 ‖=‖
∫ t
t0
f(u,Φp(y)(u))du ‖≤ r0 (d’aprés 3.5).

Ainsi Φp+1(y)(t) ∈ Bf (y0,r0) ⊂ F .
D’ou la stabitité de F par Φp.

2. On montre maintenant que Φp est contractante. Soient y, z ∈ F : On pose yp = Φp(y)
, zp = Φp(z) ,∀p ∈ N : Par récurrence sur p on montre que :

‖ yp(t)− zp(t) ‖≤ kp
| t− t0 |p

p! d(y,z) ;∀t ∈ [t0 − T,t0 + T ] (3.6)

C’est évident dans le cas p = 0. Supposons que pour un certain entier p, on ait (3.6).
Alors ∀t ∈ [t0 − T,t0 + T ]

‖ yp+1(t)− zp+1(t) ‖ ≤
∫ t

t0
k ‖ yp(u)− zp(u) ‖ du

≤
∫ t

t0
kkp
| u− t0 |p

p! d(y,z)du

= kp+1

p! d(y,z)
∫ t

t0
| u− t0 |p du

= kp+1

p! d(y,z)[ | u− t0 |
p+1

p+ 1 ]u=t
u=t0

= kp+1 | t− t0 |p+1

(p+ 1)! d(y,z)

ce qui achève la récurrence. Comme | t− t0 |≤ T ,on a

d(yp,zp) ≤ kp
T p

p! d(y,z).

donc Φ est lipschitzienne de rapport kp T p

p! , et il existe un p ∈ N∗ tel que kp T p
p! < 1

(car limp→+∞ k
p T p

p! = 0 ) . Donc pour q ≥ p ; Φq est contractante.
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3. Le théorème 1.1.4 nous assure la complétude de F . On déduit du théorème 2.1.1 que
Φq admet un unique point fixe y. De plus Φq(Φ(y)) = Φ(Φq(y)) = Φ(y) donc Φ(y) est
un point fixe de Φq, et par unicité du point fixe de Φq on a Φ(y) = y.Comme les points
fixes de Φ sont es points fixes de Φq, on en déduit que y est l’unique point fixe de Φ.
Finalement, y est l’unique solution de (3.3). �

3.0.3 Application typique

nous considérons le problème suivant : y′(t) = f(t,y(t))
y(0) = Φ(y(t)) + y0

,t ∈ I , Φ ∈ C(I,R) (3.7)

o’u f : I × R→ R est une fonction continue, et I = [0,1] . On définit l’opérateur intégral
suivant :

F : C(I,R)→ C(I,R)

y → Fy(t) = ϕ(y(t)) +
∫ t

0
f(s,y(s))ds (3.8)

avec
ϕ(y) = Φ(y) + y0

Théoreme 3.0.6. Si la fonction f est α-lipschitizienne et φ est une fonction k-lipschitzienne
avec α + k < 1 alors le problem 3.7 admet un solution unique.

Preuve D’abord nous montrons que y solution de (3.7) si et seulement si y = Fy (c-à-d
la solution de (3.7) est un point fixe de l’opérateur intégral F ).
(⇒) Supposons que y est solution de (3.7) . On a alors y′(t) = f(t,y(t)) et y(0) =
Φ(y) + y0,On peut intégrer y′ par rapport à s car y′(s) = f(s,y(s)) et s → f(s,y(s)) est
continue sur un segment et donc intégrable sur ce segment. Alors on obtient :∫ t

0
y′(s)ds =

∫ t

0
f(s,y(s))ds = [y(s)]s=ts=t0 = y(t)− y(0) = y(t)− Φ(y)− y0

Donc, on a :
y(t) = Φ(y) + y0 +

∫ t

0
f(s,y(s))ds = Fy(t)

57 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2021–2022



((⇐) Supposons maintenant que y est un point fixe de F :Alors ∀y ∈ F on a F (y) = y

D’ou y(t) = Φ(y) + y0 +
∫ t
0 f(s,y(s))ds : Or f est continue sur I donc y est continue

sur U . De plus,y est dérivable sur I et sa dérivée y′(t) = f(t,y(t)) : On a aussi y(0) =
Φ(y) + y0 +

∫ t
t0
f(u,y(u))du = Φ(y) + y0 , Donc f est solution du problème (3.7) .

- On applique le théorème 2.1.1 : on note X = C(I,R) muni de la norme à poids

‖ y ‖0= sup
t∈I
| y(t) | .

Observons que X muni de la norme ‖ . ‖0 est un espace de Banach
- F est une application contractante. En effet, ∀y,z ∈ C(I,R), on a

Fy(t)− Fz(t) = ϕ(y(t))− ϕ(z(t)) +
∫ t

0
[f(s,y(s))− f(s,z(s))] ds pour t ∈ I

Donc

| (Fy − Fz)(t) | ≤| ϕ(y(t))− ϕ(z(t)) | +
∫ t

0
α | y(s)− z(s) | ds

≤| ϕ(y(t))− ϕ(y(t)) | + | y(t)− z(t) |
∫ t

0
αds.

≤ k | y(t)− z(t) | + α | y(t)− z(t) | .

≤ (α + k) | y(t)− z(t) | .

Donc
‖ Fy − Fz ‖0≤ (α + k) ‖ y − z ‖0

Alors, pour α+k < 1,∀t ∈ I , F est contractant Par suite le théorème 2.1.1 implique qu’il
existe un unique point fixe y ∈ C(I,R) de F .
Par conséquent, le problème de Cauchy (3.7) admet une unique solution y ∈ C(I,R)(car
y ∈ C(I,R) , y′ = f(t,y) ∈ C(I,R)). �

Example 3.1. Si on prend le probléme 3.7 avec f(t,y) = sin( ty3 ) , φ(y) = cos(y3) et
I = [0,1] , On voir d’aprés le théorème 3.0.6 que ce probléme admet un solution unique
dans C(I,R).
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conclusion

le théorème du point fixe sont parmi de plus puissants outils plus puissants dans l’ana-
lyse et dont la littérature regorge d’applications dans divers domaines ; notamment lorsque
il s’agit d’établir l’existence de solutions pour des équations intégrales ou différentielles..
Des quelques théorèmes d’existence sont obtenus à partir des théorèmes de Banach , en
transformant le problème d’existence en un problème de point fixe.
Le théorème de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques du domaine de
définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante.Par ailleurs, ils servent
aussi de pont entre l’analyse et la topologie, ce qui leur permet d’interagir et de donner
de bons et d’intéressants résultats.
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Résumé 

  Ce travail est consacrée à l’étude de théorème du point fixe et ses applications à 

l’existence et à l’unité de solution local , maximale et globale du problème de 

Cauchy dans un espace métrique. En utilisant certains de théorèmes qui forment 

la base de la théorie du point fixe, nous présentons des applications et des 

résultats de ce théorème pour résoudre un problème de Cauchy avec un ajout 

personnel représenté dans un application typique.   

 

Abstract 

   This work is devoted to the study of the fixed point theorem and its 

applications to the existence and to the unit of local,maximal and global solution 

of the Cauchy problem in a metric space. Using some of the theorems that form 

the basis of fixed point theory, we present applications and results of this 

theorem to solve a Cauchy problem with a personal addition represented in a 

typical application. 

 

 ملخص

تم تخصيص هذا العمل لدراسة نظرية النقطة الثابتة وتطبيقاتها في وجود و وحدانية الحل    

. باستخدام بعض النظريات  و الشامل لمشكلة كوشي في الفضاء المتري الاعظميالمحلي، 

 التي تشكل أساس نظرية النقطة الثابتة ، نقدم تطبيقات ونتائج تلك النظرية لحل مشكلة كوشي

. شخصية متمثلة في تطبيق نموذجي مع إضافة    
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