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INTRODUCTION

En analyse, un théoréeme du point fixe est un résultat qui permet d’affirmer que 1’équa-
tion f(x) = = admet des solutions sous certaines conditions Ces théoremes se révelent étre
des outils tres importants en principalement dans le domaine de la résolution des équa-
tions différentielle. De nombreuses questions, liées a 'existence et I'unicité de solutions de
certains types d’équations (par exemple, les équations différentielles, les équations inté-
grales) peuvent étre ramenées a la question d’existence et d’unicité d’un point fixe pour
une application définie sur un espace métrique.

Ce travaille est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base nécessaires
pour la suite de cette étude.

Dans le deuxieme chapitre, on présente quelques théoremes du point fixe. Comme le
théoreme du point fixe le plus simple et le plus utilisé dans la littérature concerne les ap-
plications contractantes, on commence par discuter le principe de contraction de Banach
qui a été Enonce par Banach en 1922 , il amélioré par Picard et qu’ il donne un critére
général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération d’une
fonction tend vers un point fixe puis Une version locale ,ainsi que plusieurs généralisa-
tions de ce théoreme sont présentées dans ce chapitre. aux plus on indiqué 'alternative
non linéaire de Leray-Schauder pour les applications contractantes, apres avoir montré
que la propriété d’existence du point fixe est invariante par homotopie pour cette classe
d’applications.Le chapitre est termine par étudie 'existence du point fixe aux classe des

applications non-expansives (1-Lipschitzienne).



- Finalement, dans le dernier chapitre on donne quelques applications de ces résultats
théoriques. ont été démontrés en faisant appel aux théorémes du point fixe concernent le

théoreme de Cauchy Lipschitz globale et local.
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Chapitre 1

preliminaire

Dans ce chapitre nous rappellons quelques définitions et résultats préliminaires nous

utiliserons dans la suite du mémoire.

1.1 Espaces métriques
Definition 1.1.1. (Distance - Espace métrique) (1) Soit X un ensemble. On appelle
distance sur X toute application d : X x X — R*, telle que :

L. d(zyy) =0<==x=y. Vey € X

2. d(z,y) = d(y,x). Vey e X

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). Voy,z e X

Le couple (X,d) est appelé un espace métrique.
Example 1.1. 1. L’application

d:Rx R— R

définie une distance, appelée distance usuelle.

2. Soit X un ensemble et d : Rx R — R* une application définie par :



Est appelé une distance discréete.

Definition 1.1.2. (Distance entre deux parties et diameétre)(l1) Soit (X,d) un
espace métrique pour toute partie non vide A de X, et tout point x € X, on définit :
1. la distance de A et B, et I'on note d(A,B) la quantité positive définie par
dist(A,B) = in£ d(x,y)
ven

2. la distance de x a I’ensemble A par
d(z,A) = inf d(z,y)
3.0n appelle le diametre d'une partie A de X, et 'on note par 6(A) :
6(A) = sup d(zy)
z,y€A

On dit qu'une partie A de X est bornée si 6(A) < oo.

Definition 1.1.3. (1)
Soit X un ensemble non vide. Deux distances dy, d sur X sont équivalentes si et

seulement si :3C7, Cy > 0 telles que C) dyi(x,y) < da(z,y) < Cy di(zy), Vo, y € X.

Topologie d’un espace métrique

Definition 1.1.4. ( topologie)(!)
De maniére générale, on appelle topologie sur X un ensemble 7 de parties de X ;(7 C
P(X)) qui vérifie les trois propriétés ci-dessous ( qui sont appelées axiomes des ouverts) :
— 0, XerT.
— Si L’intersection de toute famille finie d’éléments de 7 appartient a 7 .
— La réunion de toute famille d’éléments de 7 appartient a 7 .
L’ensemble X muni de la topologie 7 , est appelé espace topologique,On notera par (X,7).

Les éléments de 7 sont appelés ouverts de (X,7) ou de 7 .
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Definition 1.1.5. (14)

1. On appelle voisinage d'un point € X | toute partie de X qui contient un ouvert

contenant z.

2. On dit que X est séparé ou de Hausdorff si, pour tout x1, xo € X il existe V € v(zy)
et Vo € v(wy)tels que Vi NV, = ).

3. Soit A une partie d’un espace topologique X ;A est dit partout dense sur X si
A=X.

Definition 1.1.6. (boules , sphére et partie borné)(11) Soit (X, d) un espace mé-

trique. Pour a € X et r > 0, on définit les ensembles suivants :

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est :

B(a,r) :={zx € X|d(z,a) <1}
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est :

By(a,r) == {2z € X|d(z,a) <r}

Aussi on le noté par B

3. La sphere de centre a et de rayon r est :
S(ar) = Byla,r)\B(ar) = {x € X|d(z,a) = r}

4. Une partie A C X est dite bornée s’il existe une boule B(a,r) de X contenant a A

Proposition 1.1.1. (1) L’ensemble de parties 14 défini par
7,={0C X |[Vx € OFr, >0; tq B(z,r,) C O}.
est une topologie sur X.

Remarque 1.1.1. (1) 74 est une topologie associée a la métrique d. et Un espace métrique

(X,d) sera toujours considéré comme un espace topologique muni de 7.
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Definition 1.1.7. (1) Soit (X, d) un espace métrique. Pour a € X et r > 0, on définit :

1. . Une partie U C X est dite ouverte si :
VYa € U3r > 0; B(a,r) C U

2. . Une partieF' C X est dite fermée si son complémentaire F° = X\ F' est ouvert.
3. . V, est un voisinage de z s'il existe r > 0 tel que B(z,r) C V.
4. Les ensembles vy () et vo(z) tq :
o) = {Bx)ln > 0}
et
() = (B, ln > 0)

sont des bases de voisinage de x.

Definition 1.1.8. (1) Soit A une partie quelconque de I’espace métrique (X, d), alors on

définie ’ensemble d’adhérence (ou la ferméteur) de A par :
A=n{F:F est fermé et A C I}
Remarque 1.1.2. Pour tout sous-ensemble B de E et pour tout a € E on note :
a+ B :={a+z|lx € B}

Alors on a B(a,r) = a + B(0,r) et Bf(a,r) = a + Bf(0,r). De plus on a toujours
B(a,r) C Bf(a,r)

Proposition 1.1.2. (1)
Soit (X,d)un espace métrique A C X. Alors pour tout v € X d(z,A) =0 <=z € A

Preuve voire (1) O

Remarque 1.1.3. Si d(z,A) = 0, n’est pas nécessairement x € A avec A n’est pas fermé
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Contre-exemple : (R,|.|) espace métrique. Soit A = {%,n € N*},z=0,ona:

1
d(ZE,A) = lenj\ff‘ d(l‘,*)
n * n
. 1
= nlen]\f;*d(o,g)
= inf l
neN* n,
=0

donc d(z,A) = 0 mais 0 ¢ A.

Definition 1.1.9. (11) (2) Soient (X,dx),(Y,dy) deux espaces métriques et f: X — Y

est une fonction. On dit que f est :

1.

6.

continue en un point a € X, si et seulement si :

Ve > 0,3n > 0,Vx € X, dx(z,a) <n, = dy(f(x),f(a)) < e0

. uniformément continue sur X, si et seulement si :

Ve > 0,3n > 0(n ne dépend que de ¢),Vri,20 € X dx(z,0) <n = dy(f(x1),f(22)) <€

un homéomorphisme si f est une bijection bicontinue (f et f~! continues) :

. lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que Vz,y € X, on a

dy (f(x),f(y)) <k dx ()

. une contraction si f est lipschitzienne et de rapport k& < 1 (on dit aussi que f est

contractante).

non-expansive Si f est lipschitzienne et £ = 1.

— Soit (X, d) un espace métrique ,l’application f: X — X est dite contractive si

d(f(x),f(y)) < d(zy) Yoy € Xavec x # y.

Proposition 1.1.3. (1) Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément continue sur X.
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Definition 1.1.10. (11) On dit qu'une suite (x,)n,cyconverge vers une limite = dans

I'espace métrique (X,d) si et seulement si on a :

lim d(z,,z) =0

n—oo

Proposition 1.1.4. (1)

1. f:(X,dx) — (Y,dy) est continue en x = a si et seulement si lorsque z,, — a dans

X,alors f(x,) — f(a) dans Y .

2. a est valeur d’adhérence de la suite (x,)nen Si et seulement s’il existe une sous-suite

(xn,) de la suite (x,)nen,telle que

lim d(z,,,a) =0

n; —00
3. Soit A C X. Alors a € A si et seulement s'il existe une suite (a, ),>o dans A telle que
lim,, o a, = a.

4. Soit A C X. Alors A est fermé dans X si et seulement si la limite de toute suite

convergent d’éléments de A appartient a A.

Théoreme 1.1.1. (Intersection de Cantor,(5)) Soit (X,d) un espace métrique, soit
{A, }nenune suite de sous ensembles non-vides fermés de X tels que Ay D Ay D Az D..
et tels que lim,,_, ., diam(A,) = 0, Alors I'ensemble N,enA, est constitué d’un unique

point.

1.1.1 Espaces métriques compacts

Definition 1.1.11. (1) Soit X un espace topologique.

1. Un recouvrement de X est une famille (A;);c; de parties de X telle que X = U/ A;.

Si de plus [ est un ensemble fini, on dit que (A;);c; est un recouvrement fini de X.

2. Soit (A;);er un recouvrement de X. Si J C I tel que X = U, A4, , on dit que(4;);ecs

est un sous-recouvrement de (A;);es -
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Definition 1.1.12. (Espace compacte)(14)

Soit X un espace topologique séparé. On dit que X est compact si de tout recouvrement
ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini. Autrement dit, pour toute famille
d’ouverts (U;);erde X telle que X = U, U;, il existe un sous ensemble fini J de I tel que
X =UiejA; .

Proposition 1.1.5. (1)
1. A est compacte dans R si et seulement si A est fermée bornée.

2. Dans X séparé, la réunion d’une famille finie de compacts est compacte.

Théoreme 1.1.2. (1) Soit f une application continue de X compact dans Y séparé, alors

f(X) est compact.
Preuve voir (1) O

Corollaire 1.1.1. (1)
1. si X est homéomorphe a 'Y et si X est compact, alors Y est compact.

2. Si f est continue de X compact dans R,alors f est bornée et atteint ses bornes.

Lemme 1.1.1. (1) Soit X un espace métrique tel que toute suite de points de X admet
au moins une valeur d’adhérence, alors pour tout recouvrement (0;);c; de X, il existe

r > 0 tel que, pour tout x € X, il existe i € I tel que B(x,r) C 6.

Preuve voir (1)

Théoreme 1.1.3. ( Bolzano-Weierstrass, (1)) Soit X un espace métrique. Alors X

est compact si et seulement si toute suite infinie admet au moins une valeur d’adhérence.

Definition 1.1.13. (Pré-compacité)(!)
Un espace métrique X est dit pré-compact si, pour tout € > 0, il existe un recouvre-

ment (A;);es fini par des ensembles de diametre < e.

Le diametre noté §(A;) satisfait donc 0(4;) < €, pour tout i € I.
(c-a-d pour tout € > 0,il existe A, fini tel que pour tout = € X, alors d(z,A.) < €).
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Example 1.2. X = [a, b] est pré-compact.

Definition 1.1.14. (Séparabilité) (1)
Un espace topologique X est dit séparable s’il existe une partie A au plus dénombrable

partout dense sur X.

Proposition 1.1.6. (1)

1. Si X est un espace métrique compact, alors X est pré-compact,mais La réciproque est

fausse.
2. Si un espace métrique X est pré-compact, alors X est séparable.

3. Si un espace métrique X est compact, alors X est séparable.

Preuve voir (1)

Proposition 1.1.7. (1)
— Toute application continue f d’un espace métrique compact (X,dx) dans un espace

métrique (Y,dy) est uniformément continue sur (X,dx).

1.1.2 Espaces métriques complets

Definition 1.1.15. (1) Une suite (z,) d'un espace métrique (X,d) est une suite de Cau-

chy si pour tout € > 0, il existe N € N tel que si Ym, n > N alors d(x,, x,,) <e.

Definition 1.1.16. (1) un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans (X,d) est convergente.

Proposition 1.1.8. (1)
1. Tout espace métrique compact X est complet.

2. Pour qu’'un espace métrique X soit complet, il suffit qu’il existe r > 0 tel que toutes

les boules fermées de rayon r soient compactes.

3. Si (X,dx) est un espace métrique complet et si f est une bijection bi-uniformément

continue de (X,dx) sur (Y,dy), alors(Y,dy) est complet.

4. Tout produit fini d’espace métriques complets est complet.
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5. Si un produit d’espaces métriques est complet alors chaque facteur est complet.
6. Si A est un sous-espace complet dans X métrique,alors A est fermé .

7. Si A est un sous-espace fermé de X métrique complet alors A est complet.

Corollaire 1.1.2. (1) Soit X un espace métrique complet. Alors A est un sous-espace

complet si et seulement si A est un sous-espace fermé .

Théoreme 1.1.4. (12) Soient (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques avec Y complet.

Alors I'ensemble Cy(X,Y") est complet pour la distance uniforme

ds(f,9) = ig}g{dy(f (z),9())}

Cy(X,Y) est I'ensemble des fonctions continues et bornées de X dans 'Y .

1.2 Espace vectoriel normé

Definition 1.2.1. Soit E un espace vectoriel, on dit qu'une famille F' de E est génératrice
de E si E = vect(F) i. e :tout vecteur ¢ de F est un combinaison linéaire d’élément de F'.

On dit que E est de dimension finie si £ admet une famille génératrice finie.

Definition 1.2.2. (1) On appelle norme sur E, toute application N de E dans RY telle
que pour tout z, y € Eet A€ K (K=R ou C) , on ait :

1. N(z) =0 <= 2z =0 (condition de séparation).
2. N(A z) = |\ N(z) (condition d’homogénéité ) .

3. N(z+y) < N(x) + N(y)(inégalité du triangulaire) .

Si les propriétés (2), (3) sont vérifiées et ( N(z) =0 < x =0 ), on dira qu’on a affaire a

une semi-norme.

Definition 1.2.3. (1) On appelle espace vectoriel normé ,en abrégé (EVN) (resp. semi-
normé) le couple (E,N) formé par un espace vectoriel et une norme (resp.semi-norme )
N définie sur E.

- On utilise bien souvent la notation ||.|| pour une norme.
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Exemple

1. E=Ret N(z) = |z| est une norme.

2. tout espace vectoriel euclidien £ muni de la norme

| z ||:== /< z,x > est un EVN.

3. pour tout a,b € R avec a < b, 'espace vectoriel E = C([a, b]) muni de la norme :

IS lleo= sup]!f(ﬂf)!

z€[a;b
est une espace vectoriel normé.

4. Il en est de méme, pour 1 < a < 00, avec

1= ([ 1560 1 dx)i

est un espace vectoriel normé .

Proposition 1.2.1. (/) tout norme N sur un espace vectoriel E est vérifies :
| N(z) = N(y) [ N(z —y); Yoy € E.

Proposition 1.2.2. métrique associée a une norme,()
L’application d : (z,y) — || © — y || est une métrique sur E invariante par translation
(c’est-a-dire d(x + a, y + a) = d(xy) Vr,y € E VYa € R). On dit que d est la métrique

associée a la norme.

Definition 1.2.4. (11) Soit E un espace vectoriel réel. Deux normes N; et N, sur E sont

dite équivalentes ssi 3 ¢y, co > 0 telle que :
Ve S E,CIN1<I> S N2 S CQNl(I)

Remarque 1.2.1. Pour tout x € R", on note :

| ll=foal + - - o
| llo= )2+ - ()2
| 2 ||oo:= max(|zy|,..., |Tn|)
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Sur R les trois normes || z ||1, ||  [|2 et || ||~ sont équivalentes.

Definition 1.2.5. soit (F, || . ||g) un espace vectoriel normé. Soit (uy)ren une suite dans
EetlcFE.
On dit que la suite (ug)ren converge vers ¢ pour la norme || . ||g si et seulement si

Jim [ uy — £ ][p=0

Definition 1.2.6. Soit (£, || . ||g) et (£, || . ||z) deux EVN. Soit A un sous-ensemble
de F et f: A — E' une application. Soit xg € A, on dit que f est continue en xq si et

seulement si
Ve>0dn >0z € A || v -0 [[m<n=| f(z) = flzo) [[r< e

Definition 1.2.7. Soit (F, || . ||g) et (F, || . ||r) deux espaces vectoriels normés sur R™ |
f une application de E dans F. On dit que 'application f est Lipschitzienne de rapport

k > 0 si et seulement si :

V(zy) € B*:| flx) = fy) p< k| z—y e

Théoreme 1.2.1. (14) Soit (E, || . ||g) un K-espace vectoriel normé. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

— (i) E est de dimension finie.

— (ii) Toutes les normes sur E sont équivalentes.

— (iii) Toutes les formes linéaires sur E sont continues.
Preuve voir (11) O

Théoreme 1.2.2. (11) Soient(Ey, || . ||g,), (E2, || - ||g,) deux espaces vectoriels normés

et f: E1 — FE5 une application linéaire. On a I'équivalence entre
1. f est continue sur E; .

2. f est lipschitzienne.

3. f est continue en 0.

4. f est uniformément continue .
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5. f est bornée sur la sphére S = {z € Ey; || = ||g,= 1} .

6. 1l existe M > 0 tel que :

| f(z) ||z, < M ||z ||, Vz € EL.
Preuve voire (14) 0

Definition 1.2.8. (1) On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Exemple

1. £ =R est un espace de Banach.
2. C([a,b],R) pour || f |lc = suUPzelay|f(2)] est un espace de Banach.
3. C([a,b],R) pour || f ||« définie précédemment est non complet, donc ce n’est pas un

espace de Banach (vérifier pour a = 1).

Definition 1.2.9. (Contraction non linéaire)(3) Soit £ un espace de Banach, f :
E — FE une application. I'application f est dite contraction non linéaire s’il existe une

fonction continue croissante ® : Ry — Ry tels que ®(r) <r;Vr >0 et

[ f(z) = fy) <2z —yl)VeyeE

— Sid®(r) =kr;0<k<1; f est une contraction.
— Si ®(r) = r; f est une application non-expansive.
— Si ®(r) = r et 'inégalité précédente est stricte, f est contractive.

Exemple (Application contractante)

On considéere 'espace de Banach E = {z : [0; +00[ — R" ;2 borné} muni de la norme
| 2 ||g=supe || 2(¢) [|[g» ou a > 0 est & choisir.
£>0

soit f : [0;+00[ x R®™ — R™ une application continue et k-lipschitzienne . Soit A I'appli-

cation définie par :

Astr) = [ " Fls.a(s))ds.
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On voit que Vo € E; A(x) € Eet donc A: E — E.
L’application A est une contraction si 0 < k < « En effet, pour x1,25 € E tels que x1 # 9

.On a

| Azy — Az, ||p = supe™ || (A1 — Az2)(t) llg-

>0

=supe || [ ((s.21(5) ~ Fls.22(5)ds [

< sup e’at/ ek || x1 — xg ||gn ds
£>0 0
E —at( at o
< —e (e =) a1 —z2 e
k
<~z -2 e
«

1.2.1 La Compacité dans un EVN

Definition 1.2.10. (11) Soit (E, || . ||)un espace normé.On dit que E est relativement
compact si pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de £ par des parties de E dans

le diametre est inférieure a € .

Definition 1.2.11. (11)
1. Un espace normé (E, || . ||) est dit compact s’il est relativement compact et complet.

2. Une partie A d’'un espace normé (E, || . ||) est dite compacte si le sous-espace normé

(A, ]| . ||a) est compact.

Théoreme 1.2.3. (11) Soit (E, || . ||) un e.v.n sur R ot C de dimension fini. Alors les

parties compactes de E sont les parties fermées et bornées de E.

Proposition 1.2.3. (/1) L’image réciproque d’un ensemble compact par une application

continue n’est pas nécessairement compact.

Definition 1.2.12. (11) Une famille des fonctions ¢ définies sur un intervalle [a,b], est

dite uniformément bornée s’il existe une constante k telle que :

| &(x) ||< kVx € [a,b].

20 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



Théoreme 1.2.4. (théoréme de Riesz,1918),(11)
Si un espace normé E posséde une boule compacte B(xy,r) de rayon r > 0 alors il est de

dimension finie.

Preuve voire (11) O

1.3 la Convexité :
Definition 1.3.1. (11) On dit que C' C E est un ensemble convexe si :
vt € [01]V(zy) € CPtz+ (1—t)yeC

Example 1.3. soit (£, || . ||) un espace normé.Alors toutes les boules (fermés, ouverts)

sont des ensembles convexes.

Definition 1.3.2. (1) Soit A une partie de E. On appelle enveloppe convexe de A noté

conv(A) l'intersection de tous les ensembles convexes contenant A; i.e
conv(A) = {NaccC'; C est convexe}

Definition 1.3.3. (1) Un ensembles convexe C' de E est stable par combinaison convexe

si Vq,29,...,x, € C, Yty ta,...t, € Ritell que Y0, | t; |=1, Alors Y0, tyz; € C

Corollaire 1.3.1. (/1)

— Soit A une partie dans un espace vectoriel réel E. Alors A est un ensemble convexe
ssi il contient toutes les combinaison convexe de ses éléments.
— Soit A une partie de E. Alors conv(A) est égale a ’ensemble de tout les combinaisons

convexes des éléments de A.

Preuve voire (11) O
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1.4 Espace de Lebesgue L?((2)

la notion de la mesure

Definition 1.4.1. (tribu) (13)
Soit © un ensemble, 7 une famille de parties de €2 . La famille 7 est une tribu (on dit

aussi une og-algebre) sur €2 si T vérifie :
1.0eT,QeT.
2. T est stable par union dénombrable.

3. T est stable par passage au complémentaire.

Definition 1.4.2. (Tribu engendrée)(13)
Soit 2 un ensemble et C C P(£2). On appelle tribu engendrée par C la plus petite tribu

contenant C

Definition 1.4.3. (tribu borélienne) (13) Soit € un ensemble muni d’une topologie.

On appelle tribu borélienne la tribu engendrée par les ouverts de €),sera notée Bq,.

Definition 1.4.4. (Mesure)(13) Soit §2 un ensemble non vide et 7 une tribu. On appelle
mesure une application p: 7 — R* U {4o00}) vérifiant :
— p(0) =0.
— v est o-additive, ¢’est-‘a-dire que pour toute famille (A,,),en C T de parties disjointes
deux & deux, (ieVn#m; A, NA,#0),etona:
1(UnenAy) = 3 (A

neN

Definition 1.4.5. (13)
— Un espace mesurable est un couple (2,7 ), avec T est une tribu dans €2.
— On appelle espace mesuré un triplet (2,7 ,u) avec T est une tribu dans Q et p une

mesure.

Definition 1.4.6. (13) On dit qu’une fonctions mesurables f : (€, 7,u) — R est mesu-

rable si et seulement si :

F~Y(B) € Tpour tout B € Bg.
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Definition 1.4.7. (L’espace L')(9)
On désigne par L'(2) I'espace des fonctios integrable sur et a valeurs dans R ,et on

pose

¥; HL1=/Q | f(2) | dz.

Definition 1.4.8. (Espace de lebesegue)(9)
Soit p € R, 1 < p < co. On appelle espace de Lebesgue LP(£2) I'espace

LP(Q) = {f : Q — R,f est mesurable et |f|" € L'(Q)}.
Sip=o0
L>=(Q)={f:Q =R, f est mesurable et 3C > 0 tq |f(z)| < C p.p }.

Notation : p.p=presque partout =sauf sur un ensemble négligable (c-a-d du mesure

nulle).

Proposition 1.4.1. (12) Soit la fonction f € LP(2), on pose

I £ = ( [ 177dutz))

=

et
| fl[zee=inf{C >0; |f(z)] <C p.psur Q}.

Pour 1 <p< +o0:

-lapplication || . ||» définie une norme sur LP(S2) .
-Les espaces LP muni de la norme || . ||z» sont complet.
Preuve voir (9) O

1.5 Espace de Hilbert

Definition 1.5.1. (9) Soit E un espace vectoiel .Un produit scalaire (u,v) est une forme
bilinéaire de ExFE dans R, symétrique et définie positive ( i.e : (u,v) > 0 Vu € E et ,
(uu) >0siu#0) .

23 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



Le couple constitué d’'un espace vectoriel E/ et d’un produit scalaire sur E est appelé un

espace pré-hilbertien .

Definition 1.5.2. (9) Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel préhilbertien et

complet pour la norme || u ||= (u,u)2; u e H.

Proposition 1.5.1. (Inégalité de Schwarz,(9)) Soit H un espace vectoriel muni d’un

semi-produit scalaire < . >. Pour tous u, v € H on a
|<wo >P< < uu>| . [< v >|.

Proposition 1.5.2. (I’identité du parallélogramme,(12)) Si u et v sont deux élé-

ments d’un espace pré-hilbertien, alors :

u+v
2

u—v

2
I+

1
=S Ahw l®+ 1o %)

1.6 Espace de Sobolev Wr(J)

Soit I=Ja,b[ un inervalle borné ou non et soit p € R javec 1 < p < +00.

Definition 1.6.1. (9) L’espace de Sobolev noté W'?(I)est définie par :

WH(I) = {f € /(1) : 3g € L(Dtel que [ fo' == [ g6 }:v6 € CL(I)

Notation : C}(I) = : I'espace des fonctions de C'! & support compact,avec

supp(¢) = {x € I; ¢(x) # 0}.

Proposition 1.6.1. (9) On munit les espaces de Sobolev par une structure d’espaces

normés dont les normes sont définit par :

I lwreny=I f lloe + 1 7 [lze ;1 < p < 400
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Chapitre

quelques types des Théoremes du point fixe

Un point fixe de N : X — X est un point x € X qui est appliqué sur lui méme, i.e.
N x =x.
Le théoreme du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contraction
de Banach ou encore théoreme du point fixe de Picard, est apparu pour la premiere fois en
1922, dans le cadre de la résolution d’une Equation intégrale. Notons que ce théoréme est
une abstraction de la méthode classique des approximations successives introduites par
Liouville en 1837 et développée par la suite, par Picard en 1890. A cause de sa simplicité
et de son utilité, ce théoreme est largement utilise dans plusieurs branches de 'analyse
mathématique, en particulier dans la branche des équations différentielles. Le théoreme
du point fixe de Banach a connu différentes généralisations dans les espaces métriques et

les espaces topologiques localement convexe.

2.1 Théorémes du point fixe de contraction

2.1.1 Principe de contraction de Banach

Théoreme 2.1.1. (Principe de contraction de Banach,1922),(7) Soient (X,d) un
espace métrique complet et f : X — X une application contractante sur X de constante
de contraction k, Alors :

— f admet un unique point fixe .
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Preuve

i) Existence : Soit (z,),en la suite definie par :
Xo € X
Tnt1 = f(Tn)nen-

Montrons que

Vn € Nad(xnvxn+1) < knd(moaml)

On raisonne par récurrence
— Pour n =0, on a :

d(xg,x1) < kd(z0,71) cest vérifie

— Supposons que la condition est vraie pour n et montrons qu’elle est vraie pour(n + 1),
c’est-a-dire on montre :

d($n+l 7'7:71-&-2) S kn+1d<x07$1)

d<xn+17xn+2) g k[knd<$0,x1>] S knJrld(anxl)-
D’ou :

Vn € N;d(zn,2n41) < k"d(20,21).

Montrons que (x,)nen est de Cauchy. Soit € > 0; on cherche ng € N; Vp, ¢ € N
(p>mngetqg>ny) = d(z,x,) <e¢

Soient p, ¢ € N ;(p < ¢ par exemple). On a :

Aopta) < Alwpstpin) + d(pinsty)
< d(@p,pe1) + d(Tp1,Tpi2) + d(pr2,2)
< d(xp,xpr1) + d(Tpi1,Tpr2) + oo + d(Tg—1,74)
< kPd(z,m1) + KPP (2,20 + oA KT (20,21

donc d(zp,z4) < (K 4+ kP + . 4+ k7 ) d(20,21). Mais kP + kP 4 4 k071 = prizE2t =

F(1 — k97P). D'ou d(zp,xy) < £2(1 — k7P)d(zg,21). On a1 — k%P < 1 Donc :

d(zp,x,) < lli—pkd(xg,xl). Supposons que d(xg,z1) # 0, pour que d(x,,z,) < €; il suffit que :
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kP
1—-k

d(IL‘[),ZL‘l) <e€

Ce qui donne
e(l—k), 1
In( - My~
> g

Il suffit de prendre :

e(l—Fk), 1
SRSV N |
d(l‘o,l‘l))lnkﬁ)+ )

Alors (x,,), est de Cauchy dans X comme (X,d) est complet, donc la suite (z,)nen est

no = max(0, £ (In(

convergente dans X :.e:x = lim ,_, 2, Soit z = lim , ,,x, , * € X. Montrons que

x est une point fixe de f on a :

Vn € N,xpr = f(zn)
> Gl o =l f()
= x=f( 1_1>rJrr1 Tpy1)(d'apres la continuité def)
> o= /@)

D’ou est un point fixe de f.

ii) Unicité : On suppose 3 21, 5 € X ; 11 # x5; avec f(x1) = x1 et f(zg) = 25 :On

d(f(21),f (22))

IN

kd(ml,fﬂg)
= d(xl,xg) < k’d(ﬁl,ﬁg)

= 1<k

contradiction car k €]0,1[ . D’ou l'unicité. Si d(zy,22) = 0 & 21 = 29 = f(x1) = 23

= x; est le point fixe cherché.

Théoreme 2.1.2. ( point fixe de Banach- Picard),(?) Soient (X,d) un espace
métrique complet et f : X — X une application contractante de constante de contraction
k, Alors :

— f admet un unique point fixe o € X.
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— Pour tout x € X ; a=1lim ,, o f*(z) ou foz) =z et f"(z) = f(f" ().

— La vitesse de convergence peut étre estimée par :

n

1—k

d(f"(x),0) < d(z,f(x)).

Preuve — Unicité : Supposons qu'il existe z, y € X tel quex = f(x) et y = f(y). Alors

d(z,y) = d(f(z),f(y)) < kd(z,y)

Par conséquent, d(z,y) = 0 ce qui entraine = = y.
— Existence : Soit x € X. Nous allons établir que { f"(z)} est une suite de Cauchy.Pour

tout n € N, on a

d(f"(@),f""(2)) < kd(f""H(2),f"(2)) < - - - < Kd(z,f(2))
Ainsi, pour m > n, oun > 0, on a
d(f"(x).f"(x)) < d(f" (@), f" (@) +d(f"H @), [P @2) + - -

+d(f" (@), f"(2))
< krd(x,f(z) + - - - 4+ KN d(x, f(x)

< K'd(x,f(x))[L+k+E+ - - - + k™
kno— fm
= ().
Ainsi, pour m > nn € N
A" (@), f (@) < £, f () ()

Ceci montre que {f™(z)} est une suite de Cauchy et comme X est espace complet,
alors il existe u € X tel que lim, . f™(x) = «. De plus, la continuité def entraine
que

o = lim f* () = lim f(f"(x)) = f(a).

n—oo n—oo
par conséquent, u est un point fixe de f. Ainsi si m — oo dans (") alors
k,n

A" (@)0) < 1)

d(z, f(z)). O
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Example 2.1. Soient X = [a,b] et 'application f : X — X telle que f est dérivable en
chaque z €]a,bl et | f'(x) | < k < 1:Alors, on déduit du théoreme des accroissements finis

que : Vz, y € X, il existe un point entre x et y tel que,

f@) = fy) <[ f'(@) | (x—y).

Donc
| f@) =W I @)l (@—y) I<k|lz—y].

Par conséquent, f est contractante et donc elle admet un unique point fixe.

Remarque 2.1.1. (2) Les exemples suivants montrent que chacune des hypothéses du

théoreme précédent est réellement nécessaire si nous en négligeons seulement une, alors il

se peut que le point fixe n’existe pas :

1. . Si X n’est pas stable par f: f(z) = Va2 + 1 sur X =[0,1] : On a X est fermé dans
R donc il est complet (car R est complet). De plus f/(z) = ﬁ < 1, ce qui implique
que max geo,1) | f/(x) | < 1, donc f est contractante sur [0,1]. Mais X n’est pas stable

par f car £([0,1]) = [1,//2] ¢ [0,1]. Les conditions suffisantes du théoréme de Banach

ne sont pas toutes remplies. On vérifie, par I’absurde, que f n’admet pas un point fixe.

2. Si f n’est pas contractante : f: f(z) = Va2 + 1sur X = [0,4+00[. On a f([0,+ o0]) C
[0, + oo[ et X est un fermé dans R. Alors X est complet (fermé dans un complet est

complet). Mais f n’est pas contractante, car sup e oo | f'(7) | = 1.

3. Si X n’est pas complet : f(z) = w sur z =]0,%]. On a f(]0,5]) :]O,§] et max
2€)0,1) | f1(x) |= % < 1, alors f est contractante. Mais X n’est pas fermé dans R donc
X n’est pas complet. Les conditions suffisantes du théoreme de Banach ne sont pas
toutes satisfaites. Par ’absurde, on vérifie facilement que f n’admet pas de point fixe.
11 existe diverses versions modifiées (extensions) du théoréme de contraction de Banach
dans la littérature. Généralement, si I'une des hypotheses est affaiblie les autres doivent

étre renforcées. La complétude de 'espace est généralement indispensable. Dans ce qui

suit, on présente quelques variantes du principe de contraction de Banach.
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2.1.2 La version locale du théoréme de Banach

Il se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace X mais juste dans le

voisinage d'un point donne. Dans ce cas on a le résultat suivant

Théoreme 2.1.3. (2)
B(zg,r) ={x € X : d(x,x9) <7} ouzg € X etr > 0.
Supposons que [ : B(xg,r) — X est contractante de constante de contraction k, avec
d(f(xo),x0) < (1 —Fk)r.
Alors f admet un unique point fixe dans B(xg,r).

Preuve Il existe 9 avec 0 < ro < 7, tel que d(f(zo),z0) < (1 —k)ro , On montre que f :

B(zg,r) = B(xg,r). Soit x € B(xo,r) ,alors

d(f(x),20)

IN

d(f(z),f(z0)) + d(f(z0),20)
kd(z,x¢) + (1 — k)rg

IN

IN

k'l"o—i-(l—k)'l"o

IN

To

Donc l'application f : B(zg,r) — B(xg,r) est contractante avec B(xzg,r) est un espace
complet. Par suite, 'application du théoreme de contraction de Banach a f assure qu’elle

admet un unique point fixe dans B(xq,r). O

Nous allons examiner brievement le comportement d’une application de contraction définie
de B, = B(0,7) (la boule fermée de rayon r et de centre 0) & valeurs dans un espace de

Banach F.

Théoreme 2.1.4. (2) Soient B, la boule fermé de rayon r > 0, centrée en zéro, d’un
espace de Banach X et f : B, — X une application contractante, de constante k, vérifiant
f(0B,) C B, , ( avec B, désigne la frontiére de B, dans X ) . Alors f a un unique point
fixe dans B,.
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Preuve On Considérons I'application

g(w) = =22 +2f(x>

Nous montrons d’abord que g : B, — B,. Soit

= HxH otz € B, et x # 0.
T

Notons que x* € OB, (car, || 2* || =1).siz € B, et 2 # 0 alors

I f(x) = f@) < ke —a” = k(=] 2],

*

car r — x* = H”gg—”(H x || —r) ,alors

I F@) [ <[ FE) I+ 11 f() = Fla®) |
<r+k(r—| =)
<2r— ||z .
Par suite, pour x € B, et #0ona

l g(a) =) “L @)

2
De plus, par continuité on aura aussi

<

[ ||+ 1 f () |l
2

<r

19(0) I< 7

et par conséquent ¢ : B, — B,.de plus elle est contractante. En effet,Le théoreme 2.1.1

implique que ¢ admet un unique point fixe u € B,. i.e u = g(u) par suite u = f(u). O

Plusieurs auteurs ont donné des généralisations du principe de contraction de Banach
ou le caractere contractive de l'application est affaibli. Dans ce paragraphe nous allons
citer quelques versions dans ce sens dont la démonstration repose sur le résultat technique

suivant.

Théoreme 2.1.5. (Théoréme de Banach généralisé,(7)) Soit (X,d) un espace mé-

trique complet et f : X — X une application vérifiant la condition suivante :
Ve > 0,35(e) > 0: (d(x,f(x)) < d(e)) = (f(B(z,e)) C B(x,e)).

Si limy, 1o d(f™(u),f"(u)) = 0 pour certain u € X, alors la suite {f™(u)},en converge

vers un point fixe de f.
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Preuve Considérons la suite {uy, }neny définie par {u, = f"(u) }nen.Montrons que {u, bnen

est une suite de Cauchy. Puisque la

nl_lgloo d(Up,tps1) = 0.

Alors Ve > 0,3m € N tel que d(up,u,i1) < e ,Yn>m
d(umf(un)) = d(unaun-‘rl) <e ,VTL 2 m = f(B(Un,E)) C B(unag) 7vn Z m.
par suite
Unt1 = [(un) € B(un,e),¥n > m = tupr1 € B(upm,e).

Alors

Uma2 = f(Umi1) € [(B(tum,e)) C B(tm,e) = d(tpmia,tn) < €.

On peut montrer par récurrence que
Uk = [ (Um) € B(tum,e),Vk > 0.

Soit n,p > m. Alors
At tp) < d(Up, ) + d(Up,u,) < 2€.

Autrement dit {u, },cn est une suite de Cauchy. Alors il existe z € X tel que lim,, o u, =
z.

Nous montrons maintenant que y est un point fixe de f
f(z) =z d(z,f(2)) = 0.
Supposons qu’il ne 'est pas ,Alors
d(z,f(z)) =a>0

Nous pouvons choisir u, € B(z,5)fixe tel que d(up,uny1) < §. D’aprés I'hypothese du

théoreme, il vient

F(Blun.3)) € Blun.3) = f(2) € Blun.g).
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et Donc

d(f(z),2) < d(f(2)un) + d(un,2)
= d(f(2),2) = d(un,2) < d(f(2)un)
= a-g <d(f(z)u)
= 2; < d(f(2),un).
Mais c’est une contradiction avec f(z) € B(un,5). O

La proposition suivante, qui généralise le théoréme 2.1.1, sera utile pour la suite.

2.1.3 théoreme du point fixe pour une application dont une ité-
rée est contractante
Si f est une application continue (pas nécessairement une contraction) mais I'une de

ses itérées f P est une contraction, alors f admet encore un point fixe et un seul.

Exemple de motivation

Soit X = C([0,b],R). L’application f: X — X définie par

F@)) = [ a(s)ds

n’est pas contractante si b > 1 mais l'application

T @) = — )!/Ot(t—s)”_lx(s)ds.

(n+1

est contractante pour n assez grand. Le théoreme suivant étend un peu les possibilités

d’applications du théoréme de con traction de Banach.

Théoreme 2.1.6. (7) Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X.une appli-

cation dont une itérée f™ est contractante.c-a-d il’existe ny € N*et k €]0,1[ tels que

d(f"(x),f"(y)) <k d(z,y) Yo,y € X

avec f™ = fo fo..of, ng fois. Alors f admet une point fixe unique.
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Preuve Montrons f admet un point fixe unique.

— ’unicité : Supposons qu'il existe z, y € X tels que z = f(x) et y = f(y)
v o= f@) = ) = ) = ) = =
y = fly)= ") ="y =) ==y

D'ou d(z,y) = d(f"(x),f™(y)) < k d(x,y) Or k €]0,1[. Donc d(z,y)) = 0 et donc

x=1.
— DPexistence : Comme f™ est contractante, alors a partir du théoreme 2.1.1 , il existe

r € X tel que f"(x) = x,. Finalement on montrons que f(z) = x.
e = ["(z.) = f(x) = fn0+1(x*) = f"(f(z.))
(.. f(z.)) = d(f* (@), [ ([(22)) <k d(@s,f(22)-

Or k €]0,1[; donc z, = N(x,). O

2.1.4 théoreme du point fixe de Edelstein

Une autre tentative naturelle d’étendre le théoréme 2.1.1 serait de supposer que f est
contractive, c’est -a- dire d(f(x),f(y)) < d(z,y); Vo, y € X avec © # y Dans ce cas f
n’admet pas nécessairement un point fixe.

Par exemple f(z) =In(1 + e*) et X = R d’une part, on a :
| f(x) = f(y) [=In(1 +€*) —In(1 +¢”) |

du théoreme des accroissements finis
e
1+ e

|z —yl<|z—y]

I eRtq| f(z)— fly) |=|
D’autre part, on a

Flz)=z<In(l+e) =2z
Sl4e"=e"

& 1 = 0.(imposible)

Cependant, avec une hypothese plus forte sur I’espace nous obtenons le théoreme suivant.
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Théoreme 2.1.7. (Edelstein,(7)) Soit (X,d) un espace métrique compact et une ap-
plication f : X — X ,Supposons que

d(f(z),f(y)) < d(zy) Yoy € Xz #y.

Alors f admet une point fixe unique.

Preuve — l’unicité : Soit z,y € X tels que z = f(x) et y = f(y)

d(z,y) = d(f(z),f(y)) < dzy) =z =y.

— l’existence : Considérons I'application F': X — R* définie par
r— F(x) :=d(z,f(x)).

Puisque X est compact, alors ’application F’ atteint son minimum.donc il existe xy €
X tel que

F(zo) = d(wo,f(20)) = mind(z,f(z)). (2.1)
donc Vz,y € X ;d(xo,f(x)) < d(z,f(x)) On va montrer par I'absurde que xy est un
point fixe de f c-a-d (zg = f(x0)).
Si xg # f(xo) On a d(f(xo).f(f(%0))) < d(wo,f(x0))
D’apres 2.1 on obtient que d(xg,f(x¢)) < d(f(xo),f(f(z0)))
D’ou d(xg,f(x0)) < d(xo,f(x0))(contradiction)
D’ou zg = f(x0) O

2.1.5 Théorémes du point fixe pour des contractions non li-
néaires
Maintenant, on va présenter sans démonstration quelques généralisations du théoréme

de contraction de Banach, dans lesquelles la constante de contraction k est remplacée par

une fonction réelle.
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Théoreme 2.1.8. (7) Soit (X,d) un espace métrique complet et f : X — X une appli-

cation. Supposons que
d(f(x),f(y)) < old(z,y)) Yoy € X

Ou ¢ : RT — R™ est une fonction croissante vérifiant lim,,_, 1, ¢(t) = 0,t €]0, + oo[,Alors

f admet un point fixe unique u € X tel que
lim f*(t) = u Vo € X.
Preuve . Soit g € X et 1 = f(x0), ©o = f(x1), ..., xpr1 = f(x,), . . . ,alors

d(Tp,Tni1) = d(fn(xo)yfnﬂ(ffo)) < ¢"(d(wo,f(20))),Vn € X.
Donc

lim d(f"(x0),f" ™ (z0)) = 0.

n—-+00

Montrons que ¢(t) < t ¥Vt € Rf. Supposons qu’il existe t € R} tel que
t<ot) =t < d*(t)..t<¢"(t)¥ynEN=1<0

C’est une contradiction avec ¢ positive ; alors Vt € R} ona ¢(t) < t. Soite > 0 = ¢(¢) < e.

Posons §(¢) = € —¢(e).on Montrons que si d(z,f(x)) < d(g), alors
f(B(z,e)) C B(z,e).
Soit z € B(xz,e), alors

d(z,f(2)) < d(z,f(x)) +d(f(x),f(2)) < d(e) + d(d(x,2)) < e—dle) + ¢(e) = .

Alors f(B(x,e)) C B(x,e). D’apres le théoreme 2.1.5, 'application N admet un point fixe.

Il reste & montrer 'unicité de point fixe. Soit z, y € X tels que z = f(z) et y = f(y).
Alors

d(zy) = d(f(z),f(y)) < o(d(zy)) = d(zy) =0=z =y.

Sinon d(z,y) > 0, ce qui donne

d(z,y) < ¢(d(r,y)) < d(z,y).

ce qui est impossible. O
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2.1.6  Alternative non linéaire pour application contractante

Dans cette sous-section on va voir la propriété d’existence du point fixe pour les appli-
cations homotopiques (homotopes) contractantes ,et en Commengons par définir ’homo-
topie pour les contractions. Soit (X,d) un espace métrique complet et U un sous-ensemble

ouvert de X.

Definition 2.1.1. (2) Soient f : U — X et g : U — X deux applications contrac-
tantes,ou U est la fermeture de ouvert U € X : On dit que f et ¢ sont homotopique
(homotopes) s'il existe une application H : U x [0,1] — X qui vérifie les propriétés sui-

vantes :

1. H(.,0) =g(.) et H(.,1) = f(.).
2. x # H(x,t) pour tout x € U et t € [0,1] (ici désigne la OU frontiere de U dans X)) .

3. Il existe une constante a; 0 < o < 1 telle que :
d(H(z,t),H(yt)) < ad(z,y);Vr,y € U et t € [0;1].
4. 1l existe M > 0 telle que :
d(H(z,t),H(x,s)) <M |x—s| VYeeUettscl0;1]

Le résultat suivant montre que la propriété d’avoir un point fixe est invariante par homo-

topie pour les contractions.

Théoreme 2.1.9. (2) Soit (X,d) un espace métrique complet et U un ouvert de X.
Supposons que f: U — X et g : U — X sont deux applications contractantes homotopes

tel que g admet un point fixe dans U. Alors f a un point fixe dans U.
Preuve Considérons I’ensemble
A={\€]0,1] : z = H(x,\) pour certain x € U}

Ou H est une homotopie entre f et g. Notons que A est non vide puisque ¢ admet un
point fixe,et 0 € A;En effect : si 0 ¢ A alors Vo € U; z # H(z,0)

et d’aprés la définition 2.1.1 on a : H(x,0) = g(z) ,et comme g elle admet un point fixe

37 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



dans U alors 3z € U tq g(x) = x = H(z,0) (contraduction).

Dou0e A.

Nous allons montrer que A est a la fois ouvert et fermé dans [0,1] et ainsi A = [0,1].En
conséquence f a un point fixe en U. On montre d’abord que A est fermé dans [0,1]. Pour
voir ceci, soit

{\n ), € Aavee A\, — X € [0,1] quant n — oo.

Nous devons montrer que A € A. Comme \, € A pour n = 1,2, - - il existe x,, € U

avec x, = H(x,,\,). Aussi pour n, m € {1,2,- - -} nous avons

(X, Tm) = d(H (2p, M), H(2m,Am))
< d(H(xp, n) H(xn,Am)) + d(H (20, ) H (2,Am))
<M | A\ — M\ | ad(x,,z).

c’est
M
A(Tp,Tm) < —— | Ap— A | -
() < T | |
De plus comme {\,} est une suite de Cauchy alors {x,} est aussi une suite de Cauchy,et

comme X est complet il existe z € U avec lim,, o ¥, = 2. En autre,r = H(x,\) étant

donné que

d(x,,H(x,\) = d(H(xn,A\n),H(z,\))
< M| A=A FXd(z,2).

Ainsi A € A et A est fermé dans [0,1]. Montrons maintenant que A est un ouvert dans

[0,1]. Soit \g € A. Alors il existe zg € U avec xg = H(xg,\). Soit € > 0 tel que

1—
e < (]\;)r ou r < dist(xy,0U),

ou dist(xg,0U) = inf{d(xo,x) : © € OU} . Fixons A € (Ao — €,\0 + €). Alors, pour
x € B(zo,r); B(xo,r) = {x: d(z,x9) <7},

d(xo,H(z,\)) < d(H(xo,\0),H(z,)\0)) + d(H (z,)\0),H(x,\))
ad(zg,x) + M|X — X

A

IN

ar+ (1 —a)r=r.
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Ainsi, pour tout A € (A9 — €,A\¢ + €),

H(.,\) : B(xo,r) = B(xo,r).

En appliquant le Théoréme 2.1.1 on déduit que H(.,\) admet un point fixe dans U. Ainsi
A € A pour tout A € (A\g —e,\g +¢), et donc A est un ouvert dans [0,1]. O

Dans la suite, nous supposons que X est un espace de Banach. Nous présentons main-
tenant une alternative non linéaire du type Leray-Schauder pour les applications contrac-

tantes.

Alternatives non linéaire de type Leray-Schauder pour les applications contrac-

tantes.

Théoreme 2.1.10. (2) Soit E un espace de Banach et U un ensemble ouvert, 0 € U et

f: U — FE une contraction avec f(U) borné.Alors :

1. ou bien, f admet un point fixe dans U.

2. ou bien, il existe v € OU, A € [0,1] : © = A\f(z).

Preuve Supposons que (2) n’a pas lieu et f n’a aucun point fixe sur U (sinon la preuve

est terminée). Alors :
x # Af(z) pour tout u € U et A € [0,1].

Soit H : Ux [0,1] — X donnée par : H(x,t) = tf(z), g est la fonction nulle (voir la
définition 2.1.1). L’application g admet un point fixe dans U (en effet, g(0) = 0) et f et g
sont deux applications contractantes homotopiques. Maintenant,on applique le théoreme

2.1.9 pour déduire 'existence de x € U avec x = f(z), d’ou le résultat cherché. O

Corollaire 2.1.1. (2) Soit 0 € U C E avec U un sous ensemble ouvert d’un ensemble
convexe dans un espace de Banach E. Supposons que f : U — E est une contraction
bornée ( f(U) est bornée) telle que pour tout x € U I'une des conditions suivantes est

satisfaite :

L[ f(x) [I<]] 2 ]
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2. || fla) Il = = f(=) ||
3. f@) Pl [P + || = — fl2) [I°.
Alors, f admet un point fixe.

Preuve Montrons le résultat en supposant que (1) est satisfaite. Si f n’admet pas de
point fixe, alors d’aprés le théoreme 2.1.10 il existerait un certain = € 9U et A € ]0,1[ tel

que x = f(x). Si la condition (1) est satisfaite alors :

I f () I<IFASf () ] -

c’est -a- dire que A > 1; ce qui est absurde. Montrons le résultat en supposant que (2)
est satisfaite. Si f n’admet pas de point fixe, alors d’apres le théoreme 2.1.10 il existerait

un certain € OU et A € ]0,1[ tel que x = f(z) : Si la condition (2) est satisfaite alors :

I f () (I Af(2) = f() ] -

et alors

1< (1=M).
contradiction avec le fait que :
(I1—=X) <1VA€]o,1].

Montrons le résultat en supposant que (3) est satisfaite. Si f n’admet pas de point fixe,
alors d’aprés le théoréme 2.1.10 il existerait un certain z € 9U et A €]0,1[ tel que x = f(z) :

Si la condition (3) est satisfaite alors :

£ @) IP<I Af (@) 1P+ | Af(2) = fla) |17

et alors

L< A4 (1-))?

contradiction avec le fait que :

M4 (1T=XN2<A+(1=X)=1¥Xx€01]. O
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2.2 théoreme de point fixe pour application non ex-

pansive

Nous commencons ce chapitre en présentant un résultat connu sous le nom du théoreme
de Schauder pour application non expansive. C’est un cas particulier du théoreme de

Schauder de point fixe qui sera présenté.

Théoreme 2.2.1. (2) Soit C' un sous-ensemble non vide, fermé, convexe d’un espace
vectoriel normé E et soit f : C'— C une application non expansive tel que f(C') est un

sous-ensemble d’un ensemble compact de C'. Alors f admet un point fixe.

Preuve Soit xo € C', pour n =2,3,- - -, on pose
fo= (1= ) f

Comme C est convexe et xy € C, alors on a bien f,, : C' — C et il est clair que f,, : C —

C'est une contraction. Par conséquent le théoreme 2.1.1 entraine que chaque fn admet une

unique point fixe z,, € C, i.e :

v = Falr) = (L= ) f(a) + - 0.

En outre,étant donné que f(C) est inclus dans un sous-ensemble compact de C, alors il

existe une sous-suite S de nombres entiers et un u € C' tel que
f(zy) — u lorsque n — oo dans S.
Ainsi
1 1
= (1 ——=)f(z,) + — 2o — u lorsque n — oo,dans S.
n n
et par conséquent

u= f(u). O

Le théoréme suivant est un résultat le plus important dans ce paragraphe (établi indé-

pendamment par Browder, Gohde et Kirk en 1965.)

Théoreme 2.2.2. (2) Soit C' un ensemble non vide, fermé, borné dans un espace de
Hilbert H. Alors toute application non expansive f : C' — C admet au moins un point

fixe.
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Remarque 2.2.1. (2) l'unicité n’est pas réalise dans ce théoréeme la comme on peut le

voir dans 'exemple f(z) =z, avec x € C' = [0,1].

Definition 2.2.1. Espace uniformément convex(9)

On dit qu’ un espace de Banach E est uniformément convexe si Ve > 0, 40 > 0 tel que
r—Y
(@yeE |zl flyllslet [z—yl>e)= (| —I<1-9)

Remarque 2.2.2. (2) En fait dans le théoreme 2.2.2 il suffit de supposer que H est un
espace de Banach uniformément convexe.

La preuve du Théoreme 2.2.2 nécessite les deux résultats techniques suivants.

Théoreme 2.2.3. (2) Soit H un espace de Hilbert tel que u,v € H, et soient r,R deux

constantes avec 0 < r < R. S’ll existe x € H avec

U+ v

fu—z||<R [lv-z|<Ret | —z|=r
alors
|u—v[<2VR?—1?
Preuve La loi du parallélogramme entraine que
fu—vlP=2lu-zlP+2v—z |~ | (w=2)+ -2 |
< 2R?+2R*— 4| “2ﬂ— x |?< 4(R?* —1r?). O

Théoreme 2.2.4. (2) Soit H un espace de Hilbert, C' C H un ensemble borné et f :
C — C une application non expansive. supposons que z,y € C et a = L;y e C . Soit

0(C) le diametre de C et soit ¢ < §(C) tel que || v — f(x) [|[<eet||y— fly) [[<e. Alors

la— fla)[I< 2vE/26(C).

Preuve Comme

a+ f(a) a+ f(a)
fz—yl<lle———l+lly————1.
2 2
on peut supposer que
a+ f(a) 1
I S | S _
Jo— ==z 5lla=y]
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Cependant, puisque
1
la—zl=5lz—y]

nous avons

I f(a) —a || <[ fla) = f(z) | + || f(z) — 2|

1
Sla-zl+e=5llz-yl +e

Théoréme 2.23 avecr =1 ||z —y |, R=3 ||z —y || +c,u=aet v = f(a) donne

o= @) 1 <2 ey 407 = Qe =y 12

:2\/||x—y||€+62
=2ve/|[z—yll +e

= 2V2,/20(0) O

Preuve du théoréeme 2.2.2
Supposons que 0 € C'. (sans perte de généralité nous pouvons supposer que g € C par
conséquent pour la simplicité on pose xy = 0) supposons également que f(0) # 0. Pour

chaque n = 2,3, - -, on remarque que
1
fo=1—-—=)f:C—=C
n

est une contraction. Le Théoreme 2.1.1 garantit I'existence d’un unique z,, € C' tel que

1
T = fal@n) = (1 — E)f(xn)a
Ainsi
1 1
_ < = < =
Fn = flwa) 1=l flan) < —4(C)
Ou 0(C') désigne le diametre de C. Pour chaque n € {2,3,- - - }, soit

Qu=f{reClz—f@) < 5(C)

On remarque que
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i.e c’est une suite décroissante d’ensembles non vide fermés Soit
dy = inf{|[ = [z € Qn}
Comme la suite des ensembles non vides fermés (@),,) est décroissants alors
dy <ds< -+ <d,< - -avecd; <§(C)
pour chaque i € {2,3,- - - }. Par conséquence,d,, — d avec d < §(C).
1
A, = Q8n2 N B(07d + 7)
n

ou

1 1
B —) = H : —
(0,d + n) {z € | x||<d+ n}

A,, est une suite décroissante d’ensembles non vide fermés. Nous montrons maintenant

que lim,, o §(A,) = 0. Soit u, v € A,,. Puis
1 1
lu—0|I<d+—et ||v—=0|<d+— (2.2)
n n
En autre, comme u, dg,20n a
1 1
| u=f() £ g=8(C) et || v = f(v) 1< £-4(C)

n n?

Ainsi le Théoreme 2.2.4 implique que

1T Y < 2250 <6€) = a(e)

donc *¥* € @, et
u+v

Ainsi(2.2),(2.3) et Théoréme 2.2.3 entraine que

~ 0> d, (2.3)

1
lu—vlg2)/d+ ) —a

et donc

2d 1
0(A,) <24 —+ = + (d? — d2
(A) S 2= 4 = 4 (@ — &)
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Par conséquent lim,, ;. 6(A,) = 0. Le théoreme de Cantor, appliqué a la suite {A4,,}5°,

garantit 'existence d’un

To € N2 A,
et comme
2o € NpoQsn2
nous avons
| xo — f(xo0) |I< i;i/;) pour tout n € {2,3,- - - }.
Donc || x — f(zo) || et le théoréeme est démontré. O

Le théoreme suivant de Browder et Gohde a dit que le résultat du théoreme reste valable,

si H est un espace de Banach uniformément convexe.

Théoreme 2.2.5. ( Browder et Gohde),(3) Soient X un espace de Banach unifor-
mément convexe, et C' un sous ensemble non vide fermé, convexe, borné de X . Alors toute

application non-expansive T : C' — C' admet au moins un point Fixe dans C'.

Le lemme suivant nous assure qu’on peut toujours approximer une application non ex-
pansive définie sur un ensemble convexe borné d’un espace de Banach par une application

contractante.

Lemme 2.2.1. (17) Soient C' un ensemble convexe, bornée d’un espace de Banach X et
F : C — C une application non-expansive. Alors pour tout ¢ > 0 il existe une application

contractante, F. : C'— C telle que pour tout x € C, || F(z) — F.(x) |[|[< ¢

Preuve Pour tout point z € C' et pour tout € €]0,1] , on définit :

F.z)=ez+ (1 —¢)F(x).
Pour tout z,y € C', On a :
| Fe(x) — Fe(y) |= (1 — &) [| F(z) = F(y) |

<A-e)ffz—yll
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qui prouve que F; est contractante et on a aussi
| Fe(z) = F(z) = | 2 = F(z) |

< e diam(c)

La conclusion se fait en prenant e assez proche de 0. O

Théoreme 2.2.6. (10) Soient C' un sous ensemble fermé, bornée et convexe d’un espace

de Banach X et F': C' — C une application non-expansive. Alors
inf{|| z — F(z) |;z € C} =0

Preuve Soient z € C' ¢ € [0,1],et F. définie comme dans le lemme précédent,’application

F. est contractante car
| Fe(z) = F(y) [ A —e) | o = Fy <]z —y || .2y € C.

Aussi il admet un unique point fixe x. € C' tq : x. = F.(x.)

On a:
| ze = Fxe) [[=]l ez + (1 — &) F(xe) — F(ze) ||
=ellz—F(z) |
< e diam(C)
La conclusion se fait a partir de la propriété caractéristique de la borne inférieure. O

Théoreme 2.2.7. (10) Soit C' un sous ensemble compact, convexe d’un espace de Ba-

nach X et F': C'— C une application non expansive. Alors F' admet un point fixe dans

C.

Preuve Evidement la borne inférieure discutée dans le théoréme précédent est atteinte ;
inf{|| z — F(z) |;z € C} =0 = F x¢ € C telque || o — F(xg) |[|=0.

C’est a dire, il existe zy € C' tel que xy = F(xy). O

Le théoreme suivant donne le comportement d’une application non expansive définie sur

une boule fermée de rayon r et de centre 0 a valeurs dans un espace de Hilbert H.
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Théoreme 2.2.8. (2) Soit H un espace de Hilbert réel et B, = {x € H :|| x ||< r} avec
r > 0. Alors toute application f : B, — H non expansive vérifie au moins I'une de deux
properties suivantes :

— (A,) f a un point fixe dans B,.

— (Ay) Il n'existe pas x € OB, et A € (0,1) tel que x = \f(x).

Preuve On définit I'application r : H — B, par :

z, |zl

r(z) =

P e >

Il est facile de vérifier que r : H — B, est non expansive. En conséquence 7o f : B, — B,

est aussi une application non expansive. Théoreme 2.2.2 garantit I'existence de x € B,

avec r(f(x)) = z. Si f(z) € B,, alors

et f admet un point fixe, c’est-a-dire le résultat (A;) se réalise. Si f(x) ¢ B, alors

/(=) r
r=r(f(z) =r———=—= = Af(z) avec A\ = ———— < 1,
I /() ] I /() |l
c’est-a-dire c’est (A,) qui se réalise étant donné que x € 9B,. O

Théoreme 2.2.9. (2) Soit H un espace de Hilbert réel, Br = {x € H :|| 2 ||< r} avec
r > 0, et soit f : Br — H une application non expansive. Supposons que pour tout

& € OB, une des quartes conditions suivantes soit vérifie :
L f) Il =1 -

2. || fl) Il = = f(=) ||

3. f@) IP<ll 2 1? + [l o — f(2) %

4. <z,f(z) > < = |-

Alors f admet un point fixe dans 0B.

Preuve Supposons que la condition (2) soit vérifie. Alors, si f n’a pas de point fixe,

d’aprés le théoreme 2.2.8, il existe z € 9B, et A € (0.1) tel que z = Af(z). En particulier

f(2) #0 et
I FE) = FAFE) I<EAFGR) = FAFE)
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C’est-a-dire
[ f() IS @ =) f(z) |

donc 1 <1 — X\ C’est une contradiction. O
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Chapitre

Applications

3.0.1 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz globale

Il est naturel de commencer notre application du théoreme de point fixe de Banach
avec 1’étude de l'existence et de 'unicité des solutions de certains probléemes a conditions
initiales du premier ordre.

En particulier, nous considérons le probleme de Cauchy suivant :

v =) |, )
y(0) = yo

ou f:Ix R"— R™ est une fonction continue, et I = [0,b] C R : On définit 'opérateur

intégral suivant :

F:C(R") = C(IR"

o(0) = Fy(t) = o+ [ f(s.u())ds

y solution de (3.1) si et seulement si y = Fy; i.e la solution de (3.1) est un point fixe de
I'opérateur intégral F'.
Nous présentons maintenant un résultat connu que sous le nom du théoreme de Picard-

Lindelof ou bien théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoreme 3.0.1. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz)(?)

Soit f : Ix R™ — R"continue et lipschitzienne par rapport a y : i.e il existe une constante

49



a > 0 telle que pour tout t €

Vy,z e R | f(ty) — f(t2) [Saly—z|

Alors, il existe une unique solution y € C'(I,R"™) du probléme (3.1).
Preuve . On applique le théoreme 2.1.1, pour X = C'(I,R"™) muni de la norme & poids

Iy lla=sup | e™*y(t) |=| e "y (t) |o -
tel
on sait que :
L ||z ||a=0<]| e®z(t) [[o=0 < z = 0.
2 A & lla=ll Ae=2ta(t) llo=] A1l e%a(t) llo=I A Il @ Ilo
Bz +y la=Il e (z +y)(t) llo=Il e~z (t) + ey () [o<]| = la + || ¥ [|a-
et l'opérateur intégral défini par :

F:C(I,R") — C(I,R")

t
y(O) = Fy) =wo+ [ floy(Dds  (32)
Notons que tout point fixe de 'opérateur F' est une solution du probleme (3.1) et inver-

sement. Observons que C'(I,R") muni de la norme || . ||, est un espace de Banach qui est

équivalent a la norme || y ||o=sup,e; || y(¢) ||g~ . En effet, Vy € C(I,R") on a

e Ny o<y la<lylo
F' est une application contractante. En effet, Vy,z € C(I,R™), on a
Ey(t) = F.(6) = [ 17(s:5(5)) = f(5,2(5))] ds pour t € I
Alors, pour tout t €
e (Fy = B e < e [ aete | y(s) = =(s) | ds

t

<el( [ aeds) | y - = |la
0

< e e = 1)y - 2 a

<(A-e) ly=zla

50 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



Dou; || F, = F. |la < (1 —e") || y — 2 ||a, sachant que (1 — ) < 1.
Par suite le théoreme 2.1.1 implique qu’il existe un unique point fixe y € C'(I,R™) de F.

Par conséquent, le probleme de Cauchy (3.1) admet une unique solution y € C(I, R")(car

ye CIR"Y) ,yr= f(ty) € CUR")). O

Maintenant nous allons omettre 'hypothese de la continuité sur f et essayons d’étendre
la notion d’une solution de (3.1)

en conséquence. Nous voulons le faire de maniere a préserver 1’équivalence naturelle entre
(3.1) et I'équation y = F'y, qui a était obtenu par intégration.nous suivons les idées de

Carathéodory et donner les définitions suivantes.

Definition 3.0.1. (2) Une fonction y € W""(I) est une solution L? -Carathéodory de

(3.2) si y résout (3.2) au sens presque partout sur [ .

Definition 3.0.2. (Application de Carathéodory)(2)
Une fonction f: Ix R™ — R™ est une fonction LP-Carathéodory (0 < p < +00) si

1. L’application t — f(t,z) est mesurable pour tout = € R".
2. L’application x — f(t,x) est continue pour tout ¢t € I .

3. pour tout ¢ > 0, il existe une fonction positive h, € LP(I) telle que si || z ||gn< ¢

Al f(t2) ||gn< he(t) p,p et t € 1.

Si f est une fonction LP-Carathéodory, alors y € W1P(I) résout (3.1) si et seulement si

yeC) eyt =u+ [ flsls)ds

En fait (1) et (2) impliquent que U'intégrale de droite est mesurable pour tout y mesurable,
et (3) garantit qu'il est intégrable pour tout borné mesurable y. L’équivalence déclarée est
maintenant claire. Donc comme dans le cas continu,(3.1) a une solution y si et seulement

siy=Fy, FF:C(I)— C(I).
Definition 3.0.3. (2) Une fonction
f:IxR" = R"

(ty) — f(ty)
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est dite LP-Lipschitzienne en y € R™ s’il existe a € LP(I) positive tel que pour tout ¢ € T
et

Vy.z € R% | fty) = f(1,2) len < (t) | Y = 2 [|rn

Théoreme 3.0.2. (2) Si f : Ix R — R" est une fonction LP-Carathéodory et LP-
Lipschitz en y Alors il existe un unique y € WP(I) solution de (3.1).

Preuve La preuve est similaire a celle du Théoréme 3.0.1 et on ne donnera

On applique le théoreme 2.1.1.Soit
Alt) = /Ot a(s) ds .
Alors A'(t) = a(t) € LP(I) pour tout ¢t ,J = [0,b] € R on définie la norme suivant
Ly lLa=Il e @y 2) llo
qui est équivalente a la norme || . [[ocar
My o<l y lasl v llo ot o la= [ a(0) | at

et I'opérateur intégral défini par :

F:CR") - C(IRY)

v Fy) =0+ [ flsu()ds

Notons que tout point fixe de 'opérateur F' est une solution du probléme (3.1) et inver-
sement.

F' est une application contractante. En effet, Vy,z € C(I,R™), on a
E(t) = F.(6) = [ 1F(s.6(5)) = f(s.2(s))ds ¥t € 1
Alors, pour tout t €
A | (Fy = )0 lve < O [ a(s) A0 | y(s) = 2(5) e ds
<[ as) XOds) | y = = |,

- 0
t

< e O A(s) Ods) |y~ = la
0

IN

AOEAD —1) |y~ 2 |

<(A-e )y —za

52 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



Dou; IM >0tq: || F,— F. la <(1—e™M) || y—2z|a (car A(t) = [ a(s)ds < o0).
sachant que (1 — e ) < 1. Ainsi (C(I,R"), ||||4) est un espace de Banach .

et comme [ est contractant 'application du principe de contraction de Banach, essen-
tiellement comme dans la preuve du Théoreme 3.0.1, implique qu’il existe un unique

y € C(I,R) avec y = F 3. Par suite, I'équation (3.1) admet une unique solution WhH¥ .0J

Théoreme 3.0.3. (/)

Si la fonction f : I xR™ — R™ est de classe C! alors pour toute (to,y0) € I xR™ | il existe
un intervalle J C I contenant ty tel qu’il existe dans J une unique solution du probléme
de Cauchy associé.

En particulier, pour toute telle donnée, il existe une unique solution maximale associée et
toute autre solution vérifiant la condition de Cauchy est une restriction de cette solution

maximale.

Théoreme 3.0.4. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz global)(/)
Si la fonction f est continue et globalement Lipschitzienne par rapport a y, alors toutes
les solutions maximales sont globales. Plus précisément, s’il existe k : I — R continue et

positive telle que :

vt € LVyyys € R™, || f(tyr) = f(Ly2) ISR [[2 =yl

alors toutes les solutions maximales sont globales.

Preuve le preuve de 3.0.3 et 3.0.4 est d’apres (1) O

3.0.2 Théoreme de Cauchy-Lipschitz local

Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une application continue. Soit le

probleme de Cauchy :

v = ftote) | s
y(to) = Yo,

o'u (to,yo) € U et I C R. On cherche une solution y : I € R — R™ de I"équation
différentielle y'(t) = f(t,y), (t,y) € U, telle que ¢y € I et y(ty) = yo.
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Definition 3.0.4. (11) Soient 7" > 0 et 79 > 0.
On dit que C' = [tg — T\to + 1] X Bf(y,,r0)est un cylindre de sécurité pour (3.3), si toute

solution y : I — R™ de ce probleme avec I C [to— Tty + 1] reste contenue dans B(yo,7)

Definition 3.0.5. (Application localement Lipschitzienne )(1)
f est dite localement lipschitzienne par rapport a la variable y sur U, si ¥(rg,y0) € U;
il existe un voisinage V' de (r¢,yp) dans U et une constante k& = k(V) > 0 telle que

V(ty1),(t,y2) € V; on ait

| f(ty) = fFEy) IS E Ny — 92 |l

Le théoreme suivant de Cauchy-Lipschitz donne un résultat d’existence et d’unicité de
solution d'un probléeme de Cauchy. Ce résultat permet d’élargir le domaine d’application

du théoréeme 3.0.1.

Théoreme 3.0.5. (Cauchy-Lipschitz,(6)) Si f : U — R™ est continue et localement
Lipschitzienne par rapport y sur U ,alors pour tout cylindre de sécurité C = [ty —T,to+T)
X Bf(yo,ro), le probléeme de Cauchy (3.3) admet une unique solution y : [to—T,to+ 1| —
Bi(yo,ro)-

De plus, si on pose

B)(0) = o+ [ fluy(w)du

Alors il existe p € N tel que la suite itérée ®P(y) converge uniformément vers la solution

exacte.

Preuve On commence par construire un cylindre de sécurité pour le probleme (3.3).
Soit V' un voisinage de (fo,yo) sur lequel f est k-Lipschitzienne par rapport a y, et soient
To >0 et

Co = [to — T,to + T)x Bg(yo,r0) CV

un cylindre. Cy est un fermé borné de R™*! donc compact, et on en déduit que f est
bornée sur C
Soit M = sup; e, || () [let on pose T" = min[Tp,74], On aura que

Eco

C = [ty — T\to + T|x By(yo,ro)
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est un cylindre de sécurité, pour (3.3).

Dans la suite on travaille avec ce cylindre de sécurité,par construction, on a sup,.o ||
f(ty) ||[< M et f est k -Lipschitzienne par rapport a y sur C. Soit F' = C([to — T,to + T
X Bg(yo,r0)) muni de la distance d =|| . ||. Vy € F. On définit sur F' 'application :

t
y = W)(®) =yo+ | Sluyw)du;
0
On montre d’abord 1’équivalence suivante :
y est solution du probléme (3.3) <= y est un point fixe de ®.

((<=) Supposons que y est un point fixe de : Alors Vy € F' on a ®(y) =y D’ou y(t) = yo +
ft’; f(u,y(u))du : Or f est continue sur U donc y est continue sur U. De plus,y est dérivable
sur [to—T,to+11] et sa dérivée y/(t) = f(t,y(t)) : Onaaussiy(to) = yo+ [y f(wy(u))du = yo
, Donc f est solution du probléme (3.3). (=)) Supposons maintenant que y est solution
de (3.3). On a alors y/(t) = f(t,y(t)) et y(to) = yo,0On peut intégrer y' par rapport a u car
y'(u) = f(u,y(u)) et w— f(u,y(u)) est continue sur un segment et donc intégrable sur ce

segment. Alors on obtient :

[y @idu = [ fluy(o))du = [y}, =y~ ylto) = y(t) — vo

to to

Donc, on a :
t
y() = o+ [ fluy(u))du = o(y)()
0
et donc y est un point fixe de ¢ , On veut appliquer le théoréme du point fixe a ®? (pour
p bien choisi) :
1. On montre d’abord que ® est une application de F' dans F. Pour cela on montre que
@(y)(t) S Bf(yo,ro) Vit € [to - T,to + T] (34)
Soit y € F. Alors Vt € [tg — Tt + 1] on a :
t
| 2w)(®) =y | =l [ fluyw)du]
0
t
< [l fluy() | du
0
t
<M | du
to
< M(t —to)
< MT <. (3.5)
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Donc
Vt € [to — T'to + T],2(y)(t) € By(yo.ro)
d'ou ®(y) € F
On montrer aussi la stabilité de F' par o7 :
En effect : pour p = 1 il est clair daprés 3.4 .
Supposons que pour un certin p € N* on a Vy € F;®P(y)(t) € Bf(yo,r0) C F et on le
montre pour p + 1.

commme PP (y)(t) € F alors

BHy)(0) = B@)0) =0+ | Fu8(0)(u))du

Done | 971 (y)(t) — yo lI=ll J{, £(u,@(y)(w))du ||< ro (d'aprés 3.5).
Ainsi ®P(y)(t) € By(yo,r0) C F .
D’ou la stabitité de F' par ®P.
2. On montre maintenant que ®” est contractante. Soient y, z € F' : On pose y, = ®*(y)

, zp = ®P(z) ,Vp € N : Par récurrence sur p on montre que :

t—1to |
I opt) — (1) 1< w20

C’est évident dans le cas p = 0. Supposons que pour un certain entier p, on ait (3.6).

Alors Vt € [to — T\to + T

(6 = 201 < [ K 1[0 = 2500 | du

d(y,z) vt € [to — T\to + T (3.6)

t —ta P
< [l =0l Sau
to p'
Lpt1 t
= d(y,z)/ | u—to [P du
p' to
kp+1 ’ U — tO |p+1 _
=y
p! p+1
|t — to [P
= kP —d(y,2)
(p+1)!

ce qui acheve la récurrence. Comme |t — ¢y [< T ,on a

TP
d(ypvzp) S kp ﬁd(yaz)
TP

p!
(car lim,_, 4 kP % =0 ) . Donc pour g > p; ®7 est contractante.

donc ® est lipschitzienne de rapport kP , et il existe un p € N* tel que kP % <1
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3. Le théoreme 1.1.4 nous assure la complétude de F'. On déduit du théoreme 2.1.1 que
®? admet un unique point fixe y. De plus ®7(P(y)) = ¢(P9(y)) = P(y) donc P(y) est
un point fixe de ®9, et par unicité du point fixe de 7 on a ¢(y) = y.Comme les points
fixes de @ sont es points fixes de ®9, on en déduit que y est 'unique point fixe de P.

Finalement, y est I'unique solution de (3.3). O

3.0.3 Application typique

nous considérons le probléme suivant :

y'(t) = fLy(t))

tel  ®eC(I,R) (3.7)
y(0) = @(y(t)) + yo

o'u f: 1 x R — R est une fonction continue, et I = [0,1] . On définit 'opérateur intégral

suivant :

F:C(IR) = C(IR)

v Fylt) = olo0) + [ Jsu@)ds (3

avec

Théoreme 3.0.6. Sila fonction f est a-lipschitizienne et ¢ est une fonction k-lipschitzienne

avec o + k < 1 alors le problem 3.7 admet un solution unique.

Preuve D’abord nous montrons que y solution de (3.7) si et seulement si y = Fy (c-a-d
la solution de (3.7) est un point fixe de 'opérateur intégral F').

(=) Supposons que y est solution de (3.7) . On a alors ¥/(t) = f(t,y(t)) et y(0) =
®(y) + yo,0n peut intégrer y' par rapport a s car y'(s) = f(s,y(s)) et s — f(s,y(s)) est

continue sur un segment et donc intégrable sur ce segment. Alors on obtient :

/Ot y'(s)ds = /Ot f(s(s))ds = [y(s)]iZ;, = y(t) — y(0) = y(t) — (y) — %o

Donc, on a :

y(0) = B0) + o+ [ Fls.u(s))ds = Fy(t)
5

7 UNIVERSITE D’ADRAR 2021-2022



((<=) Supposons maintenant que y est un point fixe de F' :Alors Yy € F on a F(y) =y
Dou y(t) = ®(y) + yo + Jg f(s,y(s))ds : Or f est continue sur I donc y est continue
sur U. De plus,y est dérivable sur I et sa dérivée y/(t) = f(t,y(t)) : On a aussi y(0) =
D(y) + yo + [ f(uy(u))du = P(y) +yo , Donc f est solution du probleme (3.7) .
- On applique le théoreme 2.1.1 : on note X = C'(I,R) muni de la norme & poids

Iy llo=sup [ y(2) | -
tel

Observons que X muni de la norme || . || est un espace de Banach

- F est une application contractante. En effet, Vy,z € C'(I,R), on a

Fyft) = Fo(t) = ¢(u(®) — o(x() + [ [F(s:0(5) = f(s:2(5))) ds pour t € 1

Donc
[ (Fy = E)0) | <l (o) = o) |+ [ aly(s) = 2(5) | ds
<| ely(®) = $w0) | + 1y — =) | [ ads.
Sk Ly(t) —=(0) | +a [y - =(1)].
< (a+h) [ yH) - ()|
Donc

1 Fy = F: o< (a+ k) [y =21l

Alors, pour a+k < 1,Vt € I, F est contractant Par suite le théoreme 2.1.1 implique qu’il
existe un unique point fixe y € C(I,R) de F.

Par conséquent, le probleme de Cauchy (3.7) admet une unique solution y € C'(I,R)(car
ye C(LR) , yr = f(ty) € C(IR)). O

Example 3.1. Si on prend le probléme 3.7 avec f(t,y) = sin(%y) , ¢(y) = cos(%) et

I =1[0,1] , On voir d’aprés le théoreme 3.0.6 que ce probléme admet un solution unique

dans C'(I,R).
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conclusion

le théoréme du point fixe sont parmi de plus puissants outils plus puissants dans I’ana-
lyse et dont la littérature regorge d’applications dans divers domaines ; notamment lorsque
il s’agit d’établir I'existence de solutions pour des équations intégrales ou différentielles..
Des quelques théoremes d’existence sont obtenus a partir des théoremes de Banach , en
transformant le probleme d’existence en un probleme de point fixe.
Le théoreme de Banach ne s’appuie pas sur les propriétés topologiques du domaine de
définition mais sur le fait que la fonction étudiée soit contractante.Par ailleurs, ils servent
aussi de pont entre ’analyse et la topologie, ce qui leur permet d’interagir et de donner

de bons et d’intéressants résultats.
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Résumeé

Ce travail est consacrée a I’étude de théoréme du point fixe et ses applications a
I’existence et a ’'unité de solution local , maximale et globale du probléme de
Cauchy dans un espace métrique. En utilisant certains de théoremes qui forment
la base de la théorie du point fixe, nous présentons des applications et des
résultats de ce théoréme pour résoudre un probléme de Cauchy avec un ajout
personnel représenté dans un application typique.

Abstract

This work is devoted to the study of the fixed point theorem and its
applications to the existence and to the unit of local,maximal and global solution
of the Cauchy problem in a metric space. Using some of the theorems that form
the basis of fixed point theory, we present applications and results of this
theorem to solve a Cauchy problem with a personal addition represented in a
typical application.
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