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Notations générales

D(A) Domaine de L’opérateur A.
H', H},... Espaces de Sobolev.

Cse (1) L’ensemble des fonctions indéfiniment différentiable sur I et & support compact.
f) La dérivée k-iéme faible.

ol La frontier de I.

|| Languer de I.

Im (.) La partie imaginaire.

Re(.) La partie réele.

0 L’opérateur de différentielle partielle.

(LPY Espace dual de LP.

P’ L’exposant conjugé de p i.e. % + z% =1.

p.p. Presque partout.

Uyt La dérivée partielle de u par rapport a t de L’ordre 2.
Uy La dérivée partielle de u par rapport a x de L’ordre 2.
E Espace de Banach.

E" Le dual du dual de E.

(.,.) Crochet de dualité.

(.,.) Le produit scalaire.
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Introduction

I matériaux élastiques & double porosité font 'objet d’étude de nom-

breux travaux. Ces matériaux présentent de différentes situations
réelles que 'on retrouve en géophysique, génie civil et biomécanique [1] — [5].
Les premiéres contributions dans ce sens sont dues & Barenblatt et al. [I] — [6], mais,
depuis, d’autres articles et livres ont été consacrés a décrire les progrés théoriques de
cette théorie [2] — [4], [7] — [14]. Les équations de base de cette théorie peuvent étre

obtenues grace aux développements proposés dans [15] — [19].

Ces équations sont données par :

PU = Txa
k1o = 02 + 9, (1)
kotpyy = 7, + 0,
avec I’équation de la chaleur
P = o, (2)
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et les équations constitutives

T = pug + b + dy — 50,

0 = 0Py + bl,lvbcw
T = b1y + Vs,
0 = —buy — o — agw + 719 —E&1Pr — €2¢t7 (3)

¥ = —du, — azp — ag) + Y20 — 30y — €47,
pn = Bug + Y19 + Y21 + 0,
| 7= KOs

Ici u représente le déplacement, ¢ et i sont les fractions volumiques de chaque
structure poreuse, 6 est la différence de température par rapport a la tempéra-
ture de référece, p est la masse volumique, k; et ks sont les coefficients d’iner-
tie de chaque structure poreuse, T est la contrainte, o et 7 sont les contraintes
équilibrées de chaque structure poreuse, § et 1 sont les forces corporelles équi-
librées de chaque structure poreuse, n est l'entropie, ¢ est le flux de chaleur et
W, b,d, 8,0, by, 7y, aq, e, iz, V1, Ve, €1, €2, €3, €3, €4, k et ¢ sont des constantes consti-

tutives du matériau.

Il est prescrit par les principes de base que la masse volumique, les coefficients d’iner-

tie et la capacité thermique sont positives c’est-a-dire

p>0, ki1 >0, ky>0, ¢>0. (4)

L’énergie mécanique interne du systéme est donnée par :

E = p|ug]? + 2buyé + 2dugth + a|du|? + 7 [1he]” + 2016220,

+ a1 |¢® + ag [9]? + 2030, (5)
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Pour garantir que I’énergie mécanique interne est positive, la matrice

w b d 0 0
b a1 ag 0 0
d as ay 0 0 (6)
0 0 0 a b

00 0 b ~

doit étre définie positive. C’est-a-dire

>0, a>0, pa;>b pojas+ 2bdaz — d*ay — bPas — a2 >0, ay > bl
(7)

On en déduit aussi que

poe > d?, ajan > al. (8)

La dissipation mécanique du systeme est donnée par
Dy = &1 | + ea [tn]” + 2 (e2 + €3) et (9)
Dans notre étude mathématique, il joue également un role important, ’expression
Dy = k|0,]%, (10)

et, en général,

D* = Dy + Ds.

Si on veut que D* pour étre positif, il faut imposer que

k> 0, E1E4 > i(EQ + 83)2, g1 > 0. (11)
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Si 'on substitue les équations constitutives aux équations d’évolution et a

I’équation de la chaleur , on obtient le systéme d’équations suivant

(

PUit = HUgg + b‘Pz + d¢x - 60337

klgptt = Py + blwxz - bux — Y — O‘3¢ + 719 —&1Pt — €2¢t7 (12)

Eathyy = b1@ge + Yga — dug — a3 — o) + Y20 — e300 — €4y,

\ cty = kO, — Buy, — 10t — V2,

dans (0,7) x (0,4+00), ou t € (0,+00), z € (0,7).
Avec le systéeme , on considére les conditions aux limites de type Dirichlet-

Neumann

u(x,t) =, (x,t) = Y, (2,t) =0, (x,t) =0, pour z=0,7 et t e (0,+00),
(13)

et les conditions initiales

U(LE,O):UO(ZL‘), ut(x70):U0(m)7 90(1‘70):900(1')7 @t(xvo)zcbo(ff)a
Y (x,0) =1 (z), ¥(x,0)=¢& (x), 0(x,0)=060y(x), pourze (0,7).

(14)

L’objectif de ce mémoire est d’étudier l'existence et 'unicité du systéme (12) qui
modélise les déformations d’un matériau thermoélastique a double porosité ou la
conductivité thermique est donnée par la loi de Fourier aggissant sur ’équation de

déplacement.
Ce travail est composé d’une introduction et de deux chapitres :

o Le premier chapitre consiste en un support théorique de ’étude, il comporte quatre

sections :

1. La premiére section contient un reppele sur les espaces de Soboleve dans le

cas unidimensionnel.
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2. La deuxieme section sur les séries de Fourier.

3. La troisiéme section présente un reppel sur les opérateurs dissipatifs et le

théoreme de Lumer-Phillips.
4. La quatrieme section donne quelques inégalités utiles.

o Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de 'existence et 1'unicité du systéme

[@.



Chapitre 1

Le cadre théorique et conceptuel

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorémes fondamen-
tales sur les espaces LP, les espaces de Sobolev, les séries de Fourier, les
opérateurs dissipatifs et le théoréme de Lumer-Phillips et que nous utiliserons dans

le deuxieme chapitre.

1.1 Espaces de Sobolev dans le cas unidimension-

nel

Dans toute la suite I = ]a, b[ est un intervalle dans R (borné ou non) et p € R avec

1 <p< oo

1.1.1 Espaces de Lebeague L? (])

Définition 1.1.1 Soit p € R avec 1 < p < 0o ; on définit les espaces

LP(I):{f:I—HR;f mesumbleet/|f(m)|pdm<oo} pour 1 < p < oo,
I
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et
L (I)={f: 1 — R; f mesurable et 3 une constante C telle que |f (x)| < C p.p. sur I}.

On note

£l = | [ 17 @1 as] ”

[fll e = inf {C; [f (2)] < C p.p. sur I}

Remarque 1.1.1 Les élements de LP pour 1 < p < oo sont des fonctions de classe

d’équivalance de la rolation :

fRg& f=gpp.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Holder) [20]. Soit 1 < p < 4o00. Pour tout f €
LP»(I) etge LP (I) on a fg € L*(I) et

gl < 11l llgll L - (1.1)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p = oco. Supposons donc que

1 < p < o0. Rappelons I'inégalité de Young

1 1
ab < —aP + —,bp Ya > 0, Vb > 0; (1.2)
p p

la démonstration de (|1.2]) est évidente : la fonction log étant concave sur ]0, co[ on a

1 1. 1 1 /
log <—ap + —/bp) > —loga” + — log 0’ = logab.
p p p p

Donc

@) ]g ()] < }9 i @)F + % 9@ ppzel

7
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Il en résulte que fg € L et que

1 1 /
T (13)

Remplagant dans (1.3) f par Af (A > 0) il vient

AP—1 1 ’
/ £91 < =111 + 55 ol (1.4)

On choisit

—1 /
A=1Iflz gl 2?

(de maniére a minimiser le membre de droite dans ((1.4))) . On obtient alors (1.1). m

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Minkawski). Soit 1 < p < oo. Pour f,g mesu-

rables

If+ 9||Lp(1) < “f”Lp(I) + ||g||Lp(1) :

Preuve. Les cas p = 1 ou p = oo sont faciles. Supposons maintenant que 1 < p < oc.
Comme l'inégalite est triviale si || f + g||;, = 0, on peut supposer que || f + g||;, # 0.
Alors

/ 4 glde < / gl I da+ / 4 gl gl dr.
I I I

En appliquant sucessivement l'inégalité de Holder a |f + g|* ~! avec 'exposant p’ et

f avec I'exposant p, puis g avec I’exposant p, on obtient
~1
If =+ gllze < If + 9l U llpe + gl )

ce qui prouve l'inégalité voulue. m
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Remarque 1.1.2 Si f € L*> on a
|f @) <|[fllpe p-p. surl.

Les deux derniéres propositions donnent le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.1 [20] L” (I) est un espace vectoriel normé muni de la norme || ||,

pour tout 1 < p < oo.
Quelques résultats d’intégration qu’il faut absolument connaitre :

Théoréme 1.1.2 [2()]. (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Levi)

Soit (f,) une suite croissante des fonctions de LP (I) telle que

supn/fn < 00.

Alors (fn (x)) converge p.p. sur I vers une limite finie notée f (z); de plus

fer?(q) et |fu—=fllp—0

Théoréme 1.1.3 [20).( Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (f,), une suite de fonctions de LP (I) qui converge presque partout vers une

fonction f, s’il existe une fonction g € LP (1) telle que pour tout n,
|fr ()| < g(z) p.p. surl.

Alors f € LP(I) et
1fn = fll o = 0

La complétude des espaces de Lebesgue est donnée par la théoréme suivant :

9
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Théoréme 1.1.4 (Fischer-Riesz) [20). L (I) est un espace de Banach

pour tout 1 < p < +00.

Preuve. 1) Supposons d’bord que p = co. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans L*.

Etant donné un entier k& > 1 il existe Nk tel que

1
Hfm - anLoo S E pour m,n 2 NK
Danc il existe E; négligeable tel que
1
|[fn () — fu (2)] < T Vo € I\Eg, Ym, n > Ng. (1.5)

Enfin, posant E= | JE; (E est négligeable) , on voit que pour tout x € I'\E la suite
k
fn (z) est de Cauchy (dans R). Soit f,, (z) — f (z) pour x € I'\E. passant a la limite

dans (|1.5)) quand m — oo on obtient

| =

Donc

1
fel®t|f— fullpe < E‘v’n > Ng.

Par conséquent

If = full oo — 0.

2) Supposons maintent que 1 < p < co. Soit (f,,) une suite de Cauchy dans LP.Pour

conclure il suffit de montrer qu'une sous-suite extraite converge dans L”.

On extrait une sous-suite (f,,) telle que

1
Hf”k—l - fnkHLp < ok Vk > 1,

10
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[on procéde comme suit : il existe n; tel que

1

m ~ Jn P§_7
= fallr < 5

pour m, n > nq; on prend ensuit ny > nq tel que

1

||fm - anLp S ﬁ,

pour m, n > ngy, ets.]. On va montrer que f,, converge dans LP. Pour simplifier les

notations on écrit fj au lieu de f,,,, de sorte que 'on a
1
| ferr — frll e < oF Vk > 1.

Posant

o () =Y [ frra (@) = fi (2)],

il vient

HgnHLP S L.

On déduit du théoréme de convergence monotone que p.p. sur I, g, (x) converge vers

une limite finie notée g (x) avec g € LP. D’autre part, on a pour m >n > 2
[ (@) = fo ()] < [fm (2) = frna @)+ o [foir () = fo ()] < g (2) = gna (7).

Il en résulte que p.p. sur I, (f, (z)) est de Cauchy et converge vers une limite notée

f(z).Onap.p.sur [

\f(z) = fo(x)] <g(x) pour n>2.

11
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Il en résulte que f € LP. Enfin ||f, — f|l;, — 0; en effet on a |f, (x) — f (z)|” — 0
p.p. et
[fn (@) = f (@)I" < ¢" (2),

majorante intégrable. On conclut grace au théoréme de Lebesgue. m

Remarque 1.1.3 L’espace L* (I) muni du produit scalaire

(f.9) = /Ifgdx, fge (),

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.1.5 (Densité) [20] L’espace C (1) est dense dans LP (I), pour tout
1 < p < oo, ie pour tout u € LP(I) il existe une suite (uy), de C* (1) telle que

un, — u dans LP (I), et pour tout € > 0 alors
Jtm =l < .

Remarque 1.1.4 [26]. Le théoréme ci-dessus n'est pas vrai si p = oo. En effet, si

u, € C®°(I) converge vers une fonction u dans L (I), alors u est continue. En

effet,

[un = ull e <é,

et donc u, converge uniformément vers u, ce qui nous assure la continuité de u.

Ainsi une fonction dans L discontinue sur un ensemble de musure non nul ne

posséde aucune suite u,, € C° (I) convergente vers u dans L.

Définition 1.1.2 ([26]). (Dual d’un espace de Banach)

Soit E un espace de Banach. On désigne par E' l’espace dual de E. Plus explicite-
ment,

E'={f:E—R, [ estune forme linéaire et continue} .

12
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E'" est muni de la norme duale :

f(x

£l = sup 1 @) = sup LI
zeE el ||x||E
leli<1 270

Définition 1.1.3 (FEspace Séparable) On dit qu’un espace métrique E est séparable

sl existe un sous-ensemble D C E dénombrable et dense.

Définition 1.1.4 ([26]). ( Espace Réflexif )

Soit E un espace de Banach et soit J l'injection canonique de E dans E", ot E" est

le dual du dual de E.

On dit que E est reflexif si J est surjective, c’est-a-dire
J(E)=FE".

Proposition 1.1.3 [26/
1) LP (1) est séparable pour 1 < p < 0.
2) LP (1) est réflexif pour 1 < p < 0.

Proposition 1.1.4 [26]. Soit N un espace vectoriel normé et soit F' C N un sous-

espace vectoriel tel que F # N. Alors il existe f € N, f # 0 tel que
(f,z) =0 VYxeF.

Théoréme 1.1.6 (Le Dualité) [26]. Soit 1 < p < oo et soit v € (LP(I))". Alors
Alu e LV (1) tel que
) = [ut.g e (D).
I

De plus on a

el 2oy = Ml oy -

13



Le cadre théorique et conceptuel

Preuve. On définit I'opérateur linéaire 7' : LP — (LP)' par
(Tu, f) = /uf VfelLPl.

On procéde ensuite en deux parties :

1. Montrons que

1T ull oy = llull o, Vo € L7

Soit u € L¥ fixé. L’application f € LP — J uf est une forme linéaire continue sur

L?. On a, par I'inégalité de Holder,
(T, A< Ml o 111 o -

Par la norme duale, on obtient

[(T'u, £)]
1Tull 1oy = sup < lull g -

o 1l

40

Posons ensuite

fo(z) = Ju (@) ?u(z).

1foll o = llull7,, " < oo, done fo € LP.

De plus,

[(Tu, fo)l = Ilully, -

Par conséquent,

[(T'u, fo)|
ITull ey = = [lull g -
=l foll .

14

(1.6)



Le cadre théorique et conceptuel

En comparant (|1.6)) et (1.7]) , on a bien I’égalité souhaitée. Il en résulte que 'opérateur

T ainsi défini est une isométrie, donc en particulier injectif.

2. Il nous reste par conséquent & prouver que 1" est surjectif. On définit le

sous-espace E =T (Lp') . Comme F est fermé, il reste a montrer que F est dense

"

dans (LP)". Or, comme LP est reflexif pour tout 1 < p < oo, alors (LP)" = LP.
Soit h € (LP)" (= LP car LP est reflexif V 1 < p < 00) tel que |(T'u, h)| = 0 pour tout
w € L”; veérifions que h = 0. On obtiendra ainsi que E est dense dans (L?)' par la

proposition 1.1.3. On a
/uh = (Tu,h) =0 Yue L.

En prenant

u=|h"?h, onauec L et ||h|,, =0,

donc h = 0 par la positivité de la norme || ||, .

On conclut ainsi que T est surjective, ce qui termine la preuve. ®

Exemple 1.1.1 (d’élément de (L>®) qui n'est pas dans L™ )

Supposons que 0 € I. Soit ¢y : C. (1) — R définie par

Soit ¢ la fonction qui prolonge cette fonction en une forme linéaire et continue sur
L.

Alors, il n’existe pas de fonction u € L' telle que

(o0 f) = /uf,f e L.

15
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En effet si une telle fonction u existait on aurait
[ur=0. vrec.a\(o) (arf©)=0),
on obtiendrait u =0 p.p. sur I\ {0}, et donc u =0 p.p. sur I. Par conséquent
(o, f) =0,f € L™

Ce qui est contraire &

{0, f) = f(0).

Définition 1.1.5 Soit I un ouvert de R, une fonction f € LP (I) admet une dérivée
faible (au sens des distributions) dans LP (1) s’il existe g € LP (I) telle que pour toute

X € C (1), on ait

/If(x)x’(x)dx——/g(l’)x(fv)dx-

I

Alors, h = f%) est la dérivée kieme faible de f si

/If (2) X*) (2) do = (-1) /Ih (z) v (z) dz.

1.1.2 Espace de Sobolev W1?(])

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-

culierement adaptés a la résolution des probleémes d’équations aux dérivées partielles.

Soit I =|a;b[ un intervalle borné ou non et soit p € R avec 1 < p < +00.

Définition 1.1.6 L’espace de Sobolev, noté WP (I), est constitué des fonctions

de LP (1) dont la dérivées au sens des distributions, s’identifie & une fonction de

16
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LP (I).La définition précédente s’écrit donc comme ceci

WP (1) = {u € LP(I), g€ LP(I) tel que /ugp/da: = — /ggpdm, Vo € C} (I)} :

I I

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W? (I) par H' (I).

Proposition 1.1.5 1. L’espace W' (I) muni de la norme définie par
lellwrory = Null e + 1wl e

est un espace de Banach.

2. L’espace H' (I), muni du produit scalaire
(u’ U)Hl = (u7 U)L2 + (ul7U/)L2 )

est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.1.1 (Intégration par parties) [20]. Soient
u,v € WH (1) avec 1 < p < +o0.

Alors
uv € WP (1),

et

(uv) = u'v 4+ uv'.
De plus on a la formule d’intégration par parties
y y _
/ w'vdr =u(y)v(y) —u(z)v(x) — / wo'de, Va,y €l

17
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1.1.3 Espace de Sobolev W"™?(])

Définition 1.1.7 Etant donnés un entier m > 2 et réel 1 < p < 4o00. On définit

par recurrence les espaces de Sobolev

WOP(I)=LP(I), W™ (I)={feWm (), ffe W ()}.

Exemple 1.1.2 [26]. Soit [ = |—1,+1]. La fonction

fx) =5 (el + ),

N| —

appartient a WYP (I) pour tout 1 < p < oo et que

1s10<x<1,

0st —1<a2<0.

En effet, il est facile de voir que f est continue et bornée sur I. Elle appartient donc
a LP (I) pour tout

1 <p< oo

Montrons que sa dérivée au sens des distributions vaut a H : On a, pour tout g €

Ce (1),
o[- [0

Grace a l'intégration par parties, on a

[t [ fo- fon

Ainsi, ' = H. Or H est bornée sur I, et donc H € LP (I) pour tout 1 < p < oc.

Ainsi, f € WP (I). Notons que H n’appartient pas a WP (I) pour 1 < p < oo, car

18
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sinon on peut montrer que H' = 0 p.p. sur I. Par conséquent on aurait
o == [d =00 -9 =90 =0 wectu,

ce qui est clairement absurde.

Proposition 1.1.6 L’espace W™P (I) muni de la norme

1 e = I pe + DD L
k=1

est un espace de Banach.

Lespace H™ (I) = W™2(I) muni du produit scalaire

(fvg)Hm_ L2+Z f(k L2’
k=1

est un espace de Hilbert.

1.1.4 Espace de Sobolev W;""(I)

Définition 1.1.8 Etant donnés 1 < p < +oo et m € N. On désigne par Wg"" (I) la

fermeture de C™™ (I) dans W™ (I). On note Hj* = W™ (I).
Théoréme 1.1.7 [23].L espace C°(I) est dense dans H™(I).

Proposition 1.1.7 (Inégalité de Poincaré) [26]. Soit I borné de R. Alors, il existe

une constante C, > 0 (dépendant de |I| ) telle que pour tout f € Wy (I)

£ llwroay < CollF Nl

Autrement dit, sur WP (I) la quantité || f' |, définie une norme équivalente a la

norme usuelle de W' (I).

19
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Preuve. Pour f € W, (I) on a

[f @) =1 () = f(a)| =

Donc

1Al pee < 1Mz

De plus, grace a I'inégalité de Holder (Proposition 1.1.1)

1
1
o7

1Al = (/If(@\”)p <F g (D7 < NF e (2D (12])7 =

Finalment

[ 7w <iri..

1N e (111) -

1A lwre = WA e + 1N e < 04 TN s tel que Cp = [T+ 1]

Remarque 1.1.5 On a la caracterisation suivante de H{" (1)

Hr () ={feH" (), f=f=..=f"Y=0surdl}.

1l convient de bien distinguer

Hy()={feH*U), f=f=0surdl},

et
H*(I)NHy(I)={fe€H*(I), f=0surdl}.

20
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Théoréme 1.1.8 Soit f € WP (I). Alors
feWwg™ (1),
st et seulment si

Vi e {l,....m—1} f® (z) = 0 pour = € O1I.

1.1.5 Les injéctions de Sobolev

Théoréme 1.1.9 [20]. 1] existe une constante C (dépendant seulment de |I| < 00)

telle que
lull iy < Cllullypingy  Yue WHP(I) V1<p<oo,

autrement dit WP (I) C L* (I) avec linjection continue pour tout 1 < p < oco.
De plus, lorsque I est borné on a
1) L’injection W' (I) c C (7) est compact pour 1 < p < oo.

2) L’injection WY (I) C L7 (I) est compact pour 1 < q < oo.

1.2 Séries de Fourier

1.2.1 Séries trigonométriques

Définition 1.2.1 Une fonction f défnie sur un ensemble Dy € R est dite périodique

de période T € R* (ou T -périodique) si pour tout x € Dy, on a

r+TeDetf(z+T)=f(x).

Définition 1.2.2 On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions
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de la forme

Qo .
0] + Z lay, cos (nwz) + by, sin (nwx)],

avec x € R, w > 0, a,, b, € R, pour tout n € N. Les nombers ag, a,, b,, n € N* sont

appelées coeffcients de Fourier de cette série.

Exemple 1.2.1 Soit f la fonction périodique (T = 2m) définie par :
f(z)=a pour —m <z <m.

La série de Fourier associée o f converge t-elle vers f 7

Solution 1.2.1 On ala série associée a f est

o] n+1

a0+z ay, cos (nwz) + by, sin (nwz)) = Z sin (nz) .

n=1

Vérification des condition de Dirichlet :

-La fonction f est continue sur |—m, 7| et elle n’est pas continue en —m et en 7 avec

lim f(z)=met lim f(z)=—m (nombre fini de points de non discontinuité) ;

T——T T——7mt

-La fonction f est dérivable sur |—m, 7| et elle n'est pas dérivable en —m et en m, car

f mlest pas continue en ces points (nombre fini de points de non dérivabilité) .

Ainsi, les conditions de Dirichlet sont vérifiées et donc;
n+1

Z sin (nz), pour tout x € |—m, .

Celle éqgalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, la
somme de la série est égale a la moyenne arithmétique des limites de la fonction a

gauche et droite, c’est-a-dire 0.
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1.2.2 Série de Fourier de fonctions 2r-périodiques.

Définition 1.2.3 Soit f : R — R une fonction périodique de période T = 2m. On

suppose que f5+27r |f (t)| dt converge pour tout o € R.

On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique notée

% +Z an cos (nx) + by, sin (nx)]

n=1

avec

a, =+ f% f(z)cos(nx)dr et b, = %foh f (z)sin (nz) dz, n € N.

T JO

Remarque 1.2.1 1. Sila fonction [ est paire
2 ™
= —/ f (z)cos (nx)dzx et b, =0,n € N.
0
2. Si la fonction f est impaire
2 [T )
= —/ f (z)sin (nz)dz et a, = 0,n € N.
0

Théoréme 1.2.1 ( Dirichlet) [22] [20] Soit f : R — R une fonction périodique
de période T = 27 satisfaisant aux conditions suivantes (appelées conditions de Di-
richlet) :

oFEn tout point xg, les limites de f a droite et a gauche en xy existent et les discon-

tinuité de f sont en nomre fini dans tout intervalle fini.

of admet en tout point une dérivée & droite et une dérivée o gauche.
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Alors la série de Fourier associée a f est convergente et on a

o0 f(z) st f est continue en z,
%+Z [an, cos (nx) + by, sin (nz)] = Flz+0)+ f(z—0)
n=1 2

si [ est discontinue en x.

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle de R ou la fonction f est
continue. Les notation f (z +0) et f (x — 0) représentent respectivement les limites

a droit et a gauche de f au point x.

Théoréme 1.2.2 (Egalité de Parseval) [22] [21]
Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période 27, aolrs on a

2 o0

T4 (@) —— [ G@ra-z [ @i

1.3 Les opérateurs dissipatifs et le théoréme de

Lumer-Phillips

1.3.1 Opérateurs dissipatifs

Définition 1.3.1 [20]. Soit A:D(A) C H — H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si
(Av,v) <0  YveD(A),
A est mazimal si Im (I — A) = H i.e
VfeH, JueD(A) telque u—Au=f.

On dit que A est monotone si —A est dissipatif i.e (Au,u) > 0 pour tout u € D (A).
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Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire non borné A dans E est dit m-dissipatif si

A est dissipatif et
Vfe EVYA>0,3x € D(A) tel que \x — Az = f.

Théoréme 1.3.1 Soit E est un espace de Banach, si A est m-dissipatif alors, pour
tout A\ > 0, 'opérateur \I — A admet un inverse, (X — A)™" f appartient o D (A),

pourtout f € E et (A — A)_1 est un opérateur linéaire borné sur E vérifiant

IO =47 <

> =

Proposition 1.3.1 [20]. Si A est un opérateur m-dissipatif alors
1) D (A)est dense dans A.
2) A est fermé.

3) YA >0, (I — MA) est bijectif de D (A) sur H, (I — NA)"" est un opérateur borné
et

(1 —AA)~ <1

1
HE(H) =

Preuve.

a) Soit f € H tel que (f, v) = 0 pour tout v € D (A). Vérifions que f = 0. En effet,
il existe vy € D (A) tel que

Vg + .AU() = f

0= (f, vo) = |vo|” + (Auvo, vo) > |vo|*.

Donc vy = 0 et par suite f = 0.

b) Notons d’abord que pour tout f € H il existe u € D (A) unique tel que u+.Au = f.
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En effet si  désigne une autre solution alors on a
(u—u)+A(u—1u)=0.

Prenant le produit scalaire avec (u — @) et appliquant la dissipatif de A on voit que

u—u=020.

D’autre part on a

[ul® + (Au, u) = (f, u)

et par suite |u| < |f].

L’opérateur f +—— u noté (I — A)fl est donc un opérateur linéaire borné de ‘H dans
H et

(1 +A)" <1

1
HE(H) =

Montrons que A est fermé.

Soit (u,,) une suite telle que u,, € D (A) pour tout n, u, — u et Au,, — f. Il faut
vérifier que u € D (A) et que Au = f.
On a

U, + Au, — u+ f,

et donc

= (I = A) " (g + Aug) — (I +A)7" (ut f).

Par conséquent
u=I—A) " (u+f)ie.ueD(A) et u+ Au=u~+f.

¢) Supposons que pour un certain Ag > 0 on ait R(I + \g.A) = H. On va montrer
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que pour tout

)\>%onaR(I+/\A)=H.

Commencons par noter — exactement comme en b —, que pour tout f € H il existe
u € D (A) unique tel que u + A Au = f; Popérateur f — u est noté (I 4+ Ao A) ™"
et 'on a

H<I+ )‘OA)_lHE(H) =1L

On cherche a résoudre 1’équation

u+Au=f avec A>0. (1.8)

On écrit (1.8)) sous la forme

Ao Ao
=20 120
u+ Ao Au )\f+( )\)u

ou encore

u=(I+XA)" [%f + (1 - %) u] . (1.9)

On voit alors que si

A
<1i.e.)\>—0,

Ao
122
' A A

alors (1.9) admet une solution grace au théoréme de point fixe de Banach.

Concluons. Si A est m-dissipatif alors I + A est surjectif. D’aprés ce qui précede
I + A\A est surjectif pour
1
A> =
2

donc aussi pour

A > —, etc.
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Par récurrence on voit que I + A A est surjectif pour tout A > 0. m

Remarque 1.3.1 Si A est m-dissipatif, alors ANA est aussi m-dissipatif pour tout
A > 0. Par contre si A et B sont deux opérateurs m-dissipatif alors A+ B défini sur
D (A) N'D (B) n’est par nécessairement m-dissipatif.

Exemples d’opérateurs m-dissipatifs :

Soit I un intervalle borné de R

L’opérateur de la chaleur dans L? (I) On pose X = L*>(I), D (A;) = H*(I)N

H} (I) et Aju = u” pour tout u € D (A;) . L'opérateur (A;,D (A;)) est m-dissipatif
dans L2 (I).

L’opérateur de la chaleur dans L* (I) On pose X = LP(I), avec 1 < p < oo,
D(Ay) = WP (I) N Wol’p (I) et Ayu = u” pour tout u € D (Az). L'opérateur
(Az, D (A3)) est m-dissipatif dans L? (1) .

1.3.2 Théoréme de Lumer-Phillips

Théoréme 1.3.2 (Lumer-Phillips) [2]]. Soit A un opérateur mazimal dissipative

dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D (\A) il existe une fonction

u € CH([0, +oo[;H)NC ([0, + oo[;D(A))

unique telle que

du_ Au sur [0, +00]
dt . (1.10)
u (0) = ug
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De plus on a

du

WOl <l et §<t>'=|Au<t>|s|AuO| V>0

Remarque 1.3.2 L’intérét principal du théoréme 1.3.1 réside dans le fait que pour
résoudre le probléme d’évolution (1.10) on se rameéne & vérifier que A est mazimal

dissipative, c’est-a-dire, a étudier ’equation stationnaire

u— ANAu = f.

1.4 Quelques inégalités utiles
Les inégalités suivantes ont une grande importance.

Proposition 1.4.1 Soient (a,), (b,) des réels. Alors

(o) = () ()

avec éqgalité si et seulement si les vecteurs a,, b, sont colinéaires, c’est a dire quel

existe un nombre réel k tel que
a, = kb, Vn.

Cas particulier : si b, = 1, alors

(Zan>2 < nZai. (1.11)
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Preuve. On pose

A= (XL) (Z0,) ep = (L n0)

A—-B= Xn:a?b? + i a?b? - ia?b? -2 i a;a;b;b;
i=1 i=1

i,j=1 = ,j=1
7] i#j
n
= Z (afb? + a?bf — 2aiajbibj)
i,j=1
i)
2
= Y (aibj—a;by)
1<i<j<n
> 0.

D’ou la conclusion. =

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Young) [20]. Soient p et q deux réel tels

que

1

S 4 =1

P q
Alors

1
V(a,b) €R2, ¥e >0, ab < —a? + —b.

Si

p=q=2,
on a

1
V(a,b) €RZ, Ve >0, ab < ga2 5 b
e

Lemme 1.4.1 (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit 'H un espace de Hilbert muni
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d’un produit scalaire (.,.), alors

NI

VigeH:|(f, 9l <(f, )2 (g, 9)°.
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Chapitre 2

L’existence et ’unicité d’un
systéme thermoélastique a double

porosité

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence et 1'unicité des probléms —
. A partir les équations 2 , 3 et (12),, on trouve le systéme des

équations diffirentielles linéaires d’ordre 1 suivant

k10w foﬂ wdr = —aq foﬂ odr — as foﬂ wdxr + 1 foﬂ Odx — .0, foﬂ wdr — 90, foﬂ Ydx,
koOy [y hde = —ag [ ode — o [ ddx + s [ 0de — 30, [ pdx — €40, [y hda,
cOy foﬂ Odx = —v,0; foﬂ wdr — Y20, foﬂ Ydx,

ce systéme peut s’écrit sous la forme

Y = MY, Yo=< R o Ny | Goda:), 2.1)
0 0 0 0 0
Y = (/ QOdl', / thdxa / ¢dl‘7 / wtdl’, / le’) s
0 0 0 0 0
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et

0 1 0 0 0

_ Q1 _ & _ a3 &2 N

k1 k1 k1 ki k1

M = o 0 0 1 0 (2.2)

a3 €3 Q2 €4 2

ko ko ko ko ko

0 _n 0 72 0

Alors, la solution de (2.1)) est donne par

Y = My,

On sait que pour le probléme déterminé par — (14), on peut toujours prendre
des solutions ol ¢, 1 et # sont des constants, pour cela, on suppose que Yy = Ogs

c’est- & -dire

/gpgdac:/ ¢0d:1::/ ¢0d$:/ fgdx:/ Oodx = 0, (2.3)
0 0 0 0 0

de sorte que, Y = 0 c’est- 4 -dire

/ @dx:/ gotdx:/ ¢dx:/ ydx :/ Odr =0, t € (0,400). (24)
0 0 0 0 0

Maintenant, on définit ’espace de Hilbert suivant

H={(w,v,0,¢,9,60) € HxL?* x H' x [* x H' x > x L*:

/ da;—/ ¢ (2 dx—/ e dx—/f / 0 (x)de =0} (2.5)
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muni du produit scalaire défini comme suit

1 (7 S — — — —
(U, U*),, = 3 / (pu, Wt + pov* + buy @ + bubp + dugp*) do
0

1 [, _ _ _
T3 / (AU + o0 + Va4 bipaths + bigieh,) da
0

1 /7 — — _ _ _ _ _
+ —/ (k10@k + kaol&* + npp™ + anthh* + azpip* + 3™y + c00*) d,
0

2
(2.6)
pour tout
U = (u7 U’ S07 ¢7 w? 57 0>T Y U* = (u*7 U*7 ()0*7 ¢*7 ¢*7 6*7 9*> E H'
En posant v = w;, ¢ = ¢4, € = 1, notre probléme s’écrit alors sous la forme
Ut - AU,
(2.7)
U (0) = UO = (Uo, Vo, o, ¢07 w()u gOa 60) ’
ou lopérateur A : D (A) C 'H — H est défini par
v
¢
AU = % (Paz + 0103y — by — 10 — agth + 110 — 19 — 2€) | - (2.8)
3
k_12 (blgomz + f}/wxx - du:): — Q3 — 042¢ + 726 - €3¢ - 545)

% (kemc - BUSE - ’71¢ - 725)

D (A) (le domaine de définition de A) est I’ensemble des U € H tels que AU € H.
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Alors

DA)={UeH: v, ¢, E€ HY; ¢, € H* pug, — B0, € L% 0,, € L*;

Py + bithy —bu = by, + by —du =k, — fv =0, z € (0,m)}. (2.9)

Il est clair que D (A) est un sous-espace de H.

Théoréme 2.0.2 Pour Uy € D (A), il existe une unique solution
U e C([0,00), H) N C?([0,00),D(A)),

au probléme (2.7)).

Pour demontrer ce théoréme, on aura besoin de deux lemmes suivants

Lemme 2.0.2 L’opérateur A est dissipatif. Autrement dit, pour tout

UeD(A), Re(AU,U) < 0.

En utilisant le produit scalaire, pour tout U € H, on a

2(AUU)y = 1 /0 ' Uplpde + /O ’ (e + bpy + dipy — B0,) Tda
+b/owvx@dx+b/owu_mqﬁdx—i-d/owvxﬂda:—l—d/oﬂu_gdx
+a/oﬁgbz@dm+7/oﬂfxﬁdm+b1 /Oﬂgbxﬁdwrbl /Oﬂﬁgmdx
+ /O7r (e + b1tpe — by — a1 — gt + 110 — €10 — £9€) ddx
+ /07r (b1Pas + Vhza — dug — a3 — agt) + 720 — e3¢ — 4€) Ed
+aq /Uquﬁ@dx—1—ag/oﬁfﬂda:—I—ozg/owgbﬂdx—kag/;@fdx
[ W= o = 716~ 226) B
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Grace a la formule d’integration par partie, on trouve apres la simplication

™

Im (v, ) dx + 2z'd/ Im (v,¢) da
0

2(AU,U)y = 2i,u/ Im (v, u;) dx + 2ib/
0

0

+ 22'6/ Im (T,0) dx + 2ib/ Im(u,¢)dx
0 0

+ 2id /ﬂ Im(uz€)dx + 2@'@/ Im(¢, P, )dx

0

+ iy / Im(&,10, )da + 2iby / ’ Im( ¢, )dx
0

0

+ 2z'b1/ Im (@€, )dx + 22041/ Im(¢p)dz
0

+ 2iag Im (pp)dx + 2@71/ Im(0¢)dx

0

+ 2iag Im (@€)dx + 220@/ Im(&y)da

0

\Nh

Imt% x—54/ €7 da
. / b3z — e / oEdz — 2 / €ad — k / 0. 0nde. (2.10)

En passant a la partie reél, on voit que

Re (AU, U),, = (—% /07r (ea|&f +e1|9]” + (€3 + 22) Re (¢€)) da — %/Oﬁk; 10, dx) <0.
(2.11)

Compte tenu des hypothéses , le lemme est démontré.
Lemme 2.0.3 L’opérateur A est surjectif.

Preuve. On doit preuver que, pour chaque

F = (f17f27f37f47f57f67f7) €H

il existe

U = (U7U7 90’ ¢7w’§70)T G D(A)7
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tel que AU = F; ceci s’écrit comme suite

(

fi=wv

pfa = pgy + by + dip, — 50,

fs=1¢

k1fa = apue + 01they — buy — a1p — azth + 110 — €19 — €2

fs=¢

kafo = b1@us + Vhee — duy — azp — oth + 720 — €3¢ — €4
| ¢ft = ko — Bue — 110 — 728

en substituant equations (2.12));, (2.12)3, (2.12)5 aux équations (2.12));, (2.12)),,

(2.12)¢ respectivement, on obtient

( v=h
[illag + bpg + dr = pfa + 50,
o=
kifs+bug + a1 + asz) — 110 + €1 f3 + eofs = pps + b190ss
E= /s
kafe + dug + asp + as) — 720 + e3f3 + €4 f5 = b1us + Vus
kOry = cf7+ Bfiz + s + 72/

On va résoudre le systéme([2.13)) en utilisant les séries de Fourier. Donc, on considére

fi= folsinnx pourt=12et f;= folcosn:v pour ¢t =3,...,7

avec

ZnQ(f?i)2 < oo, pour i =1,3,5 et Z(f;y < o0, pour i =2,4,6,7.
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On veut trouver

u= Zun sinnz, v = ZU” sinnz, ¢ = Z(pn cosnx, ¢ = Zqﬁn cosnx, (2.16)

Y= 21/1” cosnr, £ = Z&n cosnzx, 0 = Z@n COS NT.

Des premiére, troisiéme et cinquieme équations du systéme ([2.12)), il s’ensuit que

Up = f;:gpn - fr?; et gn = 75L7 U7907§ € Hl'
Et d’on, de la septieme équation de (2.12)), il est clair que

1
O = T2 (Cfg + Bnf, + ki + ’Y2f2) .

Alors
1
Dot = o5 (ehl+ pnfy+ndl+nfl)

en utilisant 'inégalité [1.11], on trouve que

oy A o 432 s m2 i 52 4 5)2
STt < S0 () = G (1)~ () - T ()

compte tenu de cette inégalité et des conditions sur f¢, on voit que

ZnQHZ < 00

ceci signifié que 0,, € L.
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En retournant & (2.13]) on obtient

—un?u, — bnp, —dnp, = pf2 — Bnb,

bnu, + (a1 + an®)e, + (bin® + ag)t, = _klfé - €1fs - €2f;? + 10, (2.20)

dnuy, + (a4 b1n?) @, + (ag +yn®) by, = —esf — eaf2 — ko f2 + 720,

Par conséquent

o = Ps(0)0n + fipa (n) + fips(n) + fups () + fups (n) + fips (n)
"o ngs(n)

Y

O (0) + fap§ () + Fupi(n) + opd (0) + Japa () + fapd () 9 )

Pn = ()
et
g B () + 0 )+ F2pln) + S () + S ) 4 SO0 )y
! ngs(n)
tels que
Pyt =1, .. , 10,

sont des polynémes de dégrée inférieur ou égale 4 k et

gs(n) = n°u (b7 — ay) +n® (—acop — aryp + b*y — 2bbyd + 203b1 p + ad®)

+n (—alagu + a%u + 9b® — 203bd + a1d2) ) (2.23)

On remarquons que gs(n) est un polynome de degré 5 car

(b —ay) #0.

Comme f%,6 € L2 donc 3 ¢ € RT tel que Vn |fi]> < cet |6,]* < c.
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Alors

on T2 (2.24)

d’'ou ¢ € H%

De la méme maniére, on trouve v € H?. Maintenant, on montre que g, — 360, € L>.

On a:
Uy — 30, = Z (—pun’u, + Bnd,) = Z (bngpy, + dnapy, + pf7)
mais
P> Un, [ € L?
donc

Pgr — B0, € L2

Ceci termine la preuve. m
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Conclusion

A la lumiére de cette étude, nous avons montré 'existence et 'unicité d’un systéme
thermoélastique & double porosité avec la loi de Fourier aggissant sur I’équation de

déplacement.

Le travail présenté peut étre développé dans le futur en ajoutant la stabilité éx-
ponnentielle d'un systéme thermoélastique & double porosité. Nous envisageons, par
exemple, en perspective, d’appliquer le modéle d’ordre élevé a quatre variables pour le
calcul de différentes formes de structures minces et épaisses en matériaux a gradient
de propriétés sous la combinaison des différents types de chargement et en tenant
compte des changements dans les propriétés matérielles des matériaux constitutifs

dus a la température.
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Résumeé

Le but de ce mémoire est d'étudier |'existence et
I'unicité d'un systeme thermoélastique avec double
porosité, qui modélise les déformations d'un matériau
thermoélastique a double porosité ou la conductivité
thermique est donnée par la loi de Fourier aggissant
sur I'équation de déplacement.

Abstract

The purpose of memory thesis is to study the existence
and uniqueness of a thermoelastic system with double
porosity, which models the deformations of a
thermoelastic material at double porosity where the
thermal conductivity is given by Fourier law acting on
the displacement equation.
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