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Notations générales

D(A) Domaine de L’opérateur A.

H1, H1
0 , ... Espaces de Sobolev.

C∞0 (I) L’ensemble des fonctions indéfiniment différentiable sur I et à support compact.

f (k) La dérivée k-ième faible.

∂I La frontier de I.

|I| Languer de I.

Im (.) La partie imaginaire.

Re (.) La partie réele.

∂ L’opérateur de différentielle partielle.

(Lp)′ Espace dual de Lp.

p′ L’exposant conjugé de p i.e. 1
p

+ 1
p′ = 1.

p.p. Presque partout.

utt La dérivée partielle de u par rapport à t de L’ordre 2.

uxx La dérivée partielle de u par rapport à x de L’ordre 2.

E Espace de Banach.

E ′′ Le dual du dual de E.

〈., .〉 Crochet de dualité.

(., .) Le produit scalaire.
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Introduction

Lesmatériaux élastiques à double porosité font l’objet d’étude de nom-breux travaux. Ces matériaux présentent de différentes situations

réelles que l’on retrouve en géophysique, génie civil et biomécanique [1]− [5].

Les premiéres contributions dans ce sens sont dues à Barenblatt et al. [1]− [6], mais,

depuis, d’autres articles et livres ont été consacrés à décrire les progrés théoriques de

cette théorie [2]− [4], [7]− [14]. Les équations de base de cette théorie peuvent être

obtenues grâce aux développements proposés dans [15]− [19].

Ces équations sont données par :


ρutt = Υx,

k1ϕtt = σx + δ,

k2ψtt = τx + ϑ,

(1)

avec l’équation de la chaleur

ρηt = qx, (2)

1



Introduction

et les équations constitutives



Υ = µux + bϕ+ dψ − βθ,

σ = αϕx + b1ψx,

τ = b1ϕx + γψx,

δ = −bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − ε1ϕt − ε2ψt,

ϑ = −dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − ε3ϕt − ε4ψt,

ρη = βux + γ1ϕ+ γ2ψ + cθ,

q = kθx.

(3)

Ici u représente le déplacement, ϕ et ψ sont les fractions volumiques de chaque

structure poreuse, θ est la différence de température par rapport à la tempéra-

ture de référece, ρ est la masse volumique, k1 et k2 sont les coeffi cients d’iner-

tie de chaque structure poreuse, Υ est la contrainte, σ et τ sont les contraintes

équilibrées de chaque structure poreuse, δ et ϑ sont les forces corporelles équi-

librées de chaque structure poreuse, η est l’entropie, q est le flux de chaleur et

µ, b, d, β, α, b1, γ, α1, α2, α3, γ1, γ2, ε1, ε2, ε3, ε3, ε4, k et c sont des constantes consti-

tutives du matériau.

Il est prescrit par les principes de base que la masse volumique, les coeffi cients d’iner-

tie et la capacité thermique sont positives c’est-à-dire

ρ > 0, k1 > 0, k2 > 0, c > 0. (4)

L’énergie mécanique interne du systéme est donnée par :

E = µ |ux|2 + 2buxφ+ 2duxψ + α |φx|2 + γ |ψx|2 + 2b1φxψx

+ α1 |φ|2 + α2 |ψ|2 + 2α3φψ. (5)
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Introduction

Pour garantir que l’énergie mécanique interne est positive, la matrice



µ b d 0 0

b α1 α3 0 0

d α3 α2 0 0

0 0 0 α b1

0 0 0 b1 γ


(6)

doit être définie positive. C’est-à-dire

µ > 0, α > 0, µα1 > b2, µα1α2 + 2bdα3 − d2α1 − b2α2 − α23 > 0, αγ > b21.

(7)

On en déduit aussi que

µα2 > d2, α1α2 > α23. (8)

La dissipation mécanique du système est donnée par

D1 = ε1 |φt|2 + ε4 |ψt|2 + 2 (ε2 + ε3)φtψt. (9)

Dans notre étude mathématique, il joue également un role important, l’expression

D2 = k |θx|2 , (10)

et, en général,

D∗ = D1 +D2.

Si on veut que D∗ pour étre positif, il faut imposer que

k > 0, ε1ε4 >
1
4

(ε2 + ε3)
2 , ε1 > 0. (11)
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Introduction

Si l’on substitue les équations constitutives (3) aux équations d’évolution (1) et à

l’équation de la chaleur (2), on obtient le système d’équations suivant



ρutt = µuxx + bϕx + dψx − βθx,

k1ϕtt = αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − ε1ϕt − ε2ψt,

k2ψtt = b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − ε3ϕt − ε4ψt,

cθt = kθxx − βutx − γ1ϕt − γ2ψt,

(12)

dans (0, π)× (0,+∞) , où t ∈ (0,+∞) , x ∈ (0, π) .

Avec le système (12), on considère les conditions aux limites de type Dirichlet-

Neumann

u (x, t) = ϕx (x, t) = ψx (x, t) = θx (x, t) = 0, pour x = 0, π et t ∈ (0,+∞) ,

(13)

et les conditions initiales

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = υ0 (x) , ϕ (x, 0) = ϕ0 (x) , ϕt (x, 0) = φ0 (x) ,

ψ (x, 0) = ψ0 (x) , ψt (x, 0) = ξ0 (x) , θ (x, 0) = θ0 (x) , pour x ∈ (0, π) .
(14)

L’objectif de ce mémoire est d’étudier l’existence et l’unicité du systéme (12) qui

modélise les déformations d’un matériau thermoélastique à double porosité où la

conductivité thermique est donnée par la loi de Fourier aggissant sur l’équation de

déplacement.

Ce travail est composé d’une introduction et de deux chapitres :

◦ Le premier chapitre consiste en un support théorique de l’ètude, il comporte quatre

sections :

1. La première section contient un reppele sur les espaces de Soboleve dans le

cas unidimensionnel.
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2. La deuxieme section sur les séries de Fourier.

3. La troisième section présente un reppel sur les opérateurs dissipatifs et le

théorème de Lumer-Phillips.

4. La quatrième section donne quelques inégalités utiles.

◦ Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité du systéme

(12).

5



Chapitre 1

Le cadre théorique et conceptuel

Dans ce chapitre, on présentera quelques définitions et théorèmes fondamen-

tales sur les espaces Lp, les espaces de Sobolev, les séries de Fourier, les

opérateurs dissipatifs et le théorème de Lumer-Phillips et que nous utiliserons dans

le deuxieme chapitre.

1.1 Espaces de Sobolev dans le cas unidimension-

nel

Dans toute la suite I = ]a, b[ est un intervalle dans R (borné ou non) et p ∈ R avec

1 ≤ p ≤ +∞.

1.1.1 Espaces de Lebeague Lp (I)

Définition 1.1.1 Soit p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ; on définit les espaces

Lp (I) =

{
f : I → R; f mesurable et

∫
I

|f (x)|p dx <∞
}
pour 1 ≤ p <∞,
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et

L∞ (I) = {f : I → R; f mesurable et ∃ une constante C telle que |f (x)| ≤ C p.p. sur I} .

On note

‖f‖Lp =

[∫
I

|f (x)|p dx
]1/p

.

‖f‖L∞ = inf {C; |f (x)| ≤ C p.p. sur I} .

Remarque 1.1.1 Les élements de Lp pour 1 ≤ p ≤ ∞ sont des fonctions de classe

d’équivalance de la rolation :

f R g ⇔ f = g p.p.

Proposition 1.1.1 (Inégalité de Hölder) [20]. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. Pour tout f ∈

Lp (I) et g ∈ Lp′ (I) on a fg ∈ L1 (I) et

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′ . (1.1)

Preuve. La conclusion est évidente si p = 1 et si p = ∞. Supposons donc que

1 < p <∞. Rappelons l’inégalité de Young

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′ ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0; (1.2)

la démonstration de (1.2) est évidente : la fonction log étant concave sur ]0,∞[ on a

log

(
1

p
ap +

1

p′
bp
′
)
≥ 1

p
log ap +

1

p′
log bp

′
= log ab.

Donc

|f (x)| |g (x)| ≤ 1

p
|f (x)|p +

1

p′
|g (x)|p

′
p.p. x ∈ I.
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Le cadre théorique et conceptuel

Il en résulte que fg ∈ L1 et que

∫
|fg| ≤ 1

p
‖f‖pLp +

1

p′
‖g‖p

′

Lp′
, (1.3)

Remplaçant dans (1.3) f par λf (λ > 0) il vient

∫
|fg| ≤ λp−1

p
‖f‖pLp +

1

λp′
‖g‖p

′

Lp
′ . (1.4)

On choisit

λ = ‖f‖−1Lp ‖g‖
p′/p

Lp′
,

(de maniére à minimiser le membre de droite dans (1.4)) . On obtient alors (1.1) .

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Minkawski) . Soit 1 ≤ p < ∞. Pour f, g mesu-

rables

‖f + g‖Lp(I) ≤ ‖f‖Lp(I) + ‖g‖Lp(I) .

Preuve. Les cas p = 1 ou p =∞ sont faciles. Supposons maintenant que 1 < p <∞.

Comme l’inégalite est triviale si ‖f + g‖Lp = 0, on peut supposer que ‖f + g‖Lp 6= 0.

Alors ∫
I

|f + g|p dx ≤
∫
I

|f + g|p−1 |f | dx+

∫
I

|f + g|p−1 |g| dx.

En appliquant sucessivement l’inégalité de Hölder à |f + g|p−1 avec l’exposant p′ et

f avec l’exposant p, puis g avec l’exposant p, on obtient

‖f + g‖pLp ≤ ‖f + g‖p−1Lp (‖f‖LP + ‖g‖Lp) ,

ce qui prouve l’inégalité voulue.

8



Le cadre théorique et conceptuel

Remarque 1.1.2 Si f ∈ L∞ on a

|f (x)| ≤ ‖f‖L∞ p.p. sur I.

Les deux derniéres propositions donnent le théorème suivant :

Théorème 1.1.1 [20] LP (I) est un espace vectoriel normé muni de la norme ‖ ‖Lp ,

pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Quelques résultats d’intégration qu’il faut absolument connaître :

Théorème 1.1.2 [20]. (Théorème de convergence monotone de Beppo-Levi)

Soit (fn) une suite croissante des fonctions de Lp (I) telle que

supn

∫
fn <∞.

Alors (fn (x)) converge p.p. sur I vers une limite finie notée f (x) ; de plus

f ∈ Lp (I) et ‖fn − f‖Lp → 0.

Théorème 1.1.3 [20].(Théorème de convergence dominée de Lebesgue)

Soit (fn)n une suite de fonctions de L
p (I) qui converge presque partout vers une

fonction f , s’il existe une fonction g ∈ Lp (I) telle que pour tout n,

|fn (x)| ≤ g (x) p.p. sur I.

Alors f ∈ Lp (I) et

‖fn − f‖Lp → 0.

La complétude des espaces de Lebesgue est donnée par la théorème suivant :

9



Le cadre théorique et conceptuel

Théorème 1.1.4 (Fischer-Riesz) [20]. LP (I) est un espace de Banach

pour tout 1 ≤ p ≤ +∞.

Preuve. 1) Supposons d’bord que p = ∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans L∞.

Ètant donné un entier k ≥ 1 il existe NK tel que

‖fm − fn‖L∞ ≤
1

k
pour m, n ≥ NK .

Danc il existe Ek négligeable tel que

|fm (x)− fn (x)| ≤ 1

k
∀x ∈ I\Ek, ∀m, n ≥ NK . (1.5)

Enfin, posant E=
⋃
k

Ek (E est négligeable) , on voit que pour tout x ∈ I\E la suite

fn (x) est de Cauchy (dans R) . Soit fn (x)→ f (x) pour x ∈ I\E. passant à la limite

dans (1.5) quand m→∞ on obtient

|f (x)− fn (x)| ≤ 1

k
∀x ∈ I\Ek, ∀n ≥ NK .

Donc

f ∈ L∞et ‖f − fn‖L∞ ≤
1

k
∀n ≥ NK .

Par conséquent

‖f − fn‖L∞ → 0.

2) Supposons maintent que 1 ≤ p <∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans Lp.Pour

conclure il suffi t de montrer qu’une sous-suite extraite converge dans Lp.

On extrait une sous-suite (fnk) telle que

∥∥fnk−1 − fnk∥∥Lp ≤ 1

2k
∀k ≥ 1,

10
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[on procéde comme suit : il existe n1 tel que

‖fm − fn‖Lp ≤
1

2
,

pour m, n ≥ n1; on prend ensuit n2 ≥ n1 tel que

‖fm − fn‖Lp ≤
1

22
,

pour m, n ≥ n2, ets.]. On va montrer que fnk converge dans L
p. Pour simplifier les

notations on écrit fk au lieu de fnk , de sorte que l’on a

‖fk+1 − fk‖Lp ≤
1

2k
∀k ≥ 1.

Posant

gn (x) =
n∑
k=1

|fk+1 (x)− fk (x)| ,

il vient

‖gn‖Lp ≤ 1.

On déduit du théorème de convergence monotone que p.p. sur I, gn (x) converge vers

une limite finie notée g (x) avec g ∈ Lp. D’autre part, on a pour m ≥ n ≥ 2

|fm (x)− fn (x)| ≤ |fm (x)− fm−1 (x)|+ ... |fn+1 (x)− fn (x)| ≤ g (x)− gn−1 (x) .

Il en résulte que p.p. sur I, (fn (x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée

f (x) . On a p.p. sur I

|f (x)− fn (x)| ≤ g (x) pour n ≥ 2.

11
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Il en résulte que f ∈ Lp. Enfin ‖fn − f‖Lp → 0; en effet on a |fn (x)− f (x)|p → 0

p.p. et

|fn (x)− f (x)|p ≤ gp (x) ,

majorante intégrable. On conclut grâce au théorème de Lebesgue.

Remarque 1.1.3 L’espace L2 (I) muni du produit scalaire

(f, g) =

∫
I

fgdx, f, g ∈ L2 (I) ,

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.1.5 (Densité) [20] L’espace C∞c (I) est dense dans Lp (I) , pour tout

1 ≤ p < ∞, i.e. pour tout u ∈ Lp (I) il existe une suite (un)n de C
∞
c (I) telle que

un → u dans Lp (I) , et pour tout ε > 0 alors

‖un − u‖Lp < ε.

Remarque 1.1.4 [26]. Le théorème ci-dessus n’est pas vrai si p = ∞. En effet, si

un ∈ C∞c (I) converge vers une fonction u dans L∞ (I) , alors u est continue. En

effet,

‖un − u‖L∞ < ε,

et donc un converge uniformément vers u, ce qui nous assure la continuité de u.

Ainsi une fonction dans L∞ discontinue sur un ensemble de musure non nul ne

posséde aucune suite un ∈ C∞c (I) convergente vers u dans L∞.

Définition 1.1.2 ([26]) . (Dual d’un espace de Banach)

Soit E un espace de Banach. On désigne par E ′ l’espace dual de E. Plus explicite-

ment,

E ′ = {f : E → R, f est une forme linéaire et continue} .

12



Le cadre théorique et conceptuel

E ′ est muni de la norme duale :

‖f‖E′ = sup
x∈E
‖x‖≤1

|f (x)| = sup
x∈E
x 6=0

|f (x)|
‖x‖E

.

Définition 1.1.3 (Espace Séparable) On dit qu’un espace métrique E est séparable

s’il existe un sous-ensemble D ⊂ E dénombrable et dense.

Définition 1.1.4 ([26]) . ( Espace Réflexif )

Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E dans E ′′, où E ′′ est

le dual du dual de E.

On dit que E est reflexif si J est surjective, c’est-à-dire

J (E) = E ′′.

Proposition 1.1.3 [26]

1) Lp (I) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

2) Lp (I) est réflexif pour 1 < p <∞.

Proposition 1.1.4 [26]. Soit N un espace vectoriel normé et soit F ⊂ N un sous-

espace vectoriel tel que F 6= N . Alors il existe f ∈ N ′, f 6= 0 tel que

〈f, x〉 = 0 ∀x ∈ F.

Théorème 1.1.6 (Le Dualité) [26]. Soit 1 < p < ∞ et soit ν ∈ (Lp (I))′ . Alors

∃!u ∈ Lp′ (I) tel que

〈ν, f〉 =

∫
I

uf, f ∈ Lp (I) .

De plus on a

‖u‖Lp′ (I) = ‖ν‖(Lp(I))′ .

13
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Preuve. On définit l’opérateur linéaire T : Lp
′ → (Lp)′ par

〈Tu, f〉 =

∫
uf ∀f ∈ Lp.

On procéde ensuite en deux parties :

1. Montrons que

‖Tu‖(Lp)′ = ‖u‖Lp′ ,∀u ∈ Lp
′
.

Soit u ∈ Lp′ fixé. L’application f ∈ Lp 7−→
∫
uf est une forme linéaire continue sur

Lp. On a, par l’inégalité de Hölder,

|〈Tu, f〉| ≤ ‖u‖Lp′ ‖f‖Lp .

Par la norme duale, on obtient

‖Tu‖(Lp)′ = sup
f∈Lp
f 6=0

|〈Tu, f〉|
‖f‖Lp

≤ ‖u‖Lp′ . (1.6)

Posons ensuite

f0 (x) = |u (x)|p
′−2 u (x) .

On a

‖f0‖Lp = ‖u‖p
′−1
Lp′ ≤ ∞, donc f0 ∈ Lp.

De plus,

|〈Tu, f0〉| = ‖u‖p
′

Lp′
.

Par conséquent,

‖Tu‖(Lp)′ ≥
|〈Tu, f0〉|
‖f0‖Lp

= ‖u‖Lp′ . (1.7)

14
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En comparant (1.6) et (1.7) , on a bien l’égalité souhaitée. Il en résulte que l’opérateur

T ainsi défini est une isométrie, donc en particulier injectif.

2. Il nous reste par conséquent à prouver que T est surjectif. On définit le

sous-espace E = T
(
Lp
′)
. Comme E est fermé, il reste à montrer que E est dense

dans (Lp)′ . Or, comme Lp est reflexif pour tout 1 < p <∞, alors (Lp)′′ = Lp.

Soit h ∈ (Lp)′′ (= Lp car Lp est reflexif ∀ 1 < p <∞) tel que |〈Tu, h〉| = 0 pour tout

u ∈ Lp′ ; vérifions que h = 0. On obtiendra ainsi que E est dense dans (Lp)′ par la

proposition 1.1.3. On a

∫
uh = 〈Tu, h〉 = 0 ∀u ∈ Lp′ .

En prenant

u = |h|p−2 h, on a u ∈ Lp′ et ‖h‖Lp = 0,

donc h = 0 par la positivité de la norme ‖ ‖Lp .

On conclut ainsi que T est surjective, ce qui termine la preuve.

Exemple 1.1.1
(
d’élément de (L∞)′ qui n’est pas dans L∞

)
Supposons que 0 ∈ I. Soit ϕ0 : Cc (I)→ R définie par

ϕ0 (f) = f (0) .

Soit ϕ la fonction qui prolonge cette fonction en une forme linéaire et continue sur

L∞.

Alors, il n’existe pas de fonction u ∈ L1 telle que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf, f ∈ L∞.
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En effet si une telle fonction u existait on aurait

∫
uf = 0, ∀f ∈ Cc (I\ {0}) (car f (0) = 0) ,

on obtiendrait u = 0 p.p. sur I\ {0} , et donc u = 0 p.p. sur I. Par conséquent

〈ϕ, f〉 = 0, f ∈ L∞.

Ce qui est contraire à

〈ϕ, f〉 = f (0) .

Définition 1.1.5 Soit I un ouvert de R, une fonction f ∈ Lp (I) admet une dérivée

faible (au sens des distributions) dans Lp (I) s’il existe g ∈ Lp (I) telle que pour toute

χ ∈ C∞c (I), on ait

∫
I

f (x)χ′ (x) dx = −
∫
I

g (x)χ (x) dx.

Alors, h = f (k) est la dérivée kième faible de f si

∫
I

f (x)χ(k) (x) dx = (−1)(k)
∫
I

h (x)χ (x) dx.

1.1.2 Espace de Sobolev W 1,p(I)

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels parti-

culièrement adaptés à la résolution des problèmes d’équations aux dérivées partielles.

Soit I =]a; b[ un intervalle borné ou non et soit p ∈ R avec 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.1.6 L’espace de Sobolev, noté W 1,p (I) , est constitué des fonctions

de Lp (I) dont la dérivées au sens des distributions, s’identifie à une fonction de

16
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Lp (I) .La définition précédente s’écrit donc comme ceci

W 1,p (I) =

{
u ∈ Lp (I) , ∃g ∈ Lp (I) tel que

∫
I

uϕ′dx = −
∫
I

gϕdx, ∀ϕ ∈ C1c (I)

}
.

Pour p = 2, il est d’usage de remplacer la notation W 1,p (I) par H1 (I) .

Proposition 1.1.5 1. L’espace W 1,p (I) muni de la norme définie par

‖u‖W 1,p(I) = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp ,

est un espace de Banach.

2. L’espace H1 (I) , muni du produit scalaire

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ,

est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.1.1 (Intégration par parties) [20]. Soient

u, v ∈ W 1,p (I) avec 1 ≤ p ≤ +∞.

Alors

uv ∈ W 1,p (I) ,

et

(uv)′ = u′v + uv′.

De plus on a la formule d’intégration par parties

∫ y

x

u′vdx = u (y) v (y)− u (x) v (x)−
∫ y

x

uv′dx, ∀x, y ∈ I.

17
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1.1.3 Espace de Sobolev Wm,p(I)

Définition 1.1.7 Étant donnés un entier m ≥ 2 et réel 1 ≤ p < +∞. On définit

par recurrence les espaces de Sobolev

W 0,p (I) = Lp (I) , Wm,p (I) =
{
f ∈ Wm−1,p (I) , f ′ ∈ Wm−1,p (I)

}
.

Exemple 1.1.2 [26]. Soit I = ]−1,+1[ . La fonction

f (x) =
1

2
(|x|+ x) ,

appartient à W 1,p (I) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et que

f ′ = H (x) =

 1 si 0 < x < 1,

0 si − 1 < x < 0.

En effet, il est facile de voir que f est continue et bornée sur I. Elle appartient donc

à Lp (I) pour tout

1 ≤ p ≤ ∞.

Montrons que sa dérivée au sens des distributions vaut à H : On a, pour tout g ∈

C1c (I) ,

−
∫
I

fg′ = −
∫ 0

−1
fg′ −

∫ 1

0

fg′ = −
∫ 1

0

xg′.

Grâce à l’intégration par parties, on a

−
∫
I

fg′ = − [xg]10 +

∫ 1

0

g =

∫ 1

0

g =

∫
I

Hg.

Ainsi, f ′ = H. Or H est bornée sur I, et donc H ∈ Lp (I) pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Ainsi, f ∈ W 1,p (I) . Notons que H n’appartient pas à W 1,p (I) pour 1 ≤ p ≤ ∞, car
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sinon on peut montrer que H ′ = 0 p.p. sur I. Par conséquent on aurait

−
∫
I

Hg′ = −
∫ 1

0

g′ = g (0)− g (1) = g (0) = 0 ∀g ∈ C1c (I) ,

ce qui est clairement absurde.

Proposition 1.1.6 L’espace Wm,p (I) muni de la norme

‖f‖Wm,p = ‖f‖LP +
m∑
k=1

∥∥f (k)∥∥
Lp
,

est un espace de Banach.

L’espace Hm (I) = Wm,2 (I) muni du produit scalaire

(f, g)Hm = (f, g)L2 +
m∑
k=1

(
f (k), g(k)

)
L2
,

est un espace de Hilbert.

1.1.4 Espace de Sobolev Wm,p
0 (I)

Définition 1.1.8 Étant donnés 1 ≤ p ≤ +∞ et m ∈ N. On désigne par Wm,p
0 (I) la

fermeture de Cm
c (I) dans Wm,p (I). On note Hm

0 = Wm,2
0 (I) .

Théorème 1.1.7 [23].L’espace C∞c (Ī) est dense dans Hm(I).

Proposition 1.1.7 (Inégalité de Poincaré) [26]. Soit I borné de R. Alors, il existe

une constante Cp > 0 (dépendant de |I| ) telle que pour tout f ∈ W 1,p
0 (I)

‖f‖W 1,p(I) ≤ Cp ‖f ′‖Lp .

Autrement dit, sur W 1,p
0 (I) la quantité ‖f ′‖

Lp
définie une norme équivalente à la

norme usuelle de W 1,p (I).
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Preuve. Pour f ∈ W 1,p
0 (I) on a

|f (x)| = |f (x)− f (a)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f ′ (t) dt

∣∣∣∣ ≤ ‖f ′‖L1 .
Donc

‖f‖L∞ ≤ ‖f ′‖L1 .

De plus, grâce à l’inégalité de Hölder (Proposition 1.1.1)

‖f‖Lp =

(∫
|f (x)|p

) 1
p

≤ ‖f ′‖L1 (|I|)
1
p ≤ ‖f ′‖Lp (|I|)

1
p′ (|I|)

1
p = ‖f ′‖Lp (|I|) .

Finalment

‖f‖W 1,p = ‖f‖Lp + ‖f ′‖Lp ≤ [1 + |I|] ‖f ′‖Lp , tel que Cp = [1 + |I|]

Remarque 1.1.5 On a la caracterisation suivante de Hm
0 (I)

Hm
0 (I) =

{
f ∈ Hm (I) , f = f ′ = ... = f (m−1) = 0 sur ∂I

}
.

Il convient de bien distinguer

H2
0 (I) =

{
f ∈ H2 (I) , f = f ′ = 0 sur ∂I

}
,

et

H2 (I) ∩H1
0 (I) =

{
f ∈ H2 (I) , f = 0 sur ∂I

}
.
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Théorème 1.1.8 Soit f ∈ Wm,p (I) . Alors

f ∈ Wm,p
0 (I) ,

si et seulment si

∀k ∈ {1, ....,m− 1} f (k) (x) = 0 pour x ∈ ∂I.

1.1.5 Les injéctions de Sobolev

Théorème 1.1.9 [26]. Il existe une constante C (dépendant seulment de |I| ≤ ∞)

telle que

‖u‖L∞(I) ≤ C ‖u‖W 1,p(I) ∀u ∈ W 1,p (I) ∀1 ≤ p ≤ ∞,

autrement dit W 1,p (I) ⊂ L∞ (I) avec l’injection continue pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

De plus, lorsque I est borné on a

1) L’injection W 1,p (I) ⊂ C
(
I
)
est compact pour 1 < p ≤ ∞.

2) L’injection W 1,1 (I) ⊂ Lq (I) est compact pour 1 ≤ q <∞.

1.2 Séries de Fourier

1.2.1 Séries trigonométriques

Définition 1.2.1 Une fonction f défnie sur un ensemble Df ∈ R est dite périodique

de période T ∈ R∗(ou T -périodique) si pour tout x ∈ Df , on a

x+ T ∈ D et f (x+ T ) = f (x) .

Définition 1.2.2 On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions
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de la forme
a0
2

+
∞∑
n=1

[an cos (nwx) + bn sin (nwx)] ,

avec x ∈ R, w > 0, an, bn ∈ R, pour tout n ∈ N. Les nombers a0, an, bn, n ∈ N∗ sont

appelées coeffcients de Fourier de cette série.

Exemple 1.2.1 Soit f la fonction périodique (T = 2π) définie par :

f (x) = x pour − π ≤ x ≤ π.

La série de Fourier associée à f converge t-elle vers f ?

Solution 1.2.1 On ala série associée à f est

a0 +
∞∑
n=1

(an cos (nwx) + bn sin (nwx)) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin (nx) .

Vérification des condition de Dirichlet :

-La fonction f est continue sur ]−π, π[ et elle n’est pas continue en −π et en π avec

lim
x→−π−

f (x) = π et lim
x→−π+

f (x) = −π (nombre fini de points de non discontinuité) ;

-La fonction f est dérivable sur ]−π, π[ et elle n’est pas dérivable en −π et en π, car

f n’est pas continue en ces points (nombre fini de points de non dérivabilité) .

Ainsi, les conditions de Dirichlet sont vérifiées et donc ;

f (x) = 2
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
sin (nx) , pour tout x ∈ ]−π, π[ .

Celle égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, la

somme de la série est égale à la moyenne arithmétique des limites de la fonction à

gauche et droite, c’est-à-dire 0.
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1.2.2 Série de Fourier de fonctions 2π-périodiques.

Définition 1.2.3 Soit f : R −→ R une fonction périodique de période T = 2π. On

suppose que
∫ α+2π
α

|f (t)| dt converge pour tout α ∈ R.

On appelle série de Fourier associée à f , la série trigonométrique notée

a0
2

+

∞∑
n=1

[an cos (nx) + bn sin (nx)] ,

avec

an = 1
π

∫ 2π
0
f (x) cos (nx) dx et bn = 1

π

∫ 2π
0
f (x) sin (nx) dx, n ∈ N.

Remarque 1.2.1 1. Si la fonction f est paire

an =
2

π

∫ π

0

f (x) cos (nx) dx et bn = 0, n ∈ N.

2. Si la fonction f est impaire

bn =
2

π

∫ π

0

f (x) sin (nx) dx et an = 0, n ∈ N.

Théorème 1.2.1 ( Dirichlet) [22] [20] Soit f : R −→ R une fonction périodique

de période T = 2π satisfaisant aux conditions suivantes (appelées conditions de Di-

richlet) :

◦En tout point x0, les limites de f à droite et à gauche en x0 existent et les discon-

tinuité de f sont en nomre fini dans tout intervalle fini.

◦f admet en tout point une dérivée à droite et une dérivée à gauche.
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Alors la série de Fourier associée à f est convergente et on a

a0
2

+

∞∑
n=1

[an cos (nx) + bn sin (nx)] =

 f (x) si f est continue en x,
f (x+ 0) + f (x− 0)

2
si f est discontinue en x.

De plus la convergence est uniforme sur tout intervalle de R où la fonction f est

continue. Les notation f (x+ 0) et f (x− 0) représentent respectivement les limites

à droit et à gauche de f au point x.

Théorème 1.2.2 (Egalité de Parseval) [22] [21]

Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période 2π, aolrs on a

a20
2

+
∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
=

1

π

∫ 2π

0

(f (x))2 dx =
1

π

∫ π

−π
(f (x))2 dx.

1.3 Les opérateurs dissipatifs et le théorème de

Lumer-Phillips

1.3.1 Opérateurs dissipatifs

Définition 1.3.1 [20]. Soit A : D (A) ⊂ H → H un opérateur linéaire non-borné.

On dit que A est dissipatif si

(Aυ, υ) ≤ 0 ∀υ ∈ D (A) ,

A est maximal si Im (I −A) = H i.e

∀f ∈ H, ∃u ∈ D (A) tel que u−Au = f.

On dit que A est monotone si −A est dissipatif i.e (Au, u) ≥ 0 pour tout u ∈ D (A) .
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Définition 1.3.2 Un opérateur linéaire non borné A dans E est dit m-dissipatif si

A est dissipatif et

∀f ∈ E,∀λ > 0,∃x ∈ D (A) tel que λx− Ax = f.

Théorème 1.3.1 Soit E est un espace de Banach, si A est m-dissipatif alors, pour

tout λ > 0, l’opérateur λI −A admet un inverse, (λI − A)−1 f appartient à D (A) ,

pourtout f ∈ E et (λI − A)−1 est un opérateur linéaire borné sur E vérifiant

∥∥(λI − A)−1
∥∥ ≤ 1

λ
.

Proposition 1.3.1 [20]. Si A est un opérateur m-dissipatif alors

1) D (A)est dense dans A.

2) A est fermé.

3) ∀λ > 0, (I − λA) est bijectif de D (A) sur H, (I − λA)−1 est un opérateur borné

et ∥∥(I − λA)−1
∥∥
L(H) ≤ 1.

Preuve.

a) Soit f ∈ H tel que (f, υ) = 0 pour tout υ ∈ D (A) . Vérifions que f = 0. En effet,

il existe υ0 ∈ D (A) tel que

υ0 +Aυ0 = f.

On a

0 = (f, υ0) = |υ0|2 + (Aυ0, υ0) ≥ |υ0|2 .

Donc υ0 = 0 et par suite f = 0.

b)Notons d’abord que pour tout f ∈ H il existe u ∈ D (A) unique tel que u+Au = f.
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En effet si u désigne une autre solution alors on a

(u− u) +A (u− u) = 0.

Prenant le produit scalaire avec (u− u) et appliquant la dissipatif de A on voit que

u− u = 0.

D’autre part on a

|u|2 + (Au, u) = (f, u)

et par suite |u| ≤ |f | .

L’opérateur f 7−→ u noté (I −A)−1 est donc un opérateur linéaire borné de H dans

H et ∥∥(I +A)−1
∥∥
L(H) ≤ 1.

Montrons que A est fermé.

Soit (un) une suite telle que un ∈ D (A) pour tout n, un → u et Aun → f. Il faut

vérifier que u ∈ D (A) et que Au = f.

On a

un +Aun → u+ f,

et donc

un = (I −A)−1 (un +Aun)→ (I +A)−1 (u+ f) .

Par conséquent

u = (I −A)−1 (u+ f) i.e. u ∈ D (A) et u+Au = u+ f.

c) Supposons que pour un certain λ0 > 0 on ait R(I + λ0A) = H. On va montrer
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que pour tout

λ >
λ0
2
on a R (I + λA) = H.

Commençons par noter − exactement comme en b −, que pour tout f ∈ H il existe

u ∈ D (A) unique tel que u + λ0Au = f ; l’opérateur f 7−→ u est noté (I + λ0A)−1

et l’on a ∥∥(I + λ0A)−1
∥∥
L(H) ≤ 1.

On cherche à résoudre l’équation

u+ λAu = f avec λ > 0. (1.8)

On écrit (1.8) sous la forme

u+ λ0Au =
λ0
λ
f +

(
1− λ0

λ

)
u

ou encore

u = (I + λ0A)−1
[
λ0
λ
f +

(
1− λ0

λ

)
u

]
. (1.9)

On voit alors que si ∣∣∣∣1− λ0
λ

∣∣∣∣ < 1 i.e. λ >
λ0
λ
,

alors (1.9) admet une solution grâce au théorème de point fixe de Banach.

Concluons. Si A est m-dissipatif alors I + A est surjectif. D’aprés ce qui précède

I + λA est surjectif pour

λ >
1

2

donc aussi pour

λ >
1

4
, etc.
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Par récurrence on voit que I + λA est surjectif pour tout λ > 0.

Remarque 1.3.1 Si A est m-dissipatif, alors λA est aussi m-dissipatif pour tout

λ > 0. Par contre si A et B sont deux opérateurs m-dissipatif alors A+B défini sur

D (A) ∩ D (B) n’est par nécessairement m-dissipatif.

Exemples d’opérateurs m-dissipatifs :

Soit I un intervalle borné de R

L’opérateur de la chaleur dans L2 (I) On pose X = L2 (I) , D (A1) = H2 (I)∩

H1
0 (I) et A1u = u′′ pour tout u ∈ D (A1) . L’opérateur (A1,D (A1)) est m-dissipatif

dans L2 (I) .

L’opérateur de la chaleur dans LP (I) On pose X = Lp (I) , avec 1 < p < ∞,

D (A2) = W 2,p (I) ∩ W 1,p
0 (I) et A2u = u′′ pour tout u ∈ D (A2) . L’opérateur

(A2,D (A2)) est m-dissipatif dans Lp (I) .

1.3.2 Théorème de Lumer-Phillips

Théorème 1.3.2 (Lumer-Phillips) [24]. Soit A un opérateur maximal dissipative

dans un espace de Hilbert H. Alors pour tout u0 ∈ D (A) il existe une fonction

u ∈ C1 ([0, +∞[ ;H) ∩ C ([0, +∞[ ;D (A))

unique telle que 
du

dt
= Au sur [0,+∞[

u (0) = u0

. (1.10)
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De plus on a

|u (t)| ≤ |u0| et

∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣ = |Au (t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0.

Remarque 1.3.2 L’intérêt principal du théorème 1.3.1 réside dans le fait que pour

résoudre le problème d’évolution (1.10) on se ramène à vérifier que A est maximal

dissipative, c’est-à-dire, à étudier l’equation stationnaire

u− λAu = f.

1.4 Quelques inégalités utiles

Les inégalités suivantes ont une grande importance.

Proposition 1.4.1 Soient (an) , (bn) des réels. Alors

(∑
anbn

)2
≤
(∑

a2n

)(∑
b2n

)

avec égalité si et seulement si les vecteurs an, bn sont colinéaires, c’est à dire quel

existe un nombre réel k tel que

an = kbn,∀n.

Cas particulier : si bn = 1, alors

(∑
an

)2
≤ n

∑
a2n. (1.11)
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Preuve. On pose

A =
(∑n

i=1
a2i

)(∑n

i=1
b2i

)
et B =

(∑n

i=1
aibi

)2

A−B =

n∑
i=1

a2i b
2
i +

n∑
i,j=1
i 6=j

a2i b
2
j −

n∑
i=1

a2i b
2
i − 2

n∑
i,j=1
i 6=j

aiajbibj

=
n∑

i,j=1
i 6=j

(
a2i b

2
j + a2jb

2
i − 2aiajbibj

)
=

∑
1≤i≤j≤n

(aibj − ajbi)2

≥ 0.

D’où la conclusion.

Théorème 1.4.1 (Inégalité de Young) [20]. Soient p et q deux réel tels

que
1

p
+

1

q
= 1.

Alors

∀ (a, b) ∈ R2+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

p
ap +

1

qε
q
p
bq.

Si

p = q = 2,

on a

∀ (a, b) ∈ R2+, ∀ε > 0, ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2.

Lemme 1.4.1 (Inégalité de Cauchy Schwarz) . Soit H un espace de Hilbert muni
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d’un produit scalaire (., .) , alors

∀f, g ∈ H : |(f, g)| ≤ (f, f)
1
2 (g, g)

1
2 .
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Chapitre 2

L’existence et l’unicité d’un

systéme thermoélastique à double

porosité

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence et l’unicité des probléms (12) −

(14) . A partir les équations (12)2 , (12)3 et (12)4, on trouve le systéme des

équations diffi rentielles linéaires d’ordre 1 suivant


k1∂tt

∫ π
0
ϕdx = −α1

∫ π
0
ϕdx− α3

∫ π
0
ψdx+ γ1

∫ π
0
θdx− ε1∂t

∫ π
0
ϕdx− ε2∂t

∫ π
0
ψdx,

k2∂tt
∫ π
0
ψdx = −α3

∫ π
0
ϕdx− α2

∫ π
0
ψdx+ γ2

∫ π
0
θdx− ε3∂t

∫ π
0
ϕdx− ε4∂t

∫ π
0
ψdx,

c∂t
∫ π
0
θdx = −γ1∂t

∫ π
0
ϕdx− γ2∂t

∫ π
0
ψdx,

ce systéme peut s’écrit sous la forme

Yt = MY, Y0 =

(∫ π

0

ϕ0dx,

∫ π

0

φ0dx,

∫ π

0

ψ0dx,

∫ π

0

ξ0dx,

∫ π

0

θ0dx

)
, (2.1)

où

Y =

(∫ π

0

ϕdx,

∫ π

0

ϕtdx,

∫ π

0

ψdx,

∫ π

0

ψtdx,

∫ π

0

θdx

)
,
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et

M =



0 1 0 0 0

−α1
k1
− ε1
k1
−α3
k1
− ε2
k1

γ1
k1

0 0 0 1 0

−α3
k2
− ε3
k2
−α2
k2
− ε4
k2

γ2
k2

0 −γ1
c

0 −γ2
c

0


(2.2)

Alors, la solution de (2.1) est donne par

Y = eMtY0.

On sait que pour le problème déterminé par (12) − (14), on peut toujours prendre

des solutions où ϕ, ψ et θ sont des constants, pour cela, on suppose que Y0 = 0R5

c’est- â -dire

∫ π

0

ϕ0dx =

∫ π

0

φ0dx =

∫ π

0

ψ0dx =

∫ π

0

ξ0dx =

∫ π

0

θ0dx = 0, (2.3)

de sorte que, Y = 0 c’est- â -dire

∫ π

0

ϕdx =

∫ π

0

ϕtdx =

∫ π

0

ψdx =

∫ π

0

ψtdx =

∫ π

0

θdx = 0, t ∈ (0,+∞) . (2.4)

Maintenant, on définit l’espace de Hilbert suivant

H = {(u, υ, ϕ, φ, ψ, ξ, θ) ∈ H1×L2 ×H1 × L2 ×H1 × L2 × L2 :∫ π

0

ϕ (x) dx =

∫ π

0

φ (x) dx =

∫ π

0

ψ (x) dx =

∫ π

0

ξ (x) dx =

∫ π

0

θ (x) dx = 0} (2.5)
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muni du produit scalaire défini comme suit

(U,U∗)H :=
1

2

∫ π

0

(
µuxu∗x + ρυυ∗ + buxϕ∗ + bu∗xϕ+ duxψ∗

)
dx

+
1

2

∫ π

0

(
du∗xψ + αϕxϕ∗x + γψxψ∗x + b1ϕxψ∗x + b1ϕ∗xψx

)
dx

+
1

2

∫ π

0

(
k1φφ∗x + k2ξξ∗ + α1ϕϕ∗ + α2ψψ∗ + α3ϕψ∗ + α3ϕ∗ψ + cθθ∗

)
dx,

(2.6)

pour tout

U = (u, υ, ϕ, φ, ψ, ξ, θ)T , U∗ = (u∗, υ∗, ϕ∗, φ∗, ψ∗, ξ∗, θ∗) ∈ H.

En posant υ = ut, φ = ϕt, ξ = ψt, notre problème s’écrit alors sous la forme Ut = AU,

U (0) = U0 = (u0, υ0, ϕ0, φ0, ψ0, ξ0, θ0) ,
(2.7)

où l’opérateur A : D (A) ⊂ H → H est défini par

AU=



υ

1
ρ

(µuxx + bϕx + dψx − βθx)

φ

1
k1

(αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − ε1φ− ε2ξ)

ξ

1
k2

(b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − ε3φ− ε4ξ)
1
c

(kθxx − βυx − γ1φ− γ2ξ)



. (2.8)

D (A) (le domaine de définition de A) est l’ensemble des U ∈ H tels que AU ∈ H.
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Alors

D (A)=
{
U ∈ H : υ, φ, ξ ∈ H1; ϕ, ψ ∈ H2; µuxx − βθx ∈ L2; θxx ∈ L2;

αϕx + b1ψx − bu = b1ϕx + γψx − du = kθx − βυ = 0, x ∈ (0, π)} . (2.9)

Il est clair que D (A) est un sous-espace de H.

Théorème 2.0.2 Pour U0 ∈ D (A) , il existe une unique solution

U ∈ C1 ([0,∞) ,H) ∩ C0 ([0,∞) ,D (A)) ,

au problème (2.7).

Pour demontrer ce théorème, on aura besoin de deux lemmes suivants

Lemme 2.0.2 L’opérateur A est dissipatif. Autrement dit, pour tout

U ∈ D (A) , Re (AU,U) ≤ 0.

En utilisant le produit scalaire, pour tout U ∈ H, on a

2 (AU,U)H = µ

∫ π

0

υxuxdx+

∫ π

0

(µuxx + bϕx + dψx − βθx) υdx

+ b

∫ π

0

υxϕdx+ b

∫ π

0

uxφdx+ d

∫ π

0

υxψdx+ d

∫ π

0

uxξdx

+ α

∫ π

0

φxϕxdx+ γ

∫ π

0

ξxψxdx+ b1

∫ π

0

φxψxdx+ b1

∫ π

0

ϕxξxdx

+

∫ π

0

(αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − ε1φ− ε2ξ)φdx

+

∫ π

0

(b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − ε3φ− ε4ξ) ξdx

+ α1

∫ π

0

φϕdx+ α2

∫ π

0

ξψdx+ α3

∫ π

0

φψdx+ α3

∫ π

0

ϕξdx

+

∫ π

0

(kθxx − βυx − γ1φ− γ2ξ) θdx.
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Grâce à la formule d’integration par partie, on trouve après la simplication

2 (AU,U)H = 2iµ

∫ π

0

Im (υxux) dx+ 2ib

∫ π

0

Im (υxϕ) dx+ 2id

∫ π

0

Im
(
υxψ

)
dx

+ 2iβ

∫ π

0

Im (υxθ) dx+ 2ib

∫ π

0

Im(uxφ)dx

+ 2id

∫ π

0

Im(uxξ)dx+ 2iα

∫ π

0

Im(φxϕx)dx

+ 2iγ

∫ π

0

Im(ξxψx)dx+ 2ib1

∫ π

0

Im(φxψx)dx

+ 2ib1

∫ π

0

Im(ϕxξx)dx+ 2iα1

∫ π

0

Im(φϕ)dx

+ 2iα3

∫ π

0

Im(φψ)dx+ 2iγ1

∫ π

0

Im(θφ)dx

+ 2iα3

∫ π

0

Im(ϕξ)dx+ 2iα2

∫ π

0

Im(ξψ)dx

+ 2iγ2

∫ π

0

Im(θξ)dx− ε4
∫ π

0

|ξ|2 dx

− ε1
∫ π

0

φφdx− ε3
∫ π

0

φξdx− ε2
∫ π

0

ξφdx− k
∫ π

0

θxθxdx. (2.10)

En passant à la partie reèl, on voit que

Re (AU,U)H =

(
−1

2

∫ π

0

(
ε4 |ξ|2 + ε1 |φ|2 + (ε3 + ε2) Re

(
φξ
))
dx− 1

2

∫ π

0

k |θx|2 dx
)
≤ 0.

(2.11)

Compte tenu des hypothèses (11), le lemme est démontré.

Lemme 2.0.3 L’opérateur A est surjectif.

Preuve. On doit preuver que, pour chaque

F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ∈ H,

il existe

U = (u, υ, ϕ, φ, ψ, ξ, θ)T ∈ D (A),
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tel que AU = F ; ceci s’écrit comme suite



f1 = υ

ρf2 = µuxx + bϕx + dψx − βθx

f3 = φ

k1f4 = αϕxx + b1ψxx − bux − α1ϕ− α3ψ + γ1θ − ε1φ− ε2ξ

f5 = ξ

k2f6 = b1ϕxx + γψxx − dux − α3ϕ− α2ψ + γ2θ − ε3φ− ε4ξ

cf7 = kθxx − βυx − γ1φ− γ2ξ

(2.12)

en substituant l’equations (2.12)1, (2.12)3, (2.12)5 aux équations (2.12)7, (2.12)4,

(2.12)6 respectivement, on obtient



υ = f1

µuxx + bϕx + dψx = ρf2 + βθx

φ = f3

k1f4 + bux + α1ϕ+ α3ψ − γ1θ + ε1f3 + ε2f5 = αϕxx + b1ψxx

ξ = f5

k2f6 + dux + α3ϕ+ α2ψ − γ2θ + ε3f3 + ε4f5 = b1ϕxx + γψxx

kθxx = cf7 + βf1x + γ1f3 + γ2f5.

(2.13)

On va résoudre le système(2.13) en utilisant les séries de Fourier. Donc, on considère

fi =
∑

f in sinnx pour i = 1, 2 et fi =
∑

f in cosnx pour i = 3, ..., 7 (2.14)

avec

∑
n2(f in)2 <∞, pour i = 1, 3, 5 et

∑
(f in)2 <∞, pour i = 2, 4, 6, 7. (2.15)
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On veut trouver

u =
∑

un sinnx, υ =
∑

υn sinnx, ϕ =
∑

ϕn cosnx, φ =
∑

φn cosnx, (2.16)

ψ =
∑

ψn cosnx, ξ =
∑

ξn cosnx, θ =
∑

θn cosnx.

Des première, troisième et cinquième équations du système (2.12), il s’ensuit que

υn = f 1n, ϕn = f 3n et ξn = f 5n, υ, ϕ, ξ ∈ H1.

Et d’où, de la septième équation de (2.12), il est clair que

θn = − 1

kn2
(
cf 7n + βnf 1n + γ1f

3
n + γ2f

5
n

)
. (2.17)

Alors ∑
n2θ2n =

∑ 1

k2
(
cf 7n + βnf 1n + γ1f

3
n + γ2f

5
n

)2
, (2.18)

en utilisant l’inégalité 1.11, on trouve que

∑
n2θ2n ≤

4c2

k2

∑(
f 7n
)2 − 4β2

k2

∑
n2
(
f 1n
)2 − 4γ21

k2

∑(
f 3n
)2 − 4γ22

k2

∑(
f 5n
)2

(2.19)

compte tenu de cette inégalité et des conditions sur f in, on voit que

∑
n2θ2n <∞

ceci signifié que θxx ∈ L2.
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En retournant à (2.13) on obtient


−µn2un − bnϕn − dnψn = ρf 2n − βnθn

bnun + (α1 + αn2)ϕn + (b1n
2 + α3)ψn = −k1f 4n − ε1f 3n − ε2f 5n + γ1θn

dnun + (α3 + b1n
2)ϕn + (α2 + γn2)ψn = −ε3f 3n − ε4f 5n − k2f 6n + γ2θn

(2.20)

Par conséquent

un =
p5 (n) θn + f 2np4 (n) + f 3np

1
3(n) + f 4np

2
3 (n) + f 5np

3
3 (n) + f 6np

4
3 (n)

nq5(n)
,

ϕn =
θnp

1
4 (n) + f 2np

5
3 (n) + f 3np

2
4(n) + f 4np

3
4 (n) + f 5np

4
4 (n) + f 6np

5
4 (n)

nq5 (n)
(2.21)

et

ψn =
θnp

6
4 (n) + f 2np

6
3 (n) + f 3np

7
4(n) + f 4np

8
4 (n) + f 5np

9
4 (n) + f 6np

10
4 (n)

nq5(n)
(2.22)

tels que

pik, i = 1, ........, 10,

sont des polynômes de dégrée inférieur ou égale â k et

q5(n) = n5µ
(
b21 − αγ

)
+ n3

(
−αα2µ− α1γµ+ b2γ − 2bb1d+ 2α3b1µ+ αd2

)
+ n

(
−α1α2µ+ α23µ+ α2b

2 − 2α3bd+ α1d
2
)
. (2.23)

On remarquons que q5(n) est un polynome de degré 5 car

µ
(
b21 − αγ

)
6= 0.

Comme f i, θ ∈ L2 donc ∃ c ∈ R+ tel que ∀n |f in|
2
< c et |θn|2 < c.
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Alors

ϕn
+∞∼ c1

n2
, (2.24)

d’où ϕ ∈ H2.

De la même manière, on trouve ψ ∈ H2.Maintenant, on montre que µuxx−βθx ∈ L2.

On a :

µuxx − βθx =
∑(

−µn2un + βnθn
)

=
∑(

bnϕn + dnψn + ρf 2n
)

mais

ϕn, ψn, f
2
n ∈ L2

donc

µuxx − βθx ∈ L2.

Ceci termine la preuve.
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Conclusion

A la lumière de cette étude, nous avons montré l’existence et l’unicité d’un système

thermoélastique à double porosité avec la loi de Fourier aggissant sur l’équation de

déplacement.

Le travail présenté peut être développé dans le futur en ajoutant la stabilité éx-

ponnentielle d’un systéme thermoélastique à double porosité. Nous envisageons, par

exemple, en perspective, d’appliquer le modèle d’ordre élevé à quatre variables pour le

calcul de différentes formes de structures minces et épaisses en matériaux à gradient

de propriétés sous la combinaison des différents types de chargement et en tenant

compte des changements dans les propriétés matérielles des matériaux constitutifs

dus à la température.
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Résumé 

    Le but de ce mémoire est d'étudier l'existence et 

l'unicité d'un système thermoélastique avec double 

porosité, qui modélise les déformations d'un matériau 

thermoélastique à double porosité où la conductivité 

thermique est donnée par la loi de Fourier aggissant 

sur l'équation de déplacement. 

Abstract  

The purpose of memory thesis is to study the existence 

and uniqueness of a thermoelastic system with double 

porosity, which models the deformations of a 

thermoelastic material at double porosity where the 

thermal conductivity is given by Fourier law acting on 

the displacement equation. 

 ملخص

الغرض من هذه المذكرة هو دراسة وجود ووحدانية حل نظام مرن 

لينة حراريا في حراري ذو مسامية مزدوجة والذي يصوغ تشوهات مادة 

سطة قانون المسامية المزدوجة حيث يتم إعطاء الموصلية الحرارية بوا

  فورييه الذي يعمل على معادلة الازاحة.  
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