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Résumé
Dans ce mémoire , on va introduire la notion d’appllication harmonique entre deux

variétés Riemanniennes ϕ : (M,g) → (N,h) qui est une solution d’équation dérivèe (La-
placien ) et donnant quelques propriétés principale .
Par suite , on va introduire aussi la notion d’application bi-harmonique qui une prolonge-
ment d’ application harmonique et on a toute application harmonique est une application
bi-harmonique (la reciproque est fausse)

Abstract
In this thesis , we will introduce the notion of harmonic map between two Riemanian

manifold ϕ : (M,g) → (N,h) which is a solution of derived equation ( la placien ) and
givin some main propeties , consequently we will also introduce the notion of bi-harmonic
map which an extension of harmonic map and we have any harmonic map is a bi-harmonic
map (the converse is false ).
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 ملخص

 حل المعادلة سوف نقدم مفهوم التطبيق التوافقي بين اثنين من مشعب ريماني وهو , في هذه المذكرة 

. و إعطاء بعض الخصائص الرئيسية( لابلاسيان)المشتقة   

كما أنه ,لتطبيق التوافقي ل يمثل امتدادا  سنقدم أيضا مفهوم التطبيق التوافقي الثنائي الذي, نتيجة لذلك 

  (.العكس خاطئ)و تطبيق توافقي ثنائي تطبيق توافقي ه لدينا أي

 



Introduction

Les initiateurs de la théorie des fonctions harmoniques James Eells et Joseph H. Samp-
son ont montré en 1964 que dans un contexte géométrique adéquat une application ré-
gulière quelconque pouvait être déformée par homotopie en une application harmonique
.Les applications harmoniques sont l’étude du flot de la chaleur par elles-mêmes et à titre
d’inspiration font partie des sujets les plus étudiés dans le domaine de l’analyse géomé-
trique

En géométrie différentielle, une application régulière ϕ : (M, g)→ (N, h) définie d’une
variété Riemannienne dans une autre est dite harmonique lorsqu’elle est solution d’une
certaine équation aux dérivées partielles généralisant l’équation de Laplace. L’équation
des applications harmoniques est en général introduite pour résoudre un problème varia-
tionnel ; il s’agit de l’équation d’Euler-Lagrange associée à la recherche des points critiques
de l’énergie de Dirichlet des applications entre les deux variétés. Par suite, la recherche
des applications harmoniques englobe à la fois celle des géodésiques et celle des fonctions
numériques qui sont harmoniques sur un ouvert de l’espace euclidien.

Ce travail comprend des resultats des applications harmonique et bi-harmonique sur
la variété Reimannienne et donne certaines des principales propriétés
Ce memoire est divisée en trois chapitres.
Le premier chapitre on va étudier la variété différentiable, on parle de la variété topologique
et rappelle la définition de cartes ,atlas.

Et on étudie la courbe,espace tangent et espase cotongent et ses bases ,champs de
vecteur sous le titre notion de l’espace tangent en un point de variété. On présente aussi
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la variété Riemannienne qui est une variété muni d’une métrique Riemannienne , on étudie
les notions de la connexion , tenseurs , courbures ... .
Le deuxiéme chapitre comprenait l’étude des applications harmoniques et la discussion de
la premiére variation d’énergie et quelques exemples ainsi que la tenseur énergie impulsion.
Dans le troisiéme chapitre on définit l’application bi-harmonique qui est le prolongement
d’application harmonique , on donne la définition à la description de leurs propriétés
fondamontales (la premiére variation de bi-énergie , du deuxiéme variation d’énergie et la
tenseur bi-énergie impulsion ) et on donne quelques exemples.
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Chapitre 1
Variété Différentiable

Dans ce chapitre on va étudier la variété différentiable, on parle de la variété topolo-
gique et rappelle la définition de cartes ,atlas.

Et on étudie la courbe,espace tangent et espase cotongent et ses bases ,champs de
vecteur sous le titre notion de l’espace tangent en un point de variété. On présente aussi
la variété Riemannienne qui est une variété muni d’une métrique Riemannienne , on étudie
les notions de la connexion , tenseurs , courbures ...
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1. Variété Différentiable

1.1 Notion de variété différentiable

1.1.1 Variété topologique

Définition 1.1. Soit M un ensemble non vide , M est dit une variété topologique de
dimension n et de classe Ck , k ≥ 1 si

— M est un espace topologique séparé.
— Pour tout P ∈M il existe un ouvert U deM contenant P et un homéomorphisme

définie par ϕ :U −→ ϕ (U) ⊂ Rn; de classe Ck.

Le couple (U,ϕ) est dit carte sur M .

Exemple 1.1. Rn est une variété topologique ( car Rn est un espace topologique séparé
et on prend U = Rn , ϕ = IdRn )

Remarque 1.1. Deux cartes (U,ϕ) et (W,ψ) sur M sont compatibles (équivalentes) si
— U ∩W 6= ∅.

— ψ ◦ ϕ−1 : ψ (U ∩W ) −→ ϕ (U ∩W ) est difféomorphisme.

1.1.2 Atlas sur une variété

Définition 1.2. Un atlas A surM de dimension n et de classe Ck (k ≥ 1) est une famille
de cartes notée A = {(Ui,ϕi)}i∈I ,telque

1. Les ouverts Ui recouvrent M c’est à dire M = ∪
i∈I
Ui,∀i ∈ I.

2. Tout les cartes de A sont compatibles deux à deux

Exemple 1.2. Soit R une variété topologique ;soient U = ]−∞,0[ , W = ]−1,+∞[ on
définit

ϕ : U −→ ϕ (U)
x 7−→ ϕ (x) = ln (−x)

et ψ : W −→ ψ (W )
x 7−→ ψ (x) = x

-On a U ∩W 6= ∅ car −1
2 ∈ U et −1

2 ∈ W et U ∪W = R
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1. Variété Différentiable

ϕ et ψ sont continues et ϕ−1 ,ψ−1 sont aussi continues .Ils sont bijectives donc ϕ et ψ
sont des homéomorphismes.

ϕ ◦ ψ−1 (x) = ln (−x) est bijective et de classe C1 et (ϕ ◦ ψ−1)−1 = e−x est de classe
C1 donc ϕ ◦ ψ−1 est difféomorphisme alors la famille {(]−∞,0[ , ln (−x)) , (]−1,+∞[ ,x)}
est un atlas sur R.

1.1.3 Variété différentiable

Définition 1.3. Soit M une variété topologique de dimension n et de classe Ck (k ≥ 1)
on dit que M est une variété différentiable de classe Ck (k ≥ 1)si

il existe un atlas {(Ui,ϕi)}i∈I de M telque pour tout i, j telque Ui ∩ Uj 6= ∅

l’application
ϕj ◦ ϕ−1

i : ϕi (Ui ∩ Uj) −→ ϕj (Ui ∩ Uj)

est de classe Ck.

Remarque 1.2. 1. Dans toute la suite ,les variétés différentiables seront prises de
classe C∞ et toutes les cartes seront prises de classe C∞.

2. La stucture de variété différentiable de classe Ck de dimension n est la donnée d’un
couple (M,A) où M est une variété topologique et A est un atlas.

Système de coordonnées Soit (U,ϕ) une carte de la variété différentiableM pour p ∈
U,ϕ (p) ∈ Rn peut s’écrire ϕ (p) = (x1 (p) ,x2 (p) ,........,xn (p)) , on appelle le coordonnées
de p dans la carte (U,ϕ) et (x1,x2,........,xn) sont les applications coordonnées.

Exemple 1.3. S2 = {(X,Y,Z) ∈ R3 : X2 + Y 2 + Z2 = 1} est une variété différentiable
de dimension 2 et de classe C∞.

En effet :∃ U1 = S2 \ {(0,0,1)} ,U2 = S2 \ {(0,0,− 1)} deux ouverts de S2 ⊂ R3 ,
puisque leurs complémentaires sont fermés .

ϕ1 : U1 −→ ϕ1(U1) ⊂ R2

M1 7−→ ϕ1 (M1) = M
′

12 Université d’Adrar 2021–2022



1. Variété Différentiable

Avec M1 =


X

Y

Z

 et M ′ =


ξ1

ξ2

0

 , soit N = (0,0,1) ∈ S2,

−−→
NM1 =


X

Y

Z − 1

 , M ′ =


ξ1

ξ2

0

 ,
−−−→
NM

′ =


ξ1

ξ2

−1

 , −−→NM1//
−−−→
NM

′ ⇔ ∃λ ∈ R :

λ
−−−→
NM1 =

−−−→
NM

′

⇔ λ


X

Y

Z − 1

 =


ξ1

ξ2

−1

 =⇒


λX = ξ1

λY = ξ2

λ (Z − 1) = −1

=⇒ λ = 1
1− Z

donc


ξ1 = X

1− Z
ξ2 = Y

1− Z
alors ϕ1 : U1 −→ ϕ1 (U1) ⊂ R2

X

Y

Z

 7−→
(

X

1− Z ,
Y

1− Z

)
avec 1− Z 6= 0

1. ϕ1 est continue sur U1 car ses composantes sont continues sur U1

2. ϕ1 est surjective par construction car ϕ1 : U1 −→ ϕ1 (U1)

-En effet ϕ1 est injective par définition : Soient (X,Y,Z) ,
(
X

′
,Y

′
,Z

′
)
∈ U1

ϕ1 (X,Y,Z) = ϕ1
(
X

′
,Y

′
,Z

′
)
⇔


X

1− Z = X
′

1− Z ′

Y

1− Z = Y
′

1− Z ′

(1)

⇐⇒


X2

(1− Z)2 = X
′2

(1− Z ′)2

Y 2

(1− Z)2 = Y
′2

(1− Z ′)2

(2)

(2) =⇒
X2 + Y 2

(1− Z)2 = X
′2 + Y

′2

(1− Z ′)2 ⇔
1− Z2

(1− Z)2 = 1− Z ′2

(1− Z ′)2
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1. Variété Différentiable

⇐⇒ (1− Z) (1 + Z)
(1− Z)2 =

(
1− Z ′

) (
1 + Z

′
)

(1− Z ′)2

⇐⇒ 1 + Z

1− Z = 1 + Z
′

1− Z ′ ⇒ (1 + Z)
(
1− Z ′) = (1− Z)

(
1 + Z

′)
⇒ Z = Z

′
.

On remplace ce résultat dans (1), on obtient

 X = X
′

Y = Y
′ En effet (X,Y,Z) = (X ′

,Y
′
,Z

′)

donc ϕ1 est injective sur U1. ainsi ϕ1 est bijective . ϕ−1
1 : ϕ1 (U1) ⊂ R2 −→ U1;

−−−→
NM1 = µ

−−−→
NM

′
X

Y

Z − 1

 = µ


ξ1

ξ2

−1

⇔


X = µξ1

Y = µξ2

Z = −µ+ 1

⇒ µ = 1− Z.

On a X2 + Y 2 + Z2 = 1 c’est à dire Z 6= 1 donc µ 6= 0.
µ2 (ξ2

1 + ξ2
2) + (1− µ)2 = 1⇔ µ = 2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 donc

ϕ−1
1 : ϕ1 (U1) ⊂ R2 −→ U1

(ξ1,ξ2) 7−→
(

2ξ1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
2ξ2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
ξ2

1 + ξ2
2 − 1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1

)

ϕ−1
1 est continue ,donc ϕ1 est un homéomorphisme sur U1. De mème maniére pour ϕ2 ,

avec −−→SM1//
−−→
SM

′ telle que S = (0,0,− 1)

ϕ2 : U2 −→ ϕ2 (U2) ⊂ R2
X

Y

Z

 7−→ ϕ2 (X,Y,Z) =
(

X

Z + 1 ,
Y

Z + 1

)

avec Z + 1 6= 0

ϕ−1
2 : ϕ2 (U2) ⊂ R2 −→ U2

(ξ1,ξ2) 7−→
(

2ξ1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
2ξ2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
1− ξ2

1 − ξ2
2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1

)
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1. Variété Différentiable

ϕ1◦ϕ−1
2 : ϕ2 (U1 ∩ U2) −→ ϕ1 (U1 ∩ U2)

(ξ1,ξ2) 7−→ ϕ1 ◦ ϕ−1
2 (ξ1,ξ2) = ϕ1

(
2ξ1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
2ξ2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
1− ξ2

1 − ξ2
2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1

)

=
(

ξ1

ξ2
1 + ξ2

2
,

ξ2

ξ2
1 + ξ2

2

)

ϕ2◦ϕ−1
1 : ϕ1 (U1 ∩ U2) −→ ϕ2 (U1 ∩ U2)

(ξ1,ξ2) 7−→ ϕ2 ◦ ϕ−1
1 (ξ1,ξ2) = ϕ2

(
2ξ1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
2ξ2

ξ2
1 + ξ2

2 + 1 ,
ξ2

1 + ξ2
2 − 1

ξ2
1 + ξ2

2 + 1

)
= (−ξ1,− ξ2)

ϕ2 ◦ ϕ−1
1 , ϕ1 ◦ ϕ−1

2 sont de classe C∞ car leurs composantes sont de classe C∞.
Alors S2 est dite une varieté différentiable de dimension 2 et de classe C∞.
· {(U1,ϕ1) , (U2,ϕ2)} est un atlas sur S2.

Remarque 1.3. On peut généraliser pour
Sn =

{
(x1,......,xn+1) ∈ Rn+1/ x2

1 + ........+ x2
n+1 = 1

}
est une variété différentiable de di-

mension n et de classe C∞ sur Rn+1.

1.2 Notion d’espace tangente en un point de variété

1.2.1 Courbe tracée sur une variété

Définition 1.4. Une courbe tracée sur une variété différentiable M de dimension n et
de classe Ck (k ≥ 1 ou C∞) est l’application γ de classe Ck (k ≥ 1 ou C∞).avec

γ : I ⊂ R −→ M

t 7−→ γ (t)
(avec 0 ∈ I).

On note par
C (M,γ) = {courbe tracé sur M,γ passant par P, tel que γ (0) = P} .
On va définir une relation R tel que
∀γ1,γ2 ∈ C (M,γ) : γ1Rγ2 ⇔ ∃ (U,ϕ) ∈ A tel que d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ γ2)/t=0

Donc R est une relation d’équivalence.

15 Université d’Adrar 2021–2022



1. Variété Différentiable

En effet

i )Soit γ ∈ C (M,γ) , ∀ (U,ϕ) ∈ A on a d

dt
(ϕ ◦ γ)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ γ)/t=0 alors γRγ en

effet R est réfléxive.

ii ) Soient γ1,γ2 ∈ C (M,γ) γ1Rγ2 ⇔ ∃ (U,ϕ) ∈ A tel que d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 =

d

dt
(ϕ ◦ γ2)/t=0

comme l’égalité est symétrique dans Rn ,alors d

dt
(ϕ ◦ γ2)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 donc

,γ2Rγ1 ⇒ R est symétrique.

iii ) Soient γ1,γ2,γ3 ∈ C (M,γ) ,on a γ1Rγ2 et γ2Rγ3 ⇔ ∃ (U,ϕ) , (V,ψ) ∈ A tel que
d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ γ2)/t=0

d

dt
(ψ ◦ γ2)/t=0 = d

dt
(ψ ◦ γ3)/t=0

On considére que U ∩ V 6= ∅ :
d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ γ1)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ γ2)/t=0

On utilise D (f ◦ g) (x) = (Df (g (x)))Dg (x)
alors d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 = d

dt
(ϕ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ γ2)/t=0 on pose f = ϕ ◦ ψ−1 et g = ψ ◦ γ2

donc d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 = (D (ϕ ◦ ψ−1)) (ψ ◦ γ2)/t=0

[
d

dt
(ψ ◦ γ2)/t=0

]
On a

d

dt
(ψ ◦ γ2)/t=0 = d

dt
(ψ ◦ γ3)/t=0

donc

d

dt
(ϕ ◦ γ1)/t=0 =

(
D
(
ϕ ◦ ψ−1

))
(ψ ◦ γ2)/t=0

[
d

dt
(ψ ◦ γ3)/t=0

]

=
(
D
(
ϕ ◦ ψ−1

))
(ψ ◦ γ3 + k)/t=0

[
d

dt
(ψ ◦ γ3)/t=0

]
(k constante)

= d

dt

(
ϕ ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ γ3

)
/t=0

= d

dt
(ϕ ◦ γ3)/t=0 ⇒ γ1Rγ3

Enfin R est transitive alors R est une relation d’équivalence.
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1. Variété Différentiable

1.2.2 Espace tangent et Espace cotangent

Définition 1.5. Un espace tangent à M en p est l’ensemble des classes d’ équiva-
lences des courbes tangentes en p pour la relation R .On note γ ou [γ] pour les classes
d’équivalence et l’espace tangent en p = γ (0) par TpM

L’espace cotangent TpM est un espase vectoriel alors il est possible de considé-
rer son dual ,notons T ∗pM ,c’est l’espace cotangent,l’ensemble des applications linéaires
continues définient par f ∈ T ∗pM c’est à dire f : TpM −→ R qui est lui méme un espace
vectoriel,de méme dimension de TpM.

Une base de l’espace tangent et Une base de l’espace cotangent
L’espace tangent de M au point p noté TpM muni d’une base

eα = ∂

∂xα

Et tous les vecteurs dans cette espace s’écrivent toujours dans cette base

w = wα
∂

∂xα

Exemple 1.4. tous les formes de la géométrie Riemannienne s’écrivent dans cette base.

L’espace cotangent de M au point p noté T ∗pM est un espace dual de TpM c’est-à-dire est
l’ensemble des formes linéaires et continués sur TpM , l’espace cotangent muni de la base
suivante

eβ = dxβ

Avec 〈eβ, eα〉 = δβα vérifiant bien la relation d’ortho-normalisation
Et tous les vecteurs dans cette espace s’écrivent toujours dans cette base

w = wβdx
β

Exemple 1.5. tous les formes des formes différentielles s’écrivent dans cette base
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1.2.3 Fibré tangent et Fibré cotangent

Définition 1.6. On appelle fibré tangent TM sur une variété différentiableM de dimen-
sion m l’union disjointe des espaces tangents TpM aux points p

TM =
⋃
p∈M

TpM

On appelle fibré cotangent T ∗M sur une variété différentiable M de dimension m l’union
disjointe des espaces cotangents T ∗pM

T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM

1.2.4 Champ de vecteurs

Définition 1.7. Une champ de vecteurs sur M est une application différentiable dé-
finie par :

X : M −→ TpM

p 7−→ X (p) = Xp

tel que X (p) ∈ TpM où Xp est le vecteur tangent de M en p .On note l’ensemble des
champs de vecteurs par X (M) .

1.2.5 Dérivation et champs de vecteurs

On considére l’ensemble

C∞ (M) = {f :M −→ R de classe C∞} .

Soit l’application D :C∞ (M) −→ C∞ (M) vérifie la relation :

D (fg) = D (f) g + fD (g)

Tout champs vecteurs définit un dérivation sur C∞ (M) par la relation :

(Xf) (p) = X (p) f

S’écrit par :
(Xf) (p) =

n∑
i=1
X i (p) ∂f

∂xi
(p)

Donc nous identifions X (M) aux dérivations de C∞ (M) .
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1.2.6 Application différentiable sur une variété différentiable

Définition 1.8. Soient (M,A),(N,B) deux variétés différentiables de dimension n,m res-
pectivement.Une application f : M −→ N est différentiable de classe Cr si pour tout
p ∈ M,il exist une carte (U,ϕ) ∈ A autour de p,de classe Cr,et une carte (V,ψ) ∈ B de
classe Cr,telles que f (U) ⊂ V et ψ ◦ f ◦ ϕ−1 soit de classe Cr.

Exemple 1.6. Soient (S2,A),(S2,B) deux variétés différentiables de dimension 2 sur R3

et l’application f : S2 −→ S2

(x,y,z) 7−→ f (x,y,z) = (x,y,z)

S2 = {(x,y,z) ∈ R3,x2 + y2 + z2 = 1} .
Soit (U1,ϕ1) ∈ A de S2,on prend U1 = S2/ {(0,0,1)}
ϕ1 : U1 −→ ϕ1 (U1) ⊂ R2

(x,y,z) 7−→ ϕ1 (x,y,z) =
(

x

1− z ,
y

1− z

)
ϕ1 est de classe C∞ sur U1 alors (U1,ϕ1) de classe C∞ .
Soit (U2,ϕ2) ∈ B ,on prend U2 = S2/ {(0,0,− 1)} ,

ϕ2 : U2 −→ ϕ2 (U2) ⊂ R2

(x,y,z) 7−→ ϕ2 (x,y,z) =
(

x

1 + z
,
y

1 + z

)
ϕ2 est de classe C∞ sur U2 alors (U2,ϕ2) de classe C∞ et f(U1) ⊂ U2.

En effet ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
1 : R2 −→ R2

ϕ2 ◦f ◦ϕ−1
1 (x,y) = ϕ2 ◦f

(
2x

x2 + y2 + 1 ,
2y

x2 + y2 + 1 ,
x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1

)
(exemple de variété)

= ϕ2

(
2x

x2 + y2 + 1 ,
2y

x2 + y2 + 1 ,
x2 + y2 − 1
x2 + y2 + 1

)
= ( x

x2 + y2 ,
y

x2 + y2 )

ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1
1 est de classe C∞ alors f est différentiable de classe C∞.

Proposition 1.1. Soient f et g deux fonctions de classe Cr telle que

f : M −→ N et g : N −→ K Alors g ◦ f est de classe Cr.

Preuve Soient f : M −→ N de classe Cr c’est-à-dire il existe (U,ϕ) de M et (V,ψ) de
N sont de classe Cr telle que f (U) ⊂ V et ψ ◦ f ◦ ϕ−1 est de classe Cr, et g : N −→ K
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de classe Cr c’est- à-dire il existe (U1,φ) de N et (V1,w) de K sont de classe Cr telle que
g (U1) ⊂ V1 et w ◦ g ◦ φ−1 est de classe Cr.

En effet g ◦ f : M −→ K on suppose que f (U) = U1 ⊂ V et ψ = φ ∀p ∈ N

⇒ g ◦ f (U) ⊂ V1.

w ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1 = w ◦ g ◦ φ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 comme w ◦ g ◦ φ−1 et ψ ◦ f ◦ ϕ−1 sont de
classe Cr alors w ◦ g ◦ f ◦ ϕ−1 est de Cr donc g ◦ f est de classe Cr. �

1.2.7 Application tangente linéaire

Définition 1.9. SoientM et N deux variété , f :M −→ N une application différentiable
, l’application tangente linéaire de f en p ∈M est :

df : TpM −→ Tf(p)N

x 7−→ df (x) = dxf = d

dt
(f ◦ γ) (0)

où γ est une courbe passant par p.et γ′ (0) = x

1.2.8 Pull back et push forward de φ

soit φ une application d’une variété M vers une variété N, avec l’inverse φ−1 , pour les
éléments x ∈ N et y ∈M et deux champs X ∈ X(N) et Y ∈ X(M)
on définit Le pull back de φ est φ∗ : X(N)→ X(M) tel que (φ∗X)(y) = dφ−1

y (Xφy)
Le push forward de φ est φ∗ : X(M)→ X(N) tel que (φ∗Y )(x) = dφ−1

y (Xy)

Propriétés 1.1. Soit φ une application entre deux variétés différentiables, et f une ap-
plication φ∗f = f ◦ φ

1.3 Variété Riemannienne

1.3.1 La métrique Riemannienne

Définition 1.10. Une métrique Riemannienne g sur une variété différentiable M est
la donnée d’application g : X(M)×X(M) −→ C∞ (M)

(X,Y ) 7−→ g (X,Y )
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C∞ (M)−bilinéaire tel que

1. g application symétrique c’est-à-dire g (X,Y ) = g (Y,X) ∀X,Y ∈ X(M) .

2. g est définie positive c’est-à-dire g (X,X) ≥ 0 ∀X ∈ X(M).

3. g non dégénérée c’est-à-dire g (X,X) = 0 =⇒ X = 0X(M).

Commentaire Soit (U,ϕ) ∈ A (U,x1,........,xn) système de coordonées de X et(
U,

∂

∂xi

)
le repère de l’espace tangent et dxi la base de l’espace dual.

1. On note gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
la matrice associée à g , comme g est symétrique

gij = gji = g

(
∂

∂xj
,
∂

∂xi

)
.

2. g définie positive c’est-à-dire det (gij) > 0.

3. g est non dégénérée c’est-à-dire det (gij) 6= 0.

1.3.2 Variété Riemannienne

Définition 1.11. Une variété Riemannienne est le couple (M,g) tel que M est une
variété différentiable et g est une métrique Riemannienne.

Exemple 1.7. g = ∑3
i,j=1 gijdxi ⊗ dxj = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 .

la matrice associe à g est (gij) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,ou

gij = δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j
,∀ i,j = 1,2,3.

1. g est bilinéaire. car soient X1,X2,Y1,Y2 ∈ X(M) ,f,h ∈ C∞ (M)

g (fX1 + hX2,Y ) = dx(fX1 + hX2)dx (Y ) + dy(fX1 + hX2)dy(Y )
+dz (fX + hX1) dz (Y )

= fdx (X1) dx (Y ) + hdx (X2) dx (Y ) + fdy(X1)dy(Y )
+hdy(X2)dy(Y ) + fdz(X1)dz(Y ) + hdz(X2)dz(Y )

= fg (X1,Y ) + hg (X2,Y ) .
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g (X,fY1 + hY2) = (dx)2 (X,fY1 + hY2) + (dy)2 (X,fY1 + hY2)
+ (dz)2 (X,fY1 + hY2)

= fg (X,Y1) + hg (X,Y2) .

2. det (gij) = 1 6= 0 alors g non dégénérée .

3. g12 = g21 = 0 et g13 = g31 = 0 etg23 = g32 = 0 alors g est symétrique .

4. det(gij) > o car 1 > 0 alors g est définie positive .

alors g est une métrique riemannienne

Exemple 1.8. :g = x2 (dx)2 +x (dy)2 +(dz)2 est -elle métrique Riemannienne, la matrice

associe à g est gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

Soient (U,x1,x2,x3) systéme de coordonneés locales.(
U,

∂

∂x1 ,
∂

∂x2 ,
∂

∂x3

)
repére locale .

(U,dx1,dx2,dx3) corepére locale.

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
donc g11 = x2 ,g12 = 0 ,g22 = x ,g23 = 0 ,g13 = 0 ,

g21 = 0 ,g33 = 1; g31 = 0; g32 = 0

(gij) =


x2 0 0
0 x 0
0 0 1


1. g est bilinéaire puisque : Soient X1,X2,Y1,Y2 ∈ X(M) ,f,h ∈ C∞ (M) .

g (fX1 + hX2,Y ) = x2(dx)2 (fX1 + hX2,Y ) + x(dy)2 (fX1 + hX2,Y )
+ (dz)2 (fX1 + hX2,Y )

= x2dx(fX1 + hX2)dx (Y ) + xdy(fX1 + hX2)dx(Y )
+dz (fX + hX1) dz (Y )

=
fx2dx (X1) dx (Y ) + hx2dx (X2) dx (Y ) + fxdy(X1)dy(Y )

+hxdy(X2)dy(Y ) + dz(X1)dz(Y ) + hdz(X2)dz(Y )
= fg (X1,Y ) + hg (X2,Y )

g (X,fY1 + hY2) = x2(dx)2 (X,fY1 + hY2) + x(dy)2 (X,fY1 + hY2)
+ (dz)2 (X,fY1 + hY2)

= fg (X,Y1) + hg (X,Y2)
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2. det (gij) = x3 , (x3 6= 0⇐⇒ x 6= 0) donc g est non dégénérée .

3. On a g12 = g21 = 0 et g13 = g31 = 0 et g23 = g32 = 0 (la matrice ( gij)) alors g est
symétrique .

4. det(gij) = x3 > 0 si x > 0 donc g est définie positive si x > 0 .

alors g est une métrique Riemannienne si et seulement si x > 0.

Définition 1.12. Pour tout p ∈M l’espace vectoriel est définit par

T (s,r)
p M = TpM ⊗ . . . .⊗ TpM︸ ︷︷ ︸

s fois

⊗ T ∗pM ⊗ . . . .⊗ T ∗pM︸ ︷︷ ︸
r fois

où T ∗pM est l’espace dual de TpM.

T ∈ T (s,r)
p M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p

1.3.3 Connexion sur une variété différentiable

Définition 1.13. Une connexion linéaire est une application notée

∇ : X(M)×X(M) −→ X(M)
(X,Y ) 7−→ ∇ (X,Y )

telle que pour tout X,X1,Y,Y1 ∈ X(M), et f une application différentiable sur M

1. Linéaire par rapport à X i,e :∇X+X1Y = ∇XY +∇X1Y.

2. ∇fXY = f∇XY : linéarité sur le premier argument.

3. Linéaire par rapport à Y ∇X(Y + Y1) = ∇XY +∇XY1.

4. ∇Xf(Y ) = f∇XY + (X · f)(Y ).

Notation ∇Xf = X (f) = ∂X (f) . �

Trouvons l’expresion en coordonnée locale de ∇XY

Soit (U,ϕ) ∈ A ∀X ∈ X (M) : X = ∑
i
X i ∂

∂xi
,Y ∈ X (M) ,Y = ∑

j
Y j ∂

∂xj

∇XY = ∇∑
i

Xi
∂

∂xi

(∑
j
Y j ∂

∂xj

)

= ∑
i
X i∇ ∂

∂xi

(∑
j
Y j ∂

∂xj

)
d’aprés (2) (X i ∈ C∞ (M))
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= ∑
i
X i

∇ ∂

∂xi

∑
j
Y j ∂

∂xj
+∑

j
Y j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj


On utilise la notation suivante ∇Xf = X (f) = ∂X (f) .

On obtient ∇ ∂

∂xi

∑
j
Y j = ∂

∂xi

(∑
j
Y j

)
= ∂ ∂

∂xi

∑
j
Y j = ∂i

∑
j
Y j notons ∂ ∂

∂xi

= ∂i.

∇XY = ∑
i
X i

∂i∑
j
Y j ∂

∂xj
+∑

j
Y j∇ ∂

∂xi

∂

∂xj


On prend ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

Alors ∇XY =
n∑

i,j=1
X i

(
∂Y k

∂xi
+ ΓkijY j

)
∂

∂xk
.

Γkij est appele symbole de Christoffel.
Crochet de Lie Soient X;Y ∈ X (M) :

[X,Y ] = XY − Y X.

Le crochet de Lie est antisymétrique en X et Y .

L’expresion locale de crochet de Lie est : [X,Y ] =
(
X i∂Y

j

∂xi
− Y i∂X

j

∂xi

)
∂

∂xj
.

L’identité de jacobi [X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0
En effet soient X,Y,Z ∈ X (M) :
[X, [Y,Z]]+[Y, [Z,X]]+[Z, [X,Y ]] = [X,Y Z − ZY ] + [Y,ZX −XZ] + [Z,XY − Y X]

= (X (Y Z − ZY )− (Y Z − ZY )X) + Y (ZX −XZ)
− (ZX −XZ)Y + (Z (XY − Y X)− (XY − Y X)Z)

= XY Z −XZY − Y ZX + ZY X + Y ZX − Y XZ
− ZXY +XZY + ZXY − ZY X −XY Z + Y XZ

= 0

On a
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= (∂f ◦ ϕ

−1
i

∂ui
◦ ϕi

∂

∂xi

(
∂f ◦ ϕ−1

j

∂uj
◦ ϕj

)

−∂f ◦ ϕ
−1
i

∂ui
◦ ϕi

∂

∂xi

(
∂f ◦ ϕ−1

j

∂uj
◦ ϕj

)
) ∂

∂xj

= 0
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1.3.4 Torsion et courbure

Définition 1.14. La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1,2) défini par
l’expréssion

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

Remarque 1.4. T est C∞ (M)−bilinéaire .

L’expresion locale de T
T : X (M)X (M) −→ X (M)

(X,Y ) 7−→ T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]
(X,Y ) ∈ X (M)X (M) =⇒ X = ∑

i
X i ∂

∂xi
,Y = ∑

j
Y j ∂

∂xj

T (X,Y ) = ∑
i,j

(X iY j − Y iXj)∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
.

Définition 1.15. La courbure est un tenseur de type (1,3) défini par :

R (X,Y )Z =
(
∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ]

)
Z

Remarque 1.5. : T (X,Y ) = −T (Y,X) .

R (X,Y )Z = −R (Y,X)Z.

R (X,Y )Z = R

(
X i ∂

∂xi
,Y j ∂

∂xj

)
Zk ∂

∂xk
;tall que X = X i ∂

∂xi
;Y = Y j ∂

∂xj
;

Z = Zk ∂

∂xk

= X iY jZk

[
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

]l
∂

∂xl

On note ∇ ∂

∂xi

= ∇i et
∂

∂xi
= ∂i et

Rl
ijk =

[
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk

]l

=

∇i

(
∇j

(
∂

∂xk

))
−∇j

(
∇i

(
∂

∂xk

))
−∇[ ∂

∂xi
,
∂

∂xj

] ∂

∂xk


l

=
[
∇i

(
Γmjk

∂

∂xm

)
−∇j

(
Γmik

∂

∂xm

)]l
car ∇[ ∂

∂xi
,
∂

∂xj

] ∂

∂xk
= 0
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=
[(
∇i

(
Γmjk

)) ∂

∂xm
+ ΓmjkΓkim

∂

∂xk
− (∇j (Γmik))

∂

∂xm
− ΓmikΓkjm

∂

∂xk

]l
=
[
∂i
(
Γljk

)
+ ΓmjkΓlim − ∂j

(
Γlik
)
− ΓmikΓljm

]
Alors Rl

ijk =
[
∂i
(
Γljk

)
+ ΓmjkΓlim − ∂j

(
Γlik
)
− ΓmikΓljm

]

1.3.5 Notion de connexion Riemannienne

Soit (M,g) une variété riemannienne

Définition 1.16. On appelle connexion Riemannienne sur M et note ∇ la connexion
associé à la métrique Riemannienne g toute connexion linéaire ∇ sur M vérifiant les
conditions suivantes

1. On dit que la connexion ∇ est symétrique si le tenseur de torsion est nul T = 0.
C’est-à-dire ∇XY −∇YX = [X, Y ]

2. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur une variété M, si ∇XY = 0, on dit que
les deux champs X et Y sont courbement parallèle .

1.3.6 Commentaire

1. On T
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= (Γkij − Γkji)

∂

∂xk
= 0.

En effet ,car ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

et
T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]

= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
( car

[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= 0)

= Γkij
∂

∂xk
− Γkji

∂

∂xk
(on a ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
)

= (Γkij − Γkji)
∂

∂xk
.

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= 0⇒ (Γkij − Γkji) = 0 car ∂

∂xk
6= 0.

Donc la connexion ∇ est de torsion T nulle cela signifie Γkij = Γkji .
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2. ∇Xg = 0 ∀X ∈ X (M) .

Ona X (g (Y,Z)) = g (∇XY,Z) + g (Y,∇XZ) .....(1)
Y (g (X,Z)) = g (∇YX,Z) + g (X,∇YZ) ......(2)
Z (g (X,Y )) = g (∇ZX,Y ) + g (X,∇ZY ) .......(3)

(1)− (2) + (3) = g (∇XY,Z) + g (Y,∇XZ)− g (∇YX,Z)− g (X,∇YZ) + g (∇ZX,Y )
+g (X,∇ZY )

= g (∇XY −∇YX,Z) + g (X,∇ZY −∇YZ) + 2g (Y,∇ZX)
+g (Y,∇XZ −∇ZX)

car 2g (Y,∇ZX) + g (Y,∇XZ −∇ZX) = g (Y,∇XZ) + g (∇ZX,Y ) ,et g symétrique .
En effet
(1)− (2) + (3) = g ([X,Y ] ,Z) + g (X, [Z,Y ]) + 2g (Y,∇ZX) + g (Y, [X,Z])
par suite

2g (∇ZX,Y ) = Xg (Y,Z)−Y g (X,Z)+Zg (X,Y )−g ([X,Y ] ,Z)−g (X, [Z,Y ])−g (Y, [X,Z]) .

Alors

g (∇ZX,Y ) = 1
2(Xg (Y,Z)− Y g (X,Z) + Zg (X,Y )− g ([X,Y ] ,Z)− g (X, [Z,Y ])

−g (Y, [X,Z])), ∀X,Y,Z ∈ X (M)

Expresion des symboles de Christoffel associées à la connexion Riemannienne ∇
On a ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk

alors

g

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk

 = 1
2g
(

Γlij
∂

∂xl
,
∂

∂xk

)
= Γlijg

(
∂

∂xl
,
∂

∂xk

)
= Γlijglk.

D’autre part , on a

g

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk

 = 1
2 ( ∂

∂xj

(
g

(
∂

∂xk
,
∂

∂xi

))
− ∂

∂xk

(
g

(
∂

∂xj
,
∂

∂xi

))

+ ∂

∂xi

(
g

(
∂

∂xj
,
∂

∂xk

))
− g

([
∂

∂xj
,
∂

∂xk

]
,
∂

∂xi

)

−g
(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xi
,
∂

∂xk

])
− g

(
∂

∂xk
,

[
∂

∂xj
,
∂

∂xi

])
)
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g

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
,
∂

∂xk

 = 1
2( ∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gji + ∂

∂xi
gjk).

car (−g
([

∂

∂xj
,
∂

∂xk

]
,
∂

∂xi

)
− g

(
∂

∂xj
,

[
∂

∂xi
,
∂

∂xk

])
− g

(
∂

∂xk
,

[
∂

∂xj
,
∂

∂xi

])
= 0 )

donc Γlijglk = 1
2( ∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gji + ∂

∂xi
gjk))

=⇒ Γlij = 1
2g
−1
lk ( ∂

∂xj
gki −

∂

∂xk
gji + ∂

∂xi
gjk).

On pose ∂

∂xi
= ∂i ,par suite les symbole de Christoffel devient :

Γlij =
n∑
k=1

1
2g

lk(∂jgki − ∂kgji + ∂igjk).

avec glkgki = δli =

 1 si l = i

0 si l 6= i
la notation glk est la matrice inverse de glk c’est-

à-dire glk = [glk]−1

Exemple 1.9. Trouver les symboles de Christoffel de g = sin2 ϕ (dθ)2 + (dϕ)2

La matrice associe à g est (gij) =

 sin2 ϕ 0
0 1

 =⇒ (gij) =

 1
sin2 ϕ

0
0 1


Alors Γlij =

2∑
k=1

1
2g

lk(∂jgki − ∂kgji + ∂igjk).

∂1 = ∂

∂θ
,∂2 = ∂

∂ϕ
l = 1
Γ1

11 =
2∑

k=1

1
2g

1k(∂1gk1 − ∂kg11 + ∂1g1k) = 1
2 sin2 ϕ

∂1 sin2 ϕ.

Γ1
11 = 0

Γ1
12 =

2∑
k=1

1
2g

1k(∂2gk1 − ∂kg21 + ∂1g2k) = 1
2 sin2 ϕ

∂2 sin2 ϕ.

Γ1
12 = 1

2(cotϕ)

Γ1
21 = Γ1

12 = 1
2(cotϕ) .

Γ1
22 =

2∑
k=1

1
2g

1k(∂2gk2 − ∂kg22 + ∂2g2k) = 1
2

1
2 sin2 ϕ

(2∂2 (0)− ∂1 (1)) = − 1
2 sin2 ϕ

∂1 (1) .

Γ1
22 = 0.

l = 2
Γ2

11 =
2∑

k=1

1
2g

2k(∂1gk1 − ∂kg11 + ∂1g1k) = 1
2∂2 sin2 ϕ.
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Γ2
11 = − cosϕ sinϕ .

Γ2
12 =

2∑
k=1

1
2g

2k(∂2gk1 − ∂kg21 + ∂1g2k) = 1
2∂1 (1) .

Γ2
12 = 0.

Γ2
21 = 0.

Γ2
22 =

2∑
k=1

1
2g

2k(∂2gk2 − ∂kg22 + ∂2g2k) = 1
2g

22(∂2g22) = 1
2∂2 (1) .

Γ2
22 = 0.

Γ2
22 = Γ2

21 = Γ1
22 = Γ1

11 = 0.

1.3.7 Courbure de variété Riemannienne

C’est une notion fondamentale en géométrie Riemannienne.

Définition 1.17. Soit (M,g) une variété riemannienne,∇ sa connexion .Son tenseur de
courbure de type (1,3) , avec ∀ p ∈M et (U,ϕ) est une carte de M au voisinage de p,noté
R a les propriétés suivantes

1. R est antisymitrique par rapport aux deux premières variables , c’est-à-dire

R (X,Y ) = −R (Y,X) .

2. R (X,Y ) est antisymétrique par rapport à g , c’est-à-dire

g (R (X,Y )Z,U) = −g (R (X,Y )U,Z) .

3. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R (X,Y )Z +R (Y,Z)X +R (Z,X)Y = 0.

4.
g (R (X,Y )Z,U) = g (R (Z,U)X,Y )

5. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle :

(∇XR) (Y,Z) + (∇YR) (Z,X) + (∇ZR) (X,Y ) = 0

où
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R = Rl
ijkdx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂

∂xl

R (X,Y,Z) = R

(
X i ∂

∂xi
,Y j ∂

∂xj
,Zk ∂

∂xk

)
= X iY jZk

(
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
,
∂

∂xk

))l
∂

∂xl

Remarque 1.6. On note par ∇ ∂

∂xi

= ∇i et
∂

∂xi
= ∂i

Rl
ijk =

(
R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
,
∂

∂xk

))l

=

∇i

(
∇j

(
∂

∂xk

))
−∇j

(
∇i

(
∂

∂xk

))
−∇[ ∂

∂xi
,
∂

∂xj

] ∂

∂xk


l

Rl
ijk = ∂i

(
Γljk

)
− ∂j

(
Γlij
)

+
n∑

m=1
(ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik).

Exemple 1.10. Méme exemple précidente (3.1.13) g = sin2 ϕ (dθ)2 + (dϕ)2

on va calculer Rl
ijk avec i,j,k,l,m = 1,2.

On pose ∂1 = ∂

∂θ
et ∂2 = ∂

∂ϕ
.

R1
111,R

1
112,R

1
121 = −R1

211,R
1
122 = −R1

212,R
1
212,R

1
221,R

1
222.

R2
111,R

2
112,R

2
121 = −R2

211,R
2
122 = −R2

212,R
2
212,R

2
221,R

2
222.

Pour l = 1
R1

111 = ∂1 (Γ1
11)− ∂1 (Γ1

11) +
2∑

m=1
(Γ1

1mΓm11 − Γ1
1mΓm11) = 0. =⇒ R1

111 = 0

R1
112 = ∂1 (Γ1

12)− ∂1 (Γ1
11) +

2∑(
m=1

Γ1
1mΓm12−Γ1

1mΓm12) = ∂1

(1
2(cotϕ)

)
= 0 =⇒ R1

112 = 0

R1
121 = ∂1 (Γ1

21)− ∂2 (Γ1
12) +

2∑
m=1

(Γ1
1mΓm21 − Γ1

2mΓm11)

= ∂1

(1
2(cotϕ)

)
− ∂2

(1
2(cotϕ)

)
=⇒ R1

121 = 1
2 sin2 ϕ

R1
122 = ∂1 (Γ1

22)− ∂2 (Γ1
12) +

2∑
m=1

(Γ1
1mΓm22 − Γ1

2mΓm12)

= 1
2 sin2 ϕ

−
(1

2(cotϕ)
)2

= 2− cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
=⇒ R1

122 = 2− cos2 ϕ

4 sin2 ϕ

R1
211 = −R1

121 = 0 =⇒ R1
211 = − 1

2 sin2 ϕ
R1

212 = −R1
122
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= −2 + cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
=⇒ R1

212 = −2 + cos2 ϕ

4 sin2 ϕ

R1
221 = ∂2 (Γ1

21)− ∂2 (Γ1
22) +

2∑
m=1

(Γ1
2mΓm21 − Γ1

2mΓm21) = ∂2

(1
2(cotϕ)

)
= − 1

2 sin2 ϕ

=⇒ R1
221 = − 1

2 sin2 ϕ

R1
222 = ∂2 (Γ1

22)− ∂2 (Γ1
22) +

2∑
m=1

(Γ1
2mΓm22 − Γ1

2mΓm22) = 0 =⇒ R1
222 = 0

Pour l = 2
R2

111 = ∂1 (Γ2
11)− ∂1 (Γ2

11) +
2∑(
m=1

Γ2
1mΓm11 − Γ2

1mΓm11) = 0 =⇒ R2
111 = 0

R2
112 = ∂1 (Γ2

11)− ∂1 (Γ2
11) +

2∑
m=1

(Γ2
1mΓm12 − Γ2

1mΓm12) = 0 =⇒ R2
112 = 0

R2
121 = ∂1 (Γ2

21)− ∂2 (Γ2
12) +

2∑
m=1

(Γ2
1mΓm21 − Γ2

2mΓm11)

= − cosϕ sinϕ1
2(cotϕ)

= −1
2 cos2 ϕ. =⇒ R2

121 = −1
2 cos2 ϕ.

R2
211 = −R2

121 = 1
2 cos2 ϕ. =⇒ R2

211 = 1
2 cos2 ϕ.

R2
122 = ∂1 (Γ2

22)− ∂2 (Γ2
12) +

2∑
m=1

(Γ2
1mΓm22 − Γ2

2mΓm12) = 0 =⇒ R2
122 = 0

R2
212 = −R2

122 = 0 =⇒ R2
212 = 0

R2
221 = ∂2 (Γ2

21)− ∂2 (Γ2
22) +

2∑
m=1

(Γ2
2mΓm21 − Γ2

2mΓm21) = 0 =⇒ R2
221 = 0

R2
222 = ∂2 (Γ2

22)− ∂2 (Γ2
22) +

2∑
m=1

(Γ2
2mΓm22 − Γ2

2mΓm22) = 0⇒ R2
222 = 0

1.3.8 Courbure de Ricci et courbure Scalaire

Courbure (ou tenseur )de Ricci et courbure Scalaire.

Définition 1.18. Etant donné (M,g) variété Riemannienne et ∇ sa connexion .on définit
la courbure de Ricci ou tenseur de Ricci par Rij = Rk

kij

Et on définit la courbure Scalaire S de (M,g) par S = gijRij telle que (gij) l’inverse
de la matrice (gij) associé à g.

Exemple 1.11. Méme exemple (3.1.13)
(
g = sin2 ϕ (dθ)2 + (dϕ)2

)
Les composantes de courbure de Ricci :
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Rij = Rk
kij

R11 =
2∑

k=1
Rk
k11 = R1

111 +R2
211 = 1

2 cos2 ϕ. =⇒ R11 = 1
2 cos2 ϕ.

R12 =
2∑

k=1
Rk
k12 = R1

112 +R2
212 = 0 =⇒ R12 = 0

R21 =
2∑

k=1
Rk
k21 = R1

121 +R2
221 = 0 =⇒ R21 = 0

R22 =
2∑

k=1
Rk
k22 = R1

122 +R2
222 = 2− cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
=⇒ R22 = 2− cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
Les composantes de coubure Scalaire :
S =

2∑
i,j=1

gijRij = g11R11 + g21R21 + g12R12 + g22R22

= g11R11 + g22R22 = cos2 ϕ

2 sin2 ϕ
+ 2− cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
.

S = 2 + cos2 ϕ

4 sin2 ϕ
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Chapitre 2
Applications harmoniques

Ce chapitre comprenait l’étude des applications harmoniques et la discussion de la
premiére variation d’énergie et quelques exemples ainsi que la tenseur énergie impulsion.

2.1 Applications harmoniques

Définition 2.1.
Soient (Mm,g), (Nn,h) deux variétés Riemanniennes, D un domaine compact de M, et
ϕ : (Mm,g)→ (Nn,h) de classe C∞. On définit l’énergie de ϕ sur D par

E(ϕ,D) = 1
2

∫
D
|dϕ|2vg

Où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dϕ définie par
|dϕ|2= ∑m

i=1 h(dϕ(ei),dϕ(ei)) = ∑m
i,j=1 g

ijh(dϕ(∂i),dϕ(∂j))
( {ei}mi=1 étant une base orthonormée locale sur (Mm,g), et {∂i}mi=1 est une base locale des
champs de vecteurs associée à une carte (U,ϕ) de Mm). Où vg est l’element de volume
associé à g définit par vg =

√
det(gij)dx1∧ dx2∧ ....∧ dxn
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Exemple 2.1. Soit l’application (transformation de Kelvin)

ϕ :Rn\{0} −→ Rn\{0}

x 7−→ x

‖x‖l

On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de dϕ

|dϕ|2 =
n∑

i,j=1

n∑
α,β=1

gij(hαβ ◦ ϕ)∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

=
n∑
i=1

n∑
α=1

(∂ϕα
∂xi

)2 (gij = δij et hαβ = δαβ)

=
n∑
i=1

n∑
α=1

( ∂

∂xi
(xα‖x‖−l))2

=
n∑
i=1

n∑
α=1

(∂xα
∂xi
‖x‖−l − l xi

‖x‖
‖x‖−l−1xα)2

=
n∑
i=1

n∑
α=1

(δiα‖x‖−l − lxα‖x‖−l−2xi)2

=
n∑
i=1

n∑
α=1

[δiα‖x‖−2l + l2x2
α‖x‖

−2l−4x2
i − 2δiαl‖x‖−2l−2xαxi]

=
n∑
i=1

[‖x‖−2l + l2‖x‖−2l−4x4
i − 2l‖x‖−2l−2x2

i ]

= n‖x‖−2l + l2‖x‖−2l − 2l‖x‖−2l

= (n+ l2 − 2l)‖x‖−2l.

Exemple 2.2. ( On calcule vg)
On considére la sphére S2 muni de la métrique g = dθ2 + sin2θdϕ2, alors

vg =
√
det(gij)dθ

∧
dϕ = |sinθ|dθ

∧
dϕ

Définition 2.2.
Soient M et N deux variétés différentiables. Une variation à support dans un domaine
compact D ⊂ M d’une application ϕ : (M,g) → (N,h) de classe C∞ est une famille
d’applications {ϕt}t∈(−ε,ε) ⊂ C∞(M,N) telles que ϕ0 = ϕ et ϕt = ϕ sur M \ int(D) (où
int(D) est l’intérieur de D).
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Définition 2.3. Une application ϕ : (Mm,g)→ (Nn,h) de classe C∞ entre deux variétés
Riemanniennes est dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle d’énergie
E(ϕ;D) , c’est-à-dire

d

dt
E(ϕt;D)|t=0 = 0

2.2 Premiére variation d’énergie

Proposition 2.1. Soient ϕ : (M,g) → (N,h) une application différentiable et ϕt une
variation de ϕ à support inclue dans D. Alors

d

dt
E(ϕt,D)|t=0 = −

∫
D
h(v,τ(ϕ))vg

où v(x) = ∂

∂t
ϕt(x)|t=0 et τ(ϕ) = trg 5 dϕ est le champ de tension de l’application ϕ.

Preuve Soient {ei} une base orthonormée surM et { d
dt
} base sur (−ε,ε) alors {(ei,0),(0, d

dt
)}

est une base local orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produitM×(−ε,ε),
et on a le crochet de Lie [(ei,0),(0, d

dt
)] = 0, pour tout i = 1,.....,m. on a dφ(ei,0) = dϕ(ei)

et dφ(0, d
dt

) = v.En effet ,remarquons que dφ(ei,0) : M×(−ε,ε)→ TN

dφ(ei,0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0) (formule de leibniz)

= dxφ0(ei|x)

= dxϕ(ei|x)

et

dφ(0, d
dt

)(x,0) = dxφ0(0) + d0φx(
d

dt
|t=0)

= dφx(
d

dt
)|t=0

= v(x)
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avec φ0(x) = φ(x,0) et φx(t) = φ(x,t) . Donc
d

dt
E(ϕt,D)|t=0 = 1

2
d

dt

∫
D
h(dϕt(ei),dϕt(ei))vg|t=0

= 1
2
d

dt

∫
D
h(dφ(ei,0),dφ(ei,0))vg|t=0

= 1
2

∫
D

∂

∂t
h(dφ(ei,0),dφ(ei,0))|t=0vg

=
∫
D
h(∇φ

(0, d
dt

)dφ(ei,0),dφ(ei,0))|t=0vg

=
∫
D
h(∇φ

(ei,0)dφ(0, d
dt

),dφ(ei,0))|t=0vg

=
∫
D
h(∇N

dϕ(ei)v,dϕ(ei))vg

=
∫
D
h(∇ϕ

(ei)v,dϕ(ei))vg

soit w(∗) = h(v,dϕ(∗))1-forme sur M, alors

divw = (∇eiw)ei

= ei(w(ei))− w(∇eiei)

= ei(h(v,dϕ(ei)))− h(v,dϕ(∇eiei))

= h(∇ϕ
(ei)v,dϕ(ei)) + h(v,τ(ϕ))

et comme
∫
D divwvg = 0 on obtient d

dt
E(ϕt,D)|t=0 = −

∫
D h(v,τ(ϕ))vg �

Théorème 2.2. Une application différentiable , ϕ : (M,g)→ (N,h) est harmonique si et
seulement si τ(ϕ) = traceg∇ϕ = 0

Remarque 2.1. Le champ de tension d’une application ϕ ∈ C∞(M,N) entre deux va-
riétés Riemanniennes est donné (localement) par

τ(ϕ) = gij(∇dϕ)(∂i,∂j)

= gij( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+ ∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj

N

Γγαβ ◦ ϕ−
∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ.

2.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 2.3. soit
f :R2 −→ R

(x,y) 7−→ f(x,y) = ex sin y
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on a ∂f
∂x

(x,y) = ex sin y, ∂2f
∂x2 (x,y) = ex sin y

∂f
∂y

(x,y) = ex cos y, ∂2f
∂y2 (x,y) = −ex sin y

donc

∆f(x,y) = ex sin y − ex sin y (∆f = ∂2f

∂x2 + ∂2f

∂y2 )

= 0

donc f est une fonction harmonique

Exemple 2.4. soient p et q deux fonctions

p :U ⊂ R2 −→ R

(x,y) 7−→ p(x,y)

q :U ⊂ R2 −→ R

(x,y) 7−→ q(x,y)

et

f :R2 −→ C

(x,y) 7−→ f(x,y) = p(x,y) + iq(x,y)

f est holomorphe ⇔ f est harmonique ⇔ p,q sont harmoniques (∆p = ∆q = 0)

(sachaut que f est holomorphe si ∂2p

∂x2 = ∂2q

∂x∂y
et ∂

2p

∂y2 = − ∂2q

∂x∂y
)

Exemple 2.5. Soient (M,g) et (N,h)deux variétés riemanniennes, poury ∈ N fixe, toute
application constante φ : M → N,φ(x) = y est harmonique car la densité de la fonction
φ est null. c’est-à-dire pour tout x ∈M, e(φ)(x) = 1

2 |dxφ|
2= 0

Exemple 2.6. L’application identitéIdM : (M,g)→ (M,g), x→ x est totalement géodé-
sique (c’est-à-dire ∇IdM = 0). Donc IdM est harmonique.

Exemple 2.7. On pose(N,h) = (Rk,〈.,.〉Rk)k=1,..,n et notons par φ = (φ1,...,φn), l’applica-
tion φ ∈ C∞(M,Rk). Alors : φ : (M,g)→ (Rk,〈.,.〉Rk)k=1,..,n est harmonique si et seulement
si (M φi)i=1,..,k = 0 c’est à dire si et seulement si chaque φi est harmonique, ∀i = 1,...,k.
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Exemple 2.8. PosonsM = [a,b] ⊂ R. Alors l’application γ : [a,b]→ Nest une courbe sur
N et on a τ(φ) = 0 si et seulement si

d2γα

dt2
+N Γαβξ ◦ γ

dγβ

dt

dγξ

dt
= 0

Donc, γ est harmonique si et seulement si γest géodésique .
(Sachant qu’une courbe géodisique est la plus courte courbe tracée sur la variété c’est-à-

dire d2γα

dt2
+N Γαβξ ◦ γ

dγβ

dt

dγξ

dt
= 0 )

Exemple 2.9. Soient S une surface dans R3, et ϕ : (Ω,〈,〉R2) → (R3,〈,〉R3) une paramé-
trisation locale de S (où W est un ouvert de R2) telle que

‖∂ϕ
∂x
‖2 = ‖∂ϕ

∂y
‖2, 〈∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
〉R3 = 0

.
soient N =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ
∂y

‖ ∂ϕ∂x∧ ∂ϕ∂y ‖
le champ de vecteurs unitaire normal á S ,

E = ‖∂ϕ
∂x
‖2, F = 〈∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
〉R3 , G = ‖∂ϕ

∂y
‖2

les composantes de la premiére forme fondamentale ,

e = 〈N,∂ϕ
2

∂x2 〉R3 , f = 〈N, ∂ϕ
2

∂x∂y
〉R3 , g = 〈N,∂ϕ

2

∂y2 〉R3 ,

les composantes de la deuxiéme forme fondamentale , et H = 1
2
eG+ gE − 2fF

EG− F 2 la cour-
bure moyenne de S. On calcule

〈 ∂ϕ

∂x, τ(ϕ)〉R
3 = 〈∂ϕ

∂x
,
∂ϕ2

∂x2 〉R3 + 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ2

∂y2 〉R3

= 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ2

∂x2 〉R3 − 〈 ∂ϕ
2

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y
〉R3

= 1
2
∂

∂x
‖∂ϕ
∂x
‖2 − 1

2
∂

∂x
‖∂ϕ
∂y
‖2

= 0
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De méme méthode , on obtient 〈∂ϕ
∂y
, τ(ϕ)〉R3 = 0 . Par conséquent τ(ϕ) est normal à la

surface S , et on a
H = e+ g

2E = 〈N, τ(ϕ)〉R3

2E .

Donc S est minimale si et seulement si ϕ est harmonique .

Exemple 2.10. : soit l’application de Hopf

φ :(S3,g) −→ (S2,h)

(s,a,b) 7−→ (α(s), ψ(a,b))

où ψ(a,b) = ka+ lb et α : [0,π2 ]→ [0,π] telle que α(0) = 0 et α(π2 ) = π.

Soient g = ds2 + cos2 sda2 + sin2 sdb2 la métrique Riemannienne sur S3, et
h = dα2 + sin2 αdψ2 est une métrique Riemannienne sur S2.
- Trouver une base orthonormée
soit {e1,e2,e3} est base orthonormée sur S3 c’est-à-dire ∀i,j i 6= j

on a 〈ei, ej〉 = 0 et ‖ei‖= 1∀i = 1..3
donc g(e1, e1) = 1 c’est-à-dire ds(e1)⊗ ds(e1) = 1 donc e1 = ∂

∂s

g(e2, e2) = 1 c’est- à-dire cos2 sda(e2)⊗ da(e2) = 1 donc e2 = 1
cos s

∂
∂a

g(e3, e3) = 1 c’est-à-dire sin2 sdb(e3)⊗ db(e3) = 1 donc e3 = 1
sin s

∂
∂b

donc
{e1 = ∂

∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sin s
∂
∂b
} est une base orthonormée sur S3

{f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une base orthonormée sur S2

dφ(e1) = α′ ∂
∂α

dφ(e2) = k

cos s
∂
∂ψ

dφ(e3) = l

sin s
∂
∂ψ

∇e1e1 = 0
∇e2e2 = tan s ∂

∂s

∇e3e3 = − cot s ∂
∂s

∇ ∂
∂α

∂
∂α

= 0
∇ ∂

∂ψ

∂
∂ψ

= − sinα cosα ∂
∂α
.
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∇φ
e1dφ(e1) = α′′ ∂

∂α

∇φ
e2dφ(e2) = −k

2 sinα cosα
cos2 s

∂
∂α

∇φ
e3dφ(e3) = − l

2 sinα cosα
cos2 s

∂
∂α

où α′ = dα
ds

.En remplaçant dans l’expression

τ(φ) =
3∑
i=1
{∇φ

ei
dφ(ei)− dφ(∇eiei)}

on obtient

τ(φ) = (α′′(s) + α′(s)(cot s− tan s)− sinα cosα( k2

cos2 s
+ l2

sin2 s
)) ∂
∂α

Exemple 2.11. soit (M,g) une variété Riemannienne . Pour tout fonction f : M → R

et ei une base orthonormée sur M on a

τ(f) = trg∇df

= ∇df(ei,ei)

= ∇f
ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)

= ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)

= g(∇eigradf,ei)

= div(gradf)

= ∆(f)

Exemple 2.12. : Soient Rn muni de la métrique canonique h = dy2
1 + ...+ dy2

n ,
ϕ : (M,g)→ (Rn,h), ϕ(x) = (ϕ1(x),...,ϕn(x)), une application différentiable. Le champ de
tension de l’application ϕ est donné par

τ(ϕ) = gij( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk

M

Γkij)
∂

∂yγ
◦ ϕ

.
Ici RnΓγαβ = 0. Donc τ(ϕ) = (∆(ϕ1),...,∆(ϕn)). Par conséquent, l’application ϕ est har-
monique si et seulement si les fonctions ϕα sont harmoniques.
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Exemple 2.13. soit l’application :

ϕ :(R,dx2) −→ (R2,dx2 + dy2)

x 7−→ (x,0),

on a

τ(ϕ) = (∂
2x

dx2 )

= 0

et soit l’application
ψ :(R2,dx2 + dy2) −→ (R,dz2)

(x,y) 7−→ x2 − y2,

on a

τ(ψ) = ∆(ψ)

= ∂2ψ

dx2 + ∂2ψ

dy2

= 2− 2

= 0,

alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques , mais remarquons que la composé,

ψ ◦ ϕ : (R,dx2) −→ (R,dz2)

x 7−→ x2,

est non harmonique car ,τ(ψ ◦ ϕ) = 2.

2.4 Tenseur énergie impulsion

Définition 2.4.
soient (Mm,g) et (Nn,h) deux variété riemanniennes etφ : Mm → Nn une application C∞

, Le tenseur énergie impulsion S(φ) associé à φ est un tenseur de type (0,2) sur M , défini
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par S(φ) = e(φ)g − φ∗h
pour tous champs de vecteurs X,Y ∈ Γ(TM), on a

S(φ)(X,Y ) = e(φ)g(X,Y )− h(dφ(X),dφ(y))

où e(φ) = 1
2 |dφ|

2 est la densité d’énergie de φ

Lemme 2.3. soit G = (gij)ij une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G−1 = (gij)ij
désigne la matrice inverse de G, alors ∂

∂gab
(gij) = −giagib

pour tout i,j = 1,...m.

Preuve de l’égalité
G−1G = (gij).(gij) = Id.

On a
∂

∂gab
(gij).(gij) = −(gij). ∂

∂gab
(gij)

= −(gij).δab (2.1)

où δab désigne la matrice (δai δbj)ij. De la formule (2.1) , on déduit :
∂

∂gab
(gij) = −(gij).δab(gij)

= −(giagbj)

= −(giagjb) �

Lemme 2.4. Si G = (gij)ij une matrice symétrique carré ďordre m,alors
∂

∂gab
(det(gij)) = cofacteur(gab)

Preuve Si Ai = (gi1,...gim)t désigne la iéme colone de la matrice (gij) , alors
∂

∂gab
(det(gij)) = ∂

∂gab
(det(A1,.....Am))

= det( ∂

∂gab
A1,....,Am) + .....+ det(A1,....

∂

∂gab
Am)

= det(A1,..,
∂

∂gab
Aa,..,Am)

= det(A1,..,(Aba),..,Am)

= cofacteur(gab)
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où Aba = (0,...,1,...,0)t �

Lemme 2.5. soient (Mm,g) une variété Riemannienne et (gu)u ∈
⊗2 T ∗M une variation

réguliére de la métrique g(g0 = g),alors δg = ∂
∂u

(gu)|u=0 ∈
⊗2 T ∗M .

En effet , localement on a gu(x) = gij(u,x)dxi⊗ dxj, d’ où

(δg)ij(x) = ∂

∂u
(gij(u,x))|u=0dx

i
⊗

dxj ∈
2⊗
T ∗M

Proposition 2.6. [4] soient φ : M → N une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm,g) et (Nn,h).Si (gu)u est une variation C∞ de la métrique g sur un domaine
compact M, alors la premiére variation ď énérgie de φ respectivement à la variation (gu)u
est donnée par

dE(φ)
du
|u=0 = 1

2

∫
M
〈S(φ), δg〉vg (2.2)

ou’ lecalement S(φ)ij = e(φ)gij − (φ∗h)ij et 〈S(φ), δg〉 = giagjbS(φ)ijδgab.

Preuve

dE(φ)
du
|u=0 =

∫
M

de(φ)vgu
du

|u=0

=
∫
M

(∂e(φ)vgu
∂gab

)δgab

=
∫
M

∂e(φ)
∂gab

δgabvg +
∫
M
e(φ) ∂vg

∂gab
δgab

Uutilisant le lemme 2.3 , on obtient

∂e(φ)
∂gab

= 1
2
∂gij
∂gab

φαφβhαβ

= −1
2g

iagjbφαi φ
β
j hαβ

= −1
2g

iagjb(φ∗h)ij (2.3)
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De la formule vg = (det(gij))
1
2dx1....dxm et le lemme 2.4 ,on obtient

∂vg
∂gab

= 1
2((det(gij))−

1
2) ∂

∂gab
(det(gij))dx1....dxm

= 1
2(det(gij))−1cofacteur(gab)(det(gij))

1
2dx1....dxm

= 1
2g

ab(det(gij))
1
2dx1....dxm

= 1
2g

abvg

= 1
2g

iagibgijvg (2.4)
�

La preuve se termine par substitution des formules (2.3) et (2.4) dans (2.2).

Théorème 2.7. soient φ : Mm → Nn une application C∞ entre deux variétés Rieman-
nienne (Mm,g) et (Nn,h) alors

divMS(φ) = −h(τ(φ),dφ)

.

Preuve soit{e1,...,em} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage ď un point
x ∈M telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x pour tout i,j ∈ {1....n}.Au point x , on a

S(φ)(ei,ej) = 1
2
∑m
k=1 h(dφ(ek),dφ(ek))δij − h(dφ(ei),dφ(ej)).

Tenant compte qu’au point x , τ(φ) = ∑m
i=1∇φ

ei
dφ(ei) et ∇φ

ej
dφ(ek) = ∇φ

ek
dφ(ej) , alors

(divMS(φ))(ej) =
m∑
i=1

ei(S(φ)(ei,ej))

= 1
2

m∑
i,k=1

ei(h(dφ(ek),dφ(ek)))δij −
m∑
i=1

ei(h(dφ(ei),dφ(ej))).

=
m∑
k=1

h(∇φ
ej
dφ(ek), dφ(ek))−

m∑
i=1

h(∇φ
ei
dφ(ei),dφ(ej))

= −h(τ(φ), dφ(ej)). �

Du théréme 2.7 on déduit le corollaire suivant

Corollaire 2.8. soient φ : Mm → Nn une application de classe C∞.

1. Si φ est harmonique , alors divMS(φ) = 0.

2. Si φ est submersion et si divMS(φ) = 0, alors φ est harmonique .
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2.5 Problémes d’ Existence

Le problémes d’ existence de base pour les applications harmoniques peut être formulé
de la maniere suivante
soit φ0 : M → N une application de variétés Riemanniennes . φ0 peut -il être deformé en
une carte harmonique φ0 : M → N ?
Bien sûr , cette application est harmonique en supposant que M et N sont compacts et
sons frontiére par le déveleppement de la théorie variationnelle et en obtenant dans les
cas particuliers suivants

1. Si M est le cercle S1, une application harmonique de M dans N est une géodésique
.

2. Si N = Rn , elles se réduisent aux équations linéaires ∆φα = 0, et les solutions
sont les fonctions harmoniques .

3. Si φ : (M,g) → (N,h) une immersion riemannienne, c’est à dire une immersion
satisfaisant φ∗h = g.
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Chapitre 3
Applications bi-harmoniques

Dans le troisiéme chapitre on définit l’application bi-harmonique qui est le prolonge-
ment d’application harmonique, on donne la définition à la description de leurs propriétés
fondamontales (la premiére variation de bi-énergie, du deuxiéme variation d’énergie et la
tenseur bi-énergie impulsion ) et on donne quelques exemples.

3.1 Applications bi-harmoniques

Définition 3.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et D un domaine
compact de M. On définit la fonctionnelle bi-énergie d’une application de classe C∞

φ : M → N par
E2(φ,D) = 1

2

∫
D
|τ(φ)|2vg

Définition 3.2. Une application φ : (Mm, g) → (Nn, h) de classe C∞ est dite bi-
harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie E2(φ,D) pour tout
compact D de M

d

dt
E2(φt,D) = 0 (3.1)

pour toute variation {φt} de φ à support dans D.
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3.2 Premiére variation de bi-énergie

Théorème 3.1. Soit ϕ : (Mm,g) → (Nn,h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes et soit {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de classe C∞ de ϕ à support
dans D. Alors d

dt
E2(ϕt,D)|t=0 = −

∫
D h(v,τ2(ϕ))vg,

où v = dϕt
dt
|t=0 désigne le champ de variation associé à {ϕt}t∈(−ε,ε) et τ2(ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN)

le champ défini relativement à une base orthonormée sur (Mm,g), par

τ2(ϕ) = −tracegRN(τ(ϕ),dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ)

= −
m∑
i=1

RN(τ(ϕ),dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1
{∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)−∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)}

Preuve : On pose φ : M×(−ε,ε)→ N ; l’application définie par φ(x,t) = ϕt(x). Alors :
d

dt
E2(φt,D)|t=0 =

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)∇dφ((ei,0), (ei,0),∇dφ((ei,0), (ei,0))vg|t=0 (3.2)

On a

∇φ

(0, d
dt

)dφ(ei,0) = ∇φ
(ei,0)dφ(0, d

dt
) (3.3)

car

[(0, d
dt

),(ei,0)] = 0.

Et

∇φ

(0, d
dt

)dφ(∇M
ei
ei,0) = ∇φ

(∇Mei ei,0)dφ(0, d
dt

) (3.4)

D’où

∇φ

(0, d
dt

)∇dφ((ei,0), (ei,0)) = ∇φ

(0, d
dt

){∇
φ
(ei,0)dφ(ei,0)− dφ(∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei,0))}

= ∇φ

(0, d
dt

)∇
φ
(ei,0)dφ(ei,0)−∇φ

(0, d
dt

)dφ(∇M×(−ε,ε)
(ei,0) (ei,0))

= RN(dφ(0, d
dt

),dφ(ei,0))dφ(ei,0) +∇φ
(ei,0)∇

φ

(0, d
dt

)dφ(ei,0)

+∇φ

[(0, d
dt

),(ei,0)] −∇
φ

(0, d
dt

)dφ(∇M
ei
ei,0)

= RN(dφ(0, d
dt

),dφ(ei,0))dφ(ei,0)

+∇φ
(ei,0)∇

φ
(ei,0)dφ(0, d

dt
)−∇φ

(∇Mei ei,0)dφ(0, d
dt

). (3.5)
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D’où

h(∇φ

(0, d
dt

)∇dφ((ei,0),(ei,0)),∇dφ((ei,0),(ei,0)))|t=0 = h(RN(v,dϕ(ei))dϕ(ei),τ(ϕ))

+ h(∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v,τ(ϕ))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v,τ(ϕ))

(3.6)

soit w ∈ Γ(T ∗M) , la 1− forme différentielle á support dans D , définie par :
w(X) = h(∇ϕ

Xv,τ(ϕ)), X ∈ Γ(TM).
On a :

divMw =
m∑
i=1
{ei(w(ei)− w(∇M

ei
ei))}

=
m∑
i=1
{ei(h(∇ϕ

ei
v,τ(ϕ)))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v,τ(ϕ))}

=
m∑
i=1
{h(∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v,τ(ϕ)) + h(∇ϕ

ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v,τ(ϕ))} (3.7)

De formules ( 3.6 ) et ( 3.7 ) , on obtient :
m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)∇dφ((ei,0),(ei,0)),∇dφ((ei,0),(ei,0)))|t=0 =
m∑
i=1

h(RN(v,dϕ(ei))dϕ(ei),τ(ϕ))

+ divMw −
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ))

(3.8)

soit η ∈ Γ(T ∗M), la 1−forme différentielle ásupport dans D , définie par :
w(X) = h(v,∇ϕ

Xτ(ϕ)), X ∈ Γ(TM).
On a :

divMη =
m∑
i=1
{ei(η(ei))− η(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1
{ei(h(v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)))− h(v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))}

=
m∑
i=1
{h(∇ϕ

ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)) + h(v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))− h(v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))}. (3.9)
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En substituant 3.9 dans 3.8 , on obtient :
m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)∇dφ((ei,0),(ei,0)),∇dφ((ei,0),(ei,0)))|t=0 =
m∑
i=1

h(RN(τ(ϕ),dϕ(ei))dϕ(ei),v)

+ divMw − divMη

+
m∑
i=1

h(v,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

−
m∑
i=1

h(v,∇ϕ
∇Mei ei

τ(ϕ)) (3.10)

D’ aprés les formule 3.2, 3.10 et le théoréme de la divergence , on obtient

d

dt
E2(φt,D)|t=0 = −

∫
D

m∑
i=1

h(−RN(τ(ϕ),dϕ(ei))dϕ(ei)−∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

+∇ϕ
∇Mei ei

τ(ϕ),v)vg �

Théorème 3.2. une application différentiable ϕ : (M,g) → (N,h) est bi-harmonique si
et seulement si τ2(ϕ) = 0

Remarque 3.1. soit l’application ϕ : (M,g)→ (N,h) et (U,xi),(V,yα) de carte locales en
p dans M et en ϕ(p) dans N respectivement . Alors

τ2(ϕ) = gij( ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2∂τ

α

∂xj
∂τβ

∂xj
NΓσαβ + τα

2ϕβ

∂xi∂xj
NΓσαβ + τα

∂ϕβ

∂xi
∂ NΓσαβ
∂xj

+ τα
∂τβ

∂xi
∂τ ρ

∂xj
NΓvαβ NΓσvρ − MΓkij(

∂τσ

∂xk
+ τα

∂β

∂xk
NΓσαβ)

− τ v ∂ϕ
α

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαv)
∂

∂yσ
◦ ϕ

où τα = ∆ϕα + gij NΓαβδ
∂ϕβ

∂xi
∂ϕδ

∂xj
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3.3 La dexiéme variation de l’ énergie

Théorème 3.3. [14] soit ϕ : (Mm,g) → (Nn,h) une application harmonique entre deux
variétés riemanniennes et D un domaine compact de M . Si ϕt,s est une variation de ϕ á
support dans D , alors

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s,D)|(t,s)=(0,0) =

∫
D
h(−tracegRN(v,dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2v,w)vg

où v = ∂ϕt,s
∂t
|(t,s)=(0,0), w = ∂ϕt,s

∂s
|(t,s)=(0,0) denotes les champs de vecteurs de variation.

Preuve soit {e1.....em} base orthonorme sur M . posons
φ : (x,t,s) ∈ (−ε,ε)×(−ε,ε)→ ϕt,s(x) ∈ N,Ei = (ei,0,0), ∂

∂t
= (0, d

dt
,0) et ∂

∂s
= (0,0, d

ds
).

On a

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s,D)|(t,s)=(0,0) = 1

2

∫
D

m∑
i=1

∂2

∂t∂s
h(dφ(Ei),dφ(Ei))vg|(t,s)=(0,0) (3.11)

1
2
∂2

∂t∂s
h(dφ(Ei),dφ(Ei)) = ∂

∂t
h(∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),dφ(Ei))

= h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),dφ(Ei)) + h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)) (3.12)

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),dφ(Ei)) = h(∇φ
∂
∂t

∇φ
Ei
dφ( ∂

∂s
)dφ(Ei))

= h(Rn(dφ( ∂
∂t

),dφ(Ei))dφ( ∂
∂s

),dφ(Ei))

+ h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ( ∂
∂s

),dφ(Ei)) + h(∇φ

[ ∂
∂t
,Ei]
dφ( ∂

∂s
),dφ(Ei))

(3.13)

soit w la 1-forme différentielle à support dans D , définie sur M par

w(X) = h(∇φ
∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).
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En tenant compte que ϕ est harmonique , on obtien

divMw =
m∑
i=1
{ei(w(ei))− w(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1
{ei(h(∇φ

∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0)),dϕ(ei))− h(∇φ
∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(∇M
ei
ei))}

=
m∑
i=1
{h(∇φ

Ei
∇φ

∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(ei)) + h(∇φ
∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),∇ϕ
ei
dϕ(ei))

− h(∇φ
∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(∇M
ei
ei))}

=
m∑
i=1
{h(∇φ

Ei
∇φ

∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(ei)) + h(∇φ
∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),τ(ϕ))}

=
m∑
i=1

h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ( ∂
∂s

)|(t,s)=(0,0),dϕ(ei)) (3.14)

D’ aprés les formules 3.13 et 3.14 , on a
m∑
i=1

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),dφ(Ei))|(t,s)=(0,0) =
m∑
i=1

h(RN(v,dϕ(ei))w,dϕ(ei)) + divMw (3.15)

En développant le dexiéme terme à droit de l’égalité 3.12 on trouve

h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)) = h(∇φ
Ei
dφ( ∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ( ∂

∂t
))

= Ei(h(dφ( ∂
∂s

),∇φ
Ei
dφ( ∂

∂t
)))− h(dφ( ∂

∂s
),∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ( ∂

∂t
))

(3.16)

Si η désigne la 1-forme différentielle à support dans D,définie sur M par :
η(X) = h(w,∇ϕ

Xv),X ∈ Γ(TM).
alors on a

divMη =
m∑
i=1
{ei(η(ei))− η(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1
{ei(h(w,∇ϕ

ei
v))− h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)} (3.17)

D’aprés les formules 3.16 et 3.17 , on obtient
m∑
i=1

h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei))|(t,s)=(0,0) = divMη +
m∑
i=1

h(w,∇ϕ
∇Mei ei

v)−
m∑
i=1

h(w,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v)

(3.18)
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En utilisant les formules 3.11, 3.12, 3.15, 3.18 et le théoréme de Stokes , on déuit

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s,D)|(t,s)=(0,0) =

∫
D

m∑
i=1
{−h(RN(v,dϕ(ei))dϕ(ei),w) + h(w,∇ϕ

∇Mei ei
v)

− h(w,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v)}vg �

3.4 Exemples d’ applications bi-harmoniquees

Exemple 3.1. Toute application harmonique entre deux variété Riemanniennes est bi-
harmonique

Exemple 3.2. considérons l’ application différentiable

ϕ :(M,g) −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p),....ϕn(p))

Alors τ2(ϕ) = (τ2(ϕ1),.....τ2(ϕn)) donc ϕ et bi-harmonique si et seulement si les applica-
tions ϕi, i = 1....n sont biharmoniques.

Exemple 3.3. soient γ : I → (N,h) une géodésique et t : I → J, t 7→ t(s) = t un
changement de paramétre ,où I,J deux intervalles de R. Alors L’applicationγ = γ ◦ t :
J → N est bi-harmonique si et seulement si d

4t

ds4 = 0 et d
2t

ds2 6= 0

Exemple 3.4. soit f : Rn → R une fonction harmonique (c’est -à-dire ∆f = 0).
Alors la fonction ϕ(x) = r2(x)f(x) est une fonction biharmonique non- harmonique ,oú
r(x) =

√
x2

1 + x2
2 + ....+ x2

n pour tout x = (x1,x2,....,xn) ∈ Rn est la fonction distance.
En effet ;

r2(x) = x2
1 + x2

2 + ....+ x2
n =

n∑
j=1

x2
j ;

∂r2

∂xi
=

n∑
j=1

∂x2
j

∂xi
= 2xi;

∂ϕ

∂xi
= ∂r2

∂xi
f + r2 ∂f

∂xi
= 2xif + r2 ∂f

∂xi
;

∂2ϕ

∂x2
i

= 2f + 2xi
∂f

∂xi
+ 2xi

∂f

∂xi
+ r2∂

2f

∂x2
i

.
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Donc le Laplacien de la fonction ϕ est donné par

∆ϕ =
n∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

=
n∑
i=1

2f +
n∑
i=1

4xi
∂f

∂xi
+

n∑
i=1

r2∂
2f

∂x2
i

= 2nf + 4
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
+ r2 ∆f︸︷︷︸

=0

6= 0.

Ainsi ϕ est non-harmonique .Pour j fixé , on a

∂∆ϕ
∂xj

= 2n ∂f
∂xi

+ 4
n∑
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂f

∂xi
+ 4

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xj∂xi

= 2n ∂f
∂xi

4 ∂f
∂xj

+ 4
n∑
i=1

xi
∂2f

∂xj∂xi
.

Par conséquent ∂
2∆ϕ
∂x2

j

= 2n∂2f
∂x2
j

+ 4∂2f
∂x2
j

+ 4∑n
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂2f
∂xi∂xj

+ 4∑n
i=1 xi

∂3f
∂xi∂x2

j

τ2(f) = −∆(∆ϕ)

= −
n∑
j=1

∂2∆ϕ
∂x2

j

= −(2n+ 4)∆f − 4∆f − 4
n∑
i=1

xi
∂

∂xi
(∆f)

= 0

3.5 Tenseur biénergie impulsion

Définition 3.3. soit ϕ : (Mm,g) → (Nn,h) une application de classe C∞ . Le tenseur
biénergie impulsion S2(ϕ) de ϕ est défini pour tout X,Y ∈ Γ(TM) par

S2(ϕ)(X,Y ) = −1
2 |τ(ϕ)|2g(X,Y )− 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉g(X,Y ) + h(dϕ(X),∇ϕ

Y τ(ϕ))

+ h(dϕ(Y ),∇ϕ
Xτ(ϕ))

où 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉 = ∑m
i=1 h(dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) relativement à une base orthonormée locale

{ei}mi=1 sur (Mm, g).
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Théorème 3.4. Soit ϕ : (Mm,g)→ (Nn,h) une application de classe C∞ , alors
[divMS2(ϕ)](X) = −h(τ2(ϕ), dϕ(X)),∀X ∈ Γ(TM).

Preuve Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur (Mm, g) telle que ∇M
ei
ej = 0 au point

x(1 ≤ i,j ≤ m). On note S2(ϕ) = T1 + T2 , où T1,T2 sont définis par

T1(X,Y ) = −1
2 |τ(ϕ)|2g(X,Y )− 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉g(X,Y ),

T2(X,Y ) = h(dϕ(X),∇ϕ
Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇ϕ

Xτ(ϕ)).

Alors au point x, on a

(divMT1)(ej) =
m∑
i=1

ei(T1(ei,ej))

=
m∑
i=1

ei(−
1
2 |τ(ϕ)|2δij − 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉)δij

= −h(∇ϕ
ej
τ(ϕ),τ(ϕ))− ej(〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉)

= −h(∇ϕ
ej
τ(ϕ),τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

(divMT2)(ej) =
m∑
i=1

ei(T2(ei,ej))

=
m∑
i=1

ei(h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τ(ϕ)) + h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)))

=
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

Tenant compte qu’au point x , on a

τ(ϕ) =
m∑
i=1
∇ϕ
ei
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei)

∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ)−∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ) = RN(dϕ(ei),dϕ(ej))τ(ϕ)

on obtient

(divMT1)(ej) + (divMT2)(ej) =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

= −h(τ2(ϕ),dϕ). �
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3. Applications bi-harmoniques

Du Théoréme 3.4 on déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.5. : soit ϕ : (Mm,g)→ (Nn,h) une application de classe C∞.

1. Si ϕ est biharmonique , alors divS2(φ) = 0.

2. Si ϕ est une submersion et si divS2(φ) = 0, alors ϕ est biharmonique .
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Conclusion

Ce travail est consacrée à l’etude d’application harmonique entre les variétés Rieman-
niennes qui est le but de ce travail dont on cite l’existence de ses applications . Ainsi
on déplace à une application bi-harmonique qui une extension d’application harmonique
et on a toute application harmonique est une application bi-harmonique , et on cherche
aussi l’existence des applications bi-harmoniques qu’il s’agit un point critique d’équation
bi-energie entre les variétés Riemannienne à déterminer les conditions nécéssaires .
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