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Résumé

Dans ce mémoire , on va introduire la notion d’appllication harmonique entre deux
variétés Riemanniennes ¢ : (M,g) — (N,h) qui est une solution d’équation dérivee (La-
placien ) et donnant quelques propriétés principale .

Par suite , on va introduire aussi la notion d’application bi-harmonique qui une prolonge-
ment d’ application harmonique et on a toute application harmonique est une application

bi-harmonique (la reciproque est fausse)

Abstract

In this thesis , we will introduce the notion of harmonic map between two Riemanian
manifold ¢ : (M,g) — (N,h) which is a solution of derived equation ( la placien ) and
givin some main propeties , consequently we will also introduce the notion of bi-harmonic
map which an extension of harmonic map and we have any harmonic map is a bi-harmonic

map (the converse is false ).
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Introduction

Les initiateurs de la théorie des fonctions harmoniques James Eells et Joseph H. Samp-
son ont montré en 1964 que dans un contexte géométrique adéquat une application ré-
guliere quelconque pouvait étre déformée par homotopie en une application harmonique
.Les applications harmoniques sont 1’étude du flot de la chaleur par elles-mémes et a titre
d’inspiration font partie des sujets les plus étudiés dans le domaine de I'analyse géomé-
trique

En géométrie différentielle, une application réguliere ¢ : (M, g) — (N, h) définie d'une
variété Riemannienne dans une autre est dite harmonique lorsqu’elle est solution dune
certaine équation aux dérivées partielles généralisant 1’équation de Laplace. L’équation
des applications harmoniques est en général introduite pour résoudre un probléme varia-
tionnel ; il s’agit de I’équation d’Euler-Lagrange associée a la recherche des points critiques
de I'énergie de Dirichlet des applications entre les deux variétés. Par suite, la recherche
des applications harmoniques englobe a la fois celle des géodésiques et celle des fonctions
numeériques qui sont harmoniques sur un ouvert de I’espace euclidien.

Ce travail comprend des resultats des applications harmonique et bi-harmonique sur
la variété Reimannienne et donne certaines des principales propriétés
Ce memoire est divisée en trois chapitres.

Le premier chapitre on va étudier la variété différentiable, on parle de la variété topologique
et rappelle la définition de cartes ,atlas.

Et on étudie la courbe,espace tangent et espase cotongent et ses bases ,champs de

vecteur sous le titre notion de I'espace tangent en un point de variété. On présente aussi



la variété Riemannienne qui est une variété muni d’une métrique Riemannienne , on étudie
les notions de la connexion , tenseurs , courbures ... .

Le deuxiéme chapitre comprenait I’étude des applications harmoniques et la discussion de
la premiére variation d’énergie et quelques exemples ainsi que la tenseur énergie impulsion.
Dans le troisiéme chapitre on définit 'application bi-harmonique qui est le prolongement
d’application harmonique , on donne la définition a la description de leurs propriétés
fondamontales (la premiére variation de bi-énergie , du deuxiéme variation d’énergie et la

tenseur bi-énergie impulsion ) et on donne quelques exemples.

9 Université d’Adrar 2021-2022



Chapitre

Variété Différentiable

Dans ce chapitre on va étudier la variété différentiable, on parle de la variété topolo-
gique et rappelle la définition de cartes ,atlas.
Et on étudie la courbe,espace tangent et espase cotongent et ses bases ,champs de
vecteur sous le titre notion de I'espace tangent en un point de variété. On présente aussi
la variété Riemannienne qui est une variété muni d’'une métrique Riemannienne , on étudie

les notions de la connexion , tenseurs , courbures ...
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1. Variété Différentiable

1.1 Notion de variété différentiable

1.1.1 Variété topologique

Définition 1.1. Soit M un ensemble non vide , M est dit une variété topologique de
dimension n et de classe C* | k > 1 si
— M est un espace topologique séparé.
— Pour tout P € M il existe un ouvert U de M contenant P et un homéomorphisme
définie par 0 U — ¢ (U) C R™; de classe C*.
Le couple (U,p) est dit carte sur M.

Exemple 1.1. R" est une variété topologique ( car R™ est un espace topologique séparé

et on prend U = R" | ¢ = Idgn )

Remarque 1.1. Deux cartes (U,p) et (W) sur M sont compatibles (équivalentes) si
— UNnW # 2.
— Yo tip(UNW) — ¢ (UNW) est difféomorphisme.

1.1.2 Atlas sur une variété

Définition 1.2. Un atlas A sur M de dimension n et de classe C* (k > 1) est une famille

de cartes notée A = {(U; ¢:)}.., ,telque

i€l
1. Les ouverts U; recouvrent M c’est & dire M = .UIUi,‘v’i el.
1€

2. Tout les cartes de A sont compatibles deux a deux

Exemple 1.2. Soit R une variété topologique ;soient U = |—00,0[, W = |—1, 4+ co| on
définit
p: U — ¢(U)

r +— ¢(z)=In(—-x)

et W —s (W)
r — Yx)==z

-1
—OnaUﬂW#@carTEUetTEWetUUW:R

11 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

@ et 1) sont continues et o~ 4h~! sont aussi continues .Ils sont bijectives donc ¢ et 1
sont des homéomorphismes.

@ o1l (x) = In(—x) est bijective et de classe C! et (pop™1)7! = e est de classe
C' donc p o ~! est difffomorphisme alors la famille {(]—00,0[,In (—z)), (]—1, + oo[ ,z)}

est un atlas sur R.

1.1.3 Variété différentiable

Définition 1.3. Soit M une variété topologique de dimension n et de classe C* (k > 1)

on dit que M est une variété différentiable de classe C* (k > 1)si

il existe un atlas {(U;, i)}, de M telque pour tout 4, j telque U; N U; # &
I’application

pjop; i (UinUj) — ¢; (Ui N U;)
est de classe C¥.

Remarque 1.2. 1. Dans toute la suite ,les variétés différentiables seront prises de

classe C*° et toutes les cartes seront prises de classe C*°.

2. La stucture de variété différentiable de classe C* de dimension n est la donnée d’un

couple (M, A) ou M est une variété topologique et A est un atlas.

Systéme de coordonnées  Soit (U,p) une carte de la variété différentiable M pour p €

U,p (p) € R™ peut s’écrire ¢ (p) = (x' (p) 2% (p) ,ov-n.. 2" (p)) , on appelle le coordonnées

8

de p dans la carte (U,p) et (z!,2%,........ ,x™) sont les applications coordonnées.

Exemple 1.3. 5? = {(X,Y,Z) e R®: X? + Y2 + Z? = 1} est une variété différentiable

de dimension 2 et de classe C°.

En effet :3 U; = 5%\ {(0,0,1)},U, = S\ {(0,0,— 1)} deux ouverts de S* C R? |

puisque leurs complémentaires sont fermés .
o1: Uy — 1(Up) C R?
My, — o (My)=M

’

12 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

X &1
Avece Mi=| Y |et M =] & |, s0it N=(0,0,1) € S?
Z 0
X &1 &1
Amh: % M= ¢ | ,NM =| ¢ |,NM,//NM <3\cR:
Z —1 0 —1
—
ANM, = NM
X &1 AX =&
S Y = &2 = AY =&
Z -1 -1 NZ—1)=-1
1
R :>)\—71_Z
&1 =
donc 1?Z
&ZTjE
alors 1 : Uy — 1 (U;) CR? avec 1 — Z #£0
X
1—-7'1-27
Z

1. ¢ est continue sur U; car ses composantes sont continues sur Uy
2. ¢ est surjective par construction car ;1 : Uy — ¢ (Uy)

-En effet ¢, est injective par définition : Soient (X,Y,7), (X/,Y/,Z/) el

/

X X
(XY Z) = (XY Z) e 107 107 (1)
1-Z 1-7 2
X2 X
1-2)7 (1-2)
— ( e ) ( e ) (2)

(1-2p @1-2)

X2+y? X4yt 1-z2 1-72"

—z7 (-zy  (0-2¢ (1-27

13 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

1-z0+2) (1-2)(1+7)

(1-2) (1-2)

¢¢1f§=1f§;¢u+2M1—2):a—ZM1+Z)

=7=27.

!

X=X Vot
On remplace ce résultat dans (1), on obtient . Eneffet (XY, Z2)= (XY ,Z)
Y=Y

donc ¢, est injective sur U;. ainsi ¢y est bijective . o' : ¢y (U)) € R? — Uy;
— p—

NM, = uNM
X &1 X = p&
vy |=u| & |e{ Y=p =p=1-2
Z -1 1 Z=—pu+1
Ona X2+4+Y2%2+72=1cestadire Z+#1doncpu #0.
G+ )+ (1= =1 & = g done

(pl_li gOl(Ul)CRQ — U
(€1,62) — (

26, 289 E4+88-1
8+ +1U+86+18+6+1

@7 " est continue ,donc ¢, est un homéomorphisme sur U;. De méme maniére pour ¢, ,

—
avec ST/[l//SM/ telle que S = (0,0, — 1)

P2 - U2 — QDQ(UQ)CR2

X
X Y
XY/ )=|——r ——
Y — 902( 9Ly ) (Z—Fl,Z—l—l)
YA
avec Z +1#£0
(10271: (’OQ(UQ)CR2 — U2
o G+8+18+8+1U8+&+1

14 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

g010g02_12 QOQ(Ulng) — (,01<U1QU2)
1 _ 26 285 1-8& -8
(51’52) > Y109y (517§2> =¥ <§%+£%+1’§%+€%+1’§%+§%+1>
o
G+8+8
paopr! 1 o1 (hNT2) — o (Ui NTy)
1 B 26, 28, §+&6 -1
(61752) = Y20 (51752) = P2 (f%+€§+1,£%+£§+1’f%+522+1>
= (_517_€2>

020 1Y, 01 0@yt sont de classe C™ car leurs composantes sont de classe C°°.
Alors S? est dite une varieté différentiable de dimension 2 et de classe C°.

A{(U1,01) , (Uz,p2)} est un atlas sur S2.

Remarque 1.3. On peut généraliser pour
St = {(xl, ...... Tp1) € R/ 22+ L +a2,, = 1} est une variété différentiable de di-

mension n et de classe O sur R**1.

1.2 Notion d’espace tangente en un point de variété

1.2.1 Courbe tracée sur une variété

Définition 1.4. Une courbe tracée sur une variété différentiable M de dimension n et

de classe C* (k > 1 ou O*) est I'application v de classe C* (k > 1 ou C™).avec

v: ICR — M (avec0€ I).

t — (1)
On note par

¢ (M,y) = {courbe tracé sur M,y passant par P, tel que v (0) = P}.

On va définir une relation R tel que
d

d
V1,02 € €(Myy) : iRye & 3 (Uyp) € A tel que i (po 71)/t:0 T (po 72)/t:o

Donc R est une relation d’équivalence.

15 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

En effet

. . d d
i )Soit vy € €(Myy),V(Uyp) € Aon a p (Po))m0 = pm (¢ 07) /=g alors YRy en

effet R est réfléxive.

. . d

i ) Solent .72 € €(My) MRy & I(Uyp) € A tel que — (pom), =
d
7 (P 272) 110

d
comme 1'égalité est symétrique dans R" ,alors 7 (¢ o72) 10 = pr (¢ ©71) /4o donc

2R = R est symétrique.

iii ) Soient 71,72,73 € €(M,y) ,on a 1Rz et 2Ryz < IF(Uyp), (V) € A tel que

d d
@ (po 71)/t:0 o (po 72)/15:0
it (Yo 72)/t:0 ~a (Yo 73)/1&:0

On considére que UNV # @& :

d d d
pr (80071)/t:0 T (poy~tod © Y1) =0 = it (po~tod © 72) j1=0

On uticllise D (fog) () d: (Df (g9(x))) Dg ()
alors —(gpo%)/t:O: —(gpozﬁ—lowoyg)/tzo onpose f=ypotplet g=1)o

dt dt
d d
done % (9071) 100 = (D o6 (6 978) | 5 (02 70)1)
On a
d d
dt (@ZJ © 72>/t:0 = dt (1/) © '73)/t:0
donc
L

D (gp o ¢_1)) (Yo 72)/t:0 [jt (Yo 73)/1&0]

d
=D (90 © ¢—1)) (Yo + k)/t:0 Lit (Yo 73)/t0] (k  constante)
d
=7 (¢O¢_1 01/1073)/t:0
d

= q (po 73)/15:0 = NR7s

Enfin R est transitive alors R est une relation d’équivalence.

16 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

1.2.2 Espace tangent et Espace cotangent

Définition 1.5. Un espace tangent a M en p est I'ensemble des classes d’ équiva-
lences des courbes tangentes en p pour la relation R .On note 7 ou [y] pour les classes

d’équivalence et 'espace tangent en p = 7 (0) par T,M

L’espace cotangent T,M est un espase vectoriel alors il est possible de considé-
rer son dual ,notons TyM ,c’est I'espace cotangent,l’ensemble des applications linéaires
continues définient par f € T;M c’est a dire f : T,M — R qui est lui méme un espace
vectoriel,de méme dimension de T, M.

Une base de ’espace tangent et Une base de ’espace cotangent
L’espace tangent de M au point p noté T,M muni d'une base

0

- oz

Ca

Et tous les vecteurs dans cette espace s’écrivent toujours dans cette base

0
oz

w = w"

Exemple 1.4. tous les formes de la géométrie Riemannienne s’écrivent dans cette base.

L’espace cotangent de M au point p noté T7M est un espace dual de T, M c’est-a-dire est
I'ensemble des formes linéaires et continués sur 7, M, I’espace cotangent muni de la base

suivante

e? = da?

Avec (e, e,) = 6F vérifiant bien la relation d’ortho-normalisation

Et tous les vecteurs dans cette espace s’écrivent toujours dans cette base

w = wadx”

Exemple 1.5. tous les formes des formes différentielles s’écrivent dans cette base

17 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

1.2.3 Fibré tangent et Fibré cotangent

Définition 1.6. On appelle fibré tangent T'M sur une variété différentiable M de dimen-

sion m 'union disjointe des espaces tangents 7, M aux points p

T™ = |J T,M

peEM
On appelle fibré cotangent T*M sur une variété différentiable M de dimension m 'union

disjointe des espaces cotangents 77 M

M=) ;M

peEM
1.2.4 Champ de vecteurs

Définition 1.7. Une champ de vecteurs sur M est une application différentiable dé-

finie par :

X: M — T,M
p — X=X,
tel que X (p) € T,M ou X, est le vecteur tangent de M en p .On note 'ensemble des

champs de vecteurs par X (M) .

1.2.5 Dérivation et champs de vecteurs
On considére I’ensemble
C* (M) =A{f:M — R de classe C*}.
Soit 'application D :C* (M) — C*° (M) vérifie la relation :
D(fg9)=D(f)g+fD(g)
Tout champs vecteurs définit un dérivation sur C* (M) par la relation :

(Xf)(p)=X(p)f

S’écrit par : . 5
X0 0) = X 0) 5% )

Donc nous identifions X (M) aux dérivations de C*>° (M) .

18 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

1.2.6 Application différentiable sur une variété différentiable

Définition 1.8. Soient (M, A),(N,B) deux variétés différentiables de dimension n,m res-
pectivement.Une application f : M — N est différentiable de classe C" si pour tout
p € M.l exist une carte (U,p) € A autour de p,de classe C" et une carte (V1)) € B de
classe C" telles que f(U) C V et ¢ o fop ! soit de classe C".

Exemple 1.6. Soient (5% A),(S?,B) deux variétés différentiables de dimension 2 sur R?
et 'application f: S? — 52
(zy,2) — [f(2y,2) = (z.9,2)

S?={(r,y,2) ER® 2?2+ 92 +22=1}.
Soit (Uy,p1) € A de S%on prend Uy = S?/{(0,0,1)}
p1: Us — o1 (Uy) CR?

(2,y.2) +— @1 (zy.2) = (1 i 7 3 Z)
¢1 est de classe C™ sur U; alors (Uy,pq) de classe C .
Soit (Us,ps) € B ,on prend Us = S?/{(0,0, — 1)},

0y Uy — o (Uy) C R?

X Y
— = _—
(x,y,z) P2 (fE,y,Z) <1 Z’l + Z)

@2 est de classe C™ sur U, alors (Us,ps) de classe C et f(U;) C Us.

En effet ¢y 0 fo ! : R? — R?

_ 2x 2y 242 -1
1 _

R A T A e g S N L N

B 2 2y 24y —1
G 2+ P4+ 122+ 24+ 122+ 42+ 1
= ( L y

72 +y2’$2 +y2)
o0 f ot est de classe C™ alors f est différentiable de classe C.

) (exemple de variété)

Proposition 1.1. Soient f et g deux fonctions de classe C" telle que

f:M— N et g: N— K Alors go f est de classe C".

Preuve Soient f : M — N de classe C" c’est-a-dire il existe (U,p) de M et (V) de
N sont de classe C" telle que f(U) C Vet o fop ' est declasse C", et g: N — K

19 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

de classe C" c’est- a-dire il existe (Uy,¢) de N et (Vi,w) de K sont de classe C” telle que
g(U)) CVietwogogtest de classe C".

En effet go f : M — K on suppose que f(U) = Uy C Vet = ¢ Vp € N
=go f(U)CW.

wogofop l=wogod oo foy
classe C" alors wo go f o ! est de C" donc go f est de classe C". U

1 comme wogogtetofoep ! sont de

1.2.7 Application tangente linéaire

Définition 1.9. Soient M et N deux variété , f : M — N une application différentiable

, Papplication tangente linéaire de f en p € M est :

df: TpM — Tf(p)N

T — df(x)zdmfzci(foﬂ(o)

oil v est une courbe passant par p.et 7 (0) =

1.2.8 Pull back et push forward de ¢

soit ¢ une application d’une variété M vers une variété N, avec I'inverse ¢! | pour les
éléments x € N et y € M et deux champs X € X(N) et Y € X(M)
on définit Le pull back de ¢ est ¢* : X(N) — X(M) tel que (¢*X)(y) = do,*(Xs,)
Le push forward de ¢ est ¢, : X(M) — X(N) tel que (¢.Y)(z) = do, ' (X))

Propriétés 1.1. Soit ¢ une application entre deux variétés différentiables, et f une ap-

plication ¢*f = fo ¢

1.3 Variété Riemannienne

1.3.1 La métrique Riemannienne

Définition 1.10. Une métrique Riemannienne g sur une variété différentiable M est
la donnée d’application g : X(M)xX(M) — C>*(M)
(X.Y) — g(X)Y)
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C> (M) —bilinéaire tel que

1. g application symétrique c’est-a-dire g (X,Y) =g (Y, X) VXY € X(M) .

2. g est définie positive c¢’est-a-dire g (X,X) > 0 VX € X(M).

3. g non dégénérée c’est-a-dire g (X, X) = 0= X = Oxp).

Commentaire Soit (Uyp) € A (Uxl,........ &™) systeme de coordonées de X et

0 .
(U,a.> le repere de 'espace tangent et dx' la base de ’espace dual.
x’L

9 9
Ozt OxJ

) la matrice associée a g , comme g est symétrique

g—a[ 29
g’L] - g]l - g axjﬂaxl .

2. ¢ définie positive c’est-a-dire det (g;;) > 0.

1. On note ¢;; = ¢ (

3. ¢ est non dégénérée c’est-a-dire det (g;;) # 0.

1.3.2 Variété Riemannienne

Définition 1.11. Une variété Riemannienne est le couple (M,g) tel que M est une

variété différentiable et g est une métrique Riemannienne.

Exemple 1.7. g =Y}, gijdv; ® doj = (dz)? + (dy)? + (dz)°.

1 00
la matrice associe a g est (g;j) =| 0 1 0 | ,ou
0 01
1 sit=3 o
gij = 0ij = T V=123
0 Sit#

1. g est bilinéaire. car soient X1,X5,Y1,Ys € X(M) ,f,h € C* (M)

g(fX1+hXe)Y) = da(fX)+ hXo)dx (V) + dy(fX1 + hXe)dy(Y)
+dz (fX 4+ hXy)dz(Y)
= fdx (X)) dx (Y)+ hdx (Xo) dz (V) + fdy(Xy)dy(Y)
+hdy(Xa)dy(Y) + fdz(X1)dz(Y) + hdz(X2)dz(Y)
= fg(X1,Y)+hg(X2Y).
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g (X, fY1+1hYs) = (de)* (X, fY1 4 hYs) + (dy)® (X,fY1 + hY)

+(d2)* (X, fY1 + hYs)
= fg(X.Y1)+hg(X)Ys).

2. det (g;;) =1 # 0 alors g non dégénérée .

3. gi2 =921 = 0 et g13 = g31 = 0 etges = g32 = 0 alors g est symétrique .

4. det(g;j) > o car 1 > 0 alors g est définie positive .

alors g est une métrique riemannienne

Exemple 1.8. :g = 22 (dz)* 4z (dy)* 4 (dz)? est -elle métrique Riemannienne, la matrice

0o 0

associe a g est g;; = ¢ <8’0J>
x' Ox

Soient (U,z',2%,23) systéme de coordonneés locales.

o o0 0

"0zt 022 Ox3

repére locale .

(U,dx',dx?,dx®) corepére locale.

g 0
i =4 ( > donc g11 = x? 12 =0 ,922 =7 ,923 =0 ,913 =0,

Oxi’ Ozd

921 = 0,933 = 1,931 = 0; 932 = 0

22 0 0
(95)=1] 0 = 0
0 0 1

1. g est bilinéaire puisque : Soient X71,X,Y7,Ys € X(M) ,f,h € C® (M).

g (le + hXQaY)

= 2%(dr)® (fX1+ hX0Y) + z(dy)? (f X1 + hX,Y)
+ (d2)* (f X1 + hX,Y)
=  22dx(fX,+ hXo)dz (V) + xdy(f X1 + hXa)dz(Y)
+dz (fX +hXy)dz(Y)
fridr (X)) dx (Y) + ha?dz (X5) dx (V) + fady(X,)dy(Y)
+hrdy(X2)dy(Y) + dz(X1)dz(Y) + hdz(X3)dz(Y)
= f9(X1)Y) + hg (X5,Y)

g (X, fY1+hYy) = 2%(de)? (X, fY1+ hYs) + x(dy)® (X, fY1 + hY?)

+(d2)? (X,fY1 + hYa)
= fg(X,1) + hg (X,Y2)
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2. det (g;;) = 2%, (2* #0 <= x #0) donc g est non dégénérée .

3. On a g12 = go1 = 0 et g13 = g31 = 0 et go3 = g32 = 0 (la matrice ( g;;)) alors g est
symétrique .

4. det(g;j) = x® > 0six > 0 donc g est définie positive si z > 0 .

alors g est une métrique Riemannienne si et seulement si z > 0.

Définition 1.12. Pour tout p € M 'espace vectoriel est définit par

TEIM=T,M®.... @QT,MQT;M®.... @TM

s fois r fois

ou Ty M est I'espace dual de T, M.

T € Tés”“)M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p

1.3.3 Connexion sur une variété différentiable

Définition 1.13. Une connexion linéaire est une application notée
Vi X(M)xxX(M) — X(M)
(X)Y) — V(X)Y)

telle que pour tout X, X;,Y,Y; € X(M), et f une application différentiable sur M
1. Linéaire par rapport a X i,e :Vx,x,Y =VxY + VY.
2. VyxY = fVxY : linéarité sur le premier argument.
3. Linéaire par rapport a Y Vx(Y +Y]) = VxY + VY.
L Vi f(Y) = fVY + (X - (V).

Notation Vxf = X (f) =0x (f). O

Trouvons ’expresion en coordonnée locale de VxY

Soit (Up) € AVX € X (M) : X — ZXi@ipY ex(M)y =yyi-2

7 OxJ

VxY =V P (Zyja>

S "
=YXV 5 (ZYJO(;> d’aprés (2) (X' € C> (M))
i —~\J
Ozt
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, 0 . 0
— i i j il
SX|V g YIS SNV § o
ox? Ozt
On utilise la notation suivante Vx f = X (f) = dx (f).

On obtient V5 ZYj = i (ZYJ) =0 ) ZYj = &ZYj notons 0 9 = 0;.
j j j j

v ox’
ox’ oxt ox’
\V/ Y—ZXi 8-2in+ZYjV i
X5 T 0w 5 iaxj
or’
0 , 0

On prend V 5 9 Fij%

no . (OYF \ 0
Alors VyY = i,jzzle (axi + FZYJ> e

Ffj est appele symbole de Christoffel.
Crochet de Lie Soient X;Y € X (M) :
(X,)Y]=XY -YX.

Le crochet de Lie est antisymétrique en X et Y.

g OX7\ 0
L’expresion locale de crochet de Lie est : [X,)Y] = | X'— — Y'— -
Oxt Ozt | Oz7

L’identité de jacobi [X, [Y.Z]| + [Y,[Z,X]]| + [Z,[X,Y]] =0
En effet  soient X)Y,Z € X (M) :
X, [V, Z|+]Y, [Z,X]| ]2, [X,Y]] = [X.YZ - ZY] + [Y.ZX — XZ] + [Z,XY — Y X]
(X (YZ-2Y) = (YZ - 2ZV)X)+Y (ZX — XZ)
~(ZX —X2)Y + (Z(XY —YX) — (XY —YX) Z)
=XYZ -XZY - YIZIX+ZYX+YZX -YXZ
—ZXY +XZY +ZXY - Z2YX - XYZ+YXZ

oua [0 2] _ @roert, N
Yoo | ou; i 0x; o’ i
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1.3.4 Torsion et courbure

Définition 1.14. La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1,

I’expréssion
T(X)Y) = VxY —-VyX —

M)

[(X.Y]

Remarque 1.4. T est C* (M) —bilinéaire .
L’expresion locale de T

(X)Y) — T(X)Y) =
(XY)eX(M)X (M) = X = ZX’

VXY VyX —
Y = ZYJ(M

ot

0

Vo g
oxt

T(X,)Y) =Y (XY —YiXV)

/[:7j

2) défini par

[(X.Y]

Définition 1.15. La courbure est un tenseur de type (1,3) défini par :

R(X)Y)Z = (VxVy = VyVx - Vixy) Z

Remarque 1.5. : T(X)Y)=-T(V,X).

R(XY)Z=-R(Y,X)Z.

o, 0 0 0 0
— i j_- k_~ . 37
R(X)Y)Z R(X pyet 8xJ>Z 5 stall que X = Xa Y=Y 507
0
k
Z =17 ok l
o o 0 0 0
— Y'Vigk ) = =
Xz [R <8xi7axﬂ'> 8xk1 Ox!
0
On note V 5 :Viet%:@et
ox’ l
o 0 0
- I
0 0 0
- V@'(Vﬂ‘ (w))‘vj (Vi<axk>>‘v 0 0 ]5.
i Oxt’ OxI
) o] 0
— [V (ijaxm> —Vj (Flka’bm>‘| car V B i @ =0
Oxt’ Oxd

25

Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

m a m a m 9 m 0 l

= {@- (Fék) + F’ﬁgrﬁm — 0; (sz’) - F%Fém}
Alors R, = {& (F§k> + TR, — 05 (Fik) - F;’;Fém}

1.3.5 Notion de connexion Riemannienne

Soit (M,g) une variété riemannienne

Définition 1.16. On appelle connexion Riemannienne sur M et note V la connexion
associé a la métrique Riemannienne ¢ toute connexion linéaire V sur M vérifiant les

conditions suivantes

1. On dit que la connexion V est symétrique si le tenseur de torsion est nul 7" = 0.
C’est-a-dire VXY — VyX = [X, Y]
2. Soit X et Y deux champs de vecteurs sur une variété M, si VxY = 0, on dit que

les deux champs X et Y sont courbement paralléle .

1.3.6 Commentaire

o 0 b0
1. OnT(axZ (M) = (Il = T}) 55 = 0.
0 0
En effet ,car Vi@:%@
ox?
et
o 0 0 o [0 0
T(axax> = Voo Vg [axax]
oxt 5 OxJ 5 5 o
= Vo gu Vo ga o [aﬂ’ay]:m
05, g7 o 0
= Diger ~Tuggr na¥ 9 55 =Tig)
9 ox?
= (Pk—rﬁ)amk
(2.2 ) o= @k 1) =0 —;Ao
0t 0w ) CA A

Donc la connexion V est de torsion 7" nulle cela signifie Ffj = I’;?i .
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2. Vxg=0 VX € X (M).

Ona X (g(Y,2))=9g(VxY,Z)+g(Y.VxZ)...(1)
Y (9(X.2) = g(VyX,Z) + g (X,Vy Z) coo.(2)
Z(g(XY)=g(VzXY)+g(X,VzY)....... (3)

: g(
g(
+g (X7VZY>
= g (VXY — VyX,Z) + g (X,sz — VYZ) + 2g (Y,VzX)
+g (KVXZ — VzX)
car 29 (Y,V,X) + g (V,VxZ — V1X) = g (Y,VxZ) + g (V2X,Y) et g symétrique
En effet
(D)= ©2)+B)=g(X,)Y],2)+9(X,[Z2,Y]) + 29 (Y,V2X) + g (V,[X,Z])

par suite

29 (VZX,Y) = Xg (KZ)_YQ (XvZ>+Zg (va)_g ([X>Y] 7Z)_g <X7 [ZvY])_g (Y7 [XvZ]) :

Alors

9(VLXY) = S(Xg(V.2)=Yg(X.2)+ Zg(XY) ~ g (XY].Z) — g (X, [2Y))

-9 (Y, [X,2])), VXY, Z € X (M)

Expresion des symboles de Christoffel associées a la connexion Riemannienne V

0 0
oxt
alors
g 0 1 o J o 0
I\ 0 waur | = 2" (F%axzw) =Ty ((%lé)k 9

oxt

D’autre part , on a

¢ 0 o)1 o ( (0 oy o
g iaxﬂ"axk 2 Qi g Ok’ Oxt ox g
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9 o) 1.0

I\ 0 gararr | = 2\ Gur % T gardii T a9

P
car (— A T W o I < T S _0)
I\ owi ok |0z ) I\ 02i | 0t 02k I\ 0wk (0w 0w |) =

5 @gki — ngi + %gjk))
0 0

[
|
—

(
I _ - 7 .. JEE—' )
= L% = 50m (6:1;3'9’” a9 T &Jcig’k)‘

On pose = 0; ,par suite les symbole de Christoffel devient :

ﬁ%i
Féj - kz_:1§glk<ajgki — Okgji + 0igjk)-

avec ¢* g = 0, = ! sil=1 la notation ¢'* est la matrice inverse de c’est-
) li 0 L 7§ . g ik
si 7

a-dire g™ = [gy] '

Exemple 1.9. Trouver les symboles de Christoffel de g = sin® ¢ (df)* + (dy)?

sinp 0 3 1
La matrice associe a g est (g;;) = ¥ — (g7 = sin?
0 1 0 1

2 1
Alors T = g_:lgglk(ajgm — Okgji + Oigjn)-

0 0
=2 9, =2
=1
1 214, . o
L' = > 29" (01gk1 — Okgu1 + 01911) = m———01 sin” .
k=12 2sin“
Iy =0
1 21, . 5
Ly = 2 29" (02gk1 — Okg21 + 01G2r) = m——5—0ssin” .
k=12 2sin” ¢
1
F:]Iz = i(COt ©)
1
Iy =Th= §<C0t ©) |
I3 = 22: 1£71k(5’2g/l~:2 — OkGaa + O2gor) = } L (20, (0) =0, (1)) = — 1 (1)
222 2 2sin? ¢ 2sinZp
F%2 = O.
=2

2 ] 1 )
F% = k¥1§g2k(algkl — Opg11 + (9191k) = 552 sin? ®.
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['?, = —cosysing |
2 ] 1
I, = kz_:1§92k(a2gk1 — Okgo1 + O192k) = 581 (1).
F%2 — O.
%, =0.
2 21 o ., 1
[ = g_:lgg (O2gk2 — Okgoz + Oagor) = 59 (O2g92) = 582 (1).
F%Q — O.

P%2 = F%l - F%2 = F%l = 0.

1.3.7 Courbure de variété Riemannienne
C’est une notion fondamentale en géométrie Riemannienne.

Définition 1.17. Soit (M,g) une variété riemannienne,V sa connexion .Son tenseur de
courbure de type (1,3) , avec V p € M et (U,p) est une carte de M au voisinage de p,noté

R a les propriétés suivantes
1. R est antisymitrique par rapport aux deux premieres variables , c¢’est-a-dire
R(X)Y)=—-R(Y,X).
2. R(X,Y) est antisymétrique par rapport a g , c’est-a-dire
g(R(XY)ZU)=—-g(R(X,Y)U,Z).
3. R vérifie I'identité de Bianchi algébrique

R(XY)Z+R(Y,Z)X+R(ZX)Y =0,

g(R(X)Y)ZU)=g(R(ZU)X)Y)
5. R vérifie I'identité de Bianchi différentielle :
(VxR) (Y, Z)+ (VyR) (Z,X)+ (VzR) (X,Y) =0

ou

29 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

0
R = Rl]kdl" & dl’J & d$k ® %

9 0 0 - o o oa\\ o
XY./)= X! .Yj— Zk = XiYigk - — — —
R(X.Y.2) R( oxt’" Oxd’ 83&’“) (R (01’“83:9’83:’“)) 0!

0
Remarque 1.6. On note par V. 5 =V, et -— =0,

ox?
ox?
o o0 0
I v Y
= (0 o))

[olet) st ) o
Rige = 0, (T5) = 0 (T;) +

+ (0L D TL Py,
Exemple 1.10. Méme exemple précidente (3.1.13) g = sin® ¢ (d6)” + (dp)

im— jk jm~ ik

m 1

on va calculer Rl avec i,5,k,lm =1,2.

0

— et Oh = —.
1 1 1 00 12 1890 1 1 1 1
R1117R1127R121 = _R211>R122 = _R2127R21273221>R222-

2 2 2 _ 2 2 _ 2 2 2 2
R1117R1127R121 - _R2117R122 - _R2127R2127R221’R222'
Pour !l =1

On pose 0, =

Riw =01 (Th) = 0y (Th) + % (T}, — TL,Tf) = 0. =] Rl =0
Ry = 01 (1) =01 (Th) + ST}, ~ T, ') = 0 (5leot9)) =0 =] Rl =0
Riy =01 (Th) = 02 (Ty) + 3 (T},T5 — T, 1Y)
Y R 0 e
+

M =

sz:al( ) 52( )

1
T 2sin?p ( COtSO)

|

2 — cos? 2 — cos?

- 72¢ — Rip = o z
4sin” 4sin”
1

Ry, =—Rl, =0 =| Ry, = T 9sin? o

1 1
R212 - _R122
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—2 4 cos? —2 4 cos?
= — ——> 1 - @@
4sin? Haz 4sin® o
2 1 1
Ry = 02 (T}) = 82 (Th) + 35 (Tl — ThaT3) = 8 (5(cot ) = 5=
1
1
= o = 2sin® o
2
R%22 =0, (F%Q) — 0, (F%2) + mZ::l(FésznQ - F%mf%) =0= 3%22 =0
Pour | =2
2
R%n = (Ffl) — O (F%l) + Z(P%mrﬁ - F?mf’ﬁ) =0= R%ll =0

1

R%m =0, (F%) -0 (1—?1) (F%mr% - F%mF%> =0= R%H =0

+ 4+
e i e

—_

R%m =0, (F%1> — 0y (F%Q) (F%mrgi - Fgmf’ﬁ)

o1
= — cos @ sin api(cot ©)

1
=3 cos? p. = B2, = -5 cos? .

1 T
R = —Riy = 2 cos’ p. = R3;, = 2 cos® .

2
R%m =0 (ng) — 0y (F%Q) + mZZ:I(F%mFZé - F%mFTan> =0= R%m =0

R3,=—Riy=0—= R%,=0

2
R%m =0y (Fgl) — Oy (ng) + mgl(rgmrgi - F%mFZ}) =0= R%m =0

2
R3yy = 05 (T3,) — 02 (T'3,) + mgl(rgmrgé —T3,I%) =0= R, =0

1.3.8 Courbure de Ricci et courbure Scalaire

Courbure (ou tenseur )de Ricci et courbure Scalaire.

Définition 1.18. Etant donné (M,g) variété Riemannienne et V sa connexion .on définit

la courbure de Ricci ou tenseur de Ricci par R;; = Rﬁij

Et on définit la courbure Scalaire S de (M,g) par S = g” R;; telle que (¢") l'inverse

de la matrice (g;;) associé a g.

Exemple 1.11. Méme exemple (3.1.13) (g = sin? ¢ (d6)” + (dcp)2>

Les composantes de courbure de Ricci :

31 Université d’Adrar 2021-2022



1. Variété Différentiable

Ry =Rt

kij

2 1 I
Rll = ki_:lRllzll = R%ll + R%ll = 5 C082 Y. = Rll = i 0082 ®.

2
Ry = kz;lRilQ =Rl + R, =0= Ry =0

2
Ry = k;R’;im = Rjy + R3 = 0= Ry =0

2 2 — cos? 2 —cos?
22 kgl k22 122 222 isin® o 22 Isin® o
Les composantes de coubure Scalaire :

2 .
S= Y ¢“R;; = ¢" Ri1 + ¢*'Ro1 + g"*R1a + g**Ray

1,7=1

cos’yp  2—cos?y

— llR 22R _ .
gt g 2sin? 4sin? ¢

2 2
g + .COZS %)
4sin”
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Chapitre 2

Applications harmoniques

Ce chapitre comprenait I’étude des applications harmoniques et la discussion de la

premiére variation d’énergie et quelques exemples ainsi que la tenseur énergie impulsion.
2.1 Applications harmoniques

Définition 2.1.
Soient (M™ g),(N™h) deux variétés Riemanniennes, D un domaine compact de M, et

o : (M™.g) — (N™h) de classe C*°. On définit 1’énergie de ¢ sur D par

1
B(p.D) = 5 [ Idgf*v?

Ou |dy| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dy définie par
|dpl*= 351 hldip(e:) dip(e:) = i—1 97 h(dp(8:),dip(0;))

( {ei}™, étant une base orthonormée locale sur (M™,g), et {0;}, est une base locale des

champs de vecteurs associée a une carte (U,p) de M™). Ou v9 est I'element de volume

associé & g définit par v9 = \/det(g;;)da* Nda* A\ ... Ndx™
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2. Applications harmoniques

Exemple 2.1. Soit application (transformation de Kelvin)

@ R™\{0} — R"\{0}

x
[
On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de dy

- - 8% 8906
2
|dep|” = Z Z 9" (has o ¢ 3%. 0z,

= Z(ax) (g = 65 €t Pag = 6ap)

-1 —1-1
| el T )

i=1 a=1 { H ||

= 1 —i-2
222(5¢a\\xll —lzo |z )
= ozl =+ ||x|| — T Lol
SN il + Pal ]| T e = 200l |27 P o
= Tl 2t — 20l
= nllz)| 7 + 2|z — 20z
= (n+12=20)|z|| >

Exemple 2.2. ( On calcule v9)

On considére la sphére S? muni de la métrique g = d6? + sin*0dp?, alors

= \/det(g;;)d0 )\ dp = |sinf|dd \ dy

Définition 2.2.

Soient M et N deux variétés différentiables. Une variation a support dans un domaine
compact D C M d’une application ¢ : (M,g) — (N,h) de classe C™ est une famille
d’applications {¢;}ie(—ep € C(M,N) telles que @y = ¢ et @y = ¢ sur M\ int(D) (ou
int(D) est l'intérieur de D).
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Définition 2.3. Une application ¢ : (M™,g) — (N™,h) de classe C* entre deux variétés

Riemanniennes est dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle d’énergie

E(p; D) , c’est-a-dire

d
aE(SOt;D)\mO =0

2.2 Premiére variation d’énergie

Proposition 2.1. Soient ¢ : (M,g) — (N,h) une application différentiable et ¢; une

variation de  a support inclue dans D. Alors

CZE(SOt,D)’t:O = —/Dh(vﬁ(@))vg

0

otuv(x) = B

(2)]i=0 et T(p) = tr, 7 dp est le champ de tension de I'application .

Preuve Soient {e;} une base orthonormée sur M et {£} base sur (—¢,e) alors {(e;,0),(0,4)}

est une base local orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produit M x (—e,e),

et on a le crochet de Lie [(¢;,0),(0,4)] = 0, pour tout i = 1,.....,m. on a d¢(e;,0) = de(e;)

et dqﬁ(O,%) = v.En effet ;remarquons que do(e;,0) : M x(—e€,e) - TN
dé(€:,0) (z,0) = dzdo(€ile) + do¢z(0) (formule de leibniz)
== dx¢0(ez|x)
et

d d
dgb(()a%)(az,o) = dy¢0(0) + do%(%h:o)

d
= dqu(%”t:o

= v(x)
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2. Applications harmoniques

avec ¢o(x) = ¢(x,0) et ¢,(t) = ¢(z,t) . Donc

d 1d
%E(% Ni=o = >d h(d%(ez‘)ad%(ei))vgh:o
1d
= 5@ h(d¢(€z,0) d¢(ei,0))vg\t:0

/ h(d(e;,0),dg(e:,0))|i=ovy
_ 0 4 do(e;, ),d¢(€i,0))|t=0%
= [ BT @600, 5 (s 0D i-ov,
_/ (Vien? ds@(ez))
= | WV vdpten)y,

soit w(x) = h(v,dp(x))1-forme sur M, alors

divw = (Ve,w)e;
= e;(w(e;)) — w(Ve,e;)

= ei(h(vdp(e:))) = h(v,dp(Ve,ei))
= MV, v.de(e)) + h(v,7(9))

et comme [, divwv, = 0 on obtient 4 E(py,D)|i—g = — [p h(v,7(¢))v, O

Théoréme 2.2. Une application différentiable , ¢ : (M,g) — (IN,h) est harmonique si et
seulement si 7(p) = tracegVey = 0

Remarque 2.1. Le champ de tension d’'une application ¢ € C*°(M,N) entre deux va-

riétés Riemanniennes est donné (localement) par

() = ¢” (Vdp)(9;,0;)
Por 9 9PN oM 9
= L P - T'My_— oo
g <8x18xj Ori Ogi B°P T Pgk )8y“Y o

2.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 2.3. soit
fR>—R

(z.y) — f(z,y) = e siny
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2. Applications harmoniques

on a %(z,y) = e’ siny, g%é(x,y) = e%siny

o (zy) =e cosy, Zh(zy)=—e"siny
donc
*f  0*f
A — esiny — €°si Af=221 .97
flzy) =e®siny —e*siny  (Af 8x2+8y2)

=0
donc f est une fonction harmonique

Exemple 2.4. soient p et q deux fonctions

p:UCR? —R

(z,y) = p(z,y)

g UCR? —R

(z,y) — q(z,y)
et

fR*—C
(z,y) — f(z,y) = p(x,y) +iq(7,y)

f est holomorphe < f est harmonique < p,q sont harmoniques (Ap = Ag = 0)
oo Fq Py o
0x2  Oxdy  Oy®:  Oxdy

(sachaut que f est holomorphe si

Exemple 2.5. Soient (M,g) et (N,h)deux variétés riemanniennes, poury € N fixe, toute
application constante ¢ : M — N,¢(x) = y est harmonique car la densité de la fonction

¢ est null. c’est-a-dire pour tout z € M, e(¢)(x) = 5|ds¢*= 0

Exemple 2.6. L’application identitéldy, : (M,g) — (M,g),x — x est totalement géodé-

sique (c’est-a-dire VIdy = 0). Donc Idys est harmonique.

Exemple 2.7. On pose(N,h) = (R*{.,.)gx)r=1..n €t notons par ¢ = (¢1,...,¢,), 'applica-
tion ¢ € C°(M,R¥). Alors : ¢ : (M,g) — (R¥,{.,.)gr )k=1... est harmonique si et seulement

si (A ¢i)i=1, & = 0 c’est a dire si et seulement si chaque ¢; est harmonique, Vi = 1,...,k.
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2. Applications harmoniques

Exemple 2.8. PosonsM = [a,b] C R. Alors I'application v : [a,b] — Nest une courbe sur

N et on a 7(¢) = 0 si et seulement si

d2,yoc
dt?

d75d75
NFa 77:0
s

Donc, v est harmonique si et seulement si vest géodésique .

(Sachant qu’une courbe géodisique est la plus courte courbe tracée sur la variété c’est-a-
d~? dvf

dire 4 dt? +NFB£ thrara )

Exemple 2.9. Soient S une surface dans R3, et ¢ : (Q,(,)rz) — (R3,(,)rs) une paramé-

trisation locale de S (ot  est un ouvert de R?) telle que

dp dp
2 2
= =0
152 = I521, (G G
Bap 6<p
soient N = TErge]] W o I le champ de vecteurs unitaire normal & S |
827 oy

0p Op
2 _ 2
E= 321 F = (52,500, G = 1]

les composantes de la premiére forme fondamentale ,

p® p° p®
€= UW@)R%JE = <N7m>n@,g = <N’87y2>R3’

E—-2fF
les composantes de la deuxiéme forme fondamentale , et H = %BG Z]é F2f la cour-
bure moyenne de S. On calcule
Oy Do Op? 0o 0>
<8x,r(<p)>R3 <81: "Ox 2> +<8x’8y2>R3
<3<p 0 0%y _<390 0¢>
8x 022'% " \9ray oy
e Fo e A
2 ox

=0
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2. Applications harmoniques

De méme méthode , on obtient <g—‘§, 7(p))rs = 0 . Par conséquent 7(y) est normal a la

surface S , et on a

ety _ (N

H=
2F 2F

Donc S est minimale si et seulement si ¢ est harmonique .

Exemple 2.10. : soit 'application de Hopf
¢ :(5379) — (S2ah)
(s,a,b) — (a(s),4(a,b))

ou Y(a,b) =ka+1bet a: [O,g] — [0,7] telle que a(0) = 0 et a(g) = .
Soient g = ds? + cos? sda® + sin? sdb? la métrique Riemannienne sur S3, et
h = da? + sin® ady? est une métrique Riemannienne sur S2.

- Trouver une base orthonormée

soit {e1,e2,e3} est base orthonormée sur S? c’est-a-dire Vi,j i # j

ona (e;,e;) =0 et |el=1vi=1.3

donc g(er,e1) =1 cest-a-dire  ds(e;) ®ds(e) =1  donc e = £

g(ea,e2) =1 clest- a-dire  cos® sda(es) @ dafes) = 1 done e = -2

gles, e3) = 1 cest-a-dire  sin® sdb(es) @ db(e3) = 1 donc  eg = 2

sin s 0b
donc
1 1
{e; = 627 ey = 8@’ es = — %} est une base orthonormée sur S*
s cos s 9 sin s
(=L, fo= _—%} est une base orthonormée sur 5?
@ 5 sin o
o
dgb(el) = aka?
dp(er) = — 2
(c2) cos s
do(es) = — 2
(¢s) sin s 9
Velel =0
_ 0
V€9 = tan s4
_ ol
Vg3 = —cot ss.
. 9 _
Va%aa =0
9 _ _ & el
V%% = —sinacosay:.
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2. Applications harmoniques

Vfldqﬁ(el) = o/’%

k2 sin av cos v
¢ v 9
Vidster) = ===
[“ sin v cos «v
¢ _ P
v63d¢(63> - COSQS Oa

ou o = Ccll—a .En remplagant dans ’expression
S

7(¢) = ;{Vidﬁﬁ(ei) —dp(Ve,eq)}

on obtient

k? I? 0

7(¢) = (”(s) + &/(s)(cot s — tan s) — sin v cos a(cos2 : m))a—a

Exemple 2.11. soit (M,g) une variété Riemannienne . Pour tout fonction f : M — R

et e; une base orthonormée sur M on a

7(f) = tr,Vdf
= Vdf (e;,e;)
= VLdf(e:)) = df (Vile;)
= eie(f) = (Ve (f)
= g(Ve,gradf,e;)
= div(gradf)
= A(f)

Exemple 2.12. : Soient R” muni de la métrique canonique h = dy? + ... + dy? |
¢ (M,g) = (R"h), p(z) = (¢ (2),...,0"()), une application différentiable. Le champ de

tension de 'application ¢ est donné par

8290’}/ B aspﬁ/M

g 0
= Z‘j

0y,

k
Fij) S

Ici ®'T7,; = 0. Donc 7(p) = (A(g'),....A(¢")). Par conséquent, I'application ¢ est har-

monique si et seulement si les fonctions p® sont harmoniques.
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Exemple 2.13. soit 'application :

© :(R,de) — (Rz,de + dy2)

x — (z,0),

on a

et soit 'application
Y (R? da® + dy?) — (R,d2?)

(z.y) — 2* — ¢,

on a

T(Y) = A(Y)
LU
=2-2
=0,

alors les deux applications ¢ et ¢ sont harmoniques , mais remarquons que la composé,
Yoy (Rdr?) — (R,dz?)
T — 22,

est non harmonique car ,7(1) o ) = 2.

2.4  Tenseur énergie impulsion

Définition 2.4.
soient (M™,g) et (N™,h) deux variété riemanniennes et¢ : M™ — N une application C'*

, Le tenseur énergie impulsion S(¢) associé a ¢ est un tenseur de type (0,2) sur M , défini
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2. Applications harmoniques

par S(¢) = e(¢)g — ¢*h
pour tous champs de vecteurs XY € I'(T'M), on a
S(@)(X,Y) = e(9)g(X.Y) — h(do(X),do(y))

ol e(¢) = L|d¢|? est la densité d’énergie de ¢

Lemme 2.3. soit G = (g;;);; une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G™' = (¢");;

(g") = —g"g"

désigne la matrice inverse de G, alors
ab
pour tout ¢,j = 1,...m.

Preuve de l'égalité

On a
5o (07 0) = ~(0") (3
= _(gij)'(;ab (21)

ol 0, désigne la matrice (6767);. De la formule (2.1) , on déduit :

F ) )
LY (g — (4 ij
agab(g ) (97)-0an(9")

= —(g"g")

= —(g"¢") O

Lemme 2.4. Si G = (g,j);; une matrice symétrique carré dordre m,alors

i(det(gij)) = cofacteur(gap)

89(11)
Preuve Si A; = (gi1,.-9im)" désigne la iéme colone de la matrice (g;;) , alors
0
det(gi)) = ———(det(Ay...... A,
o (det(35)) = 5 (et )
= det( 0 A Ap) + .o+ det(A iA )
= agab Tyeerns Ay ) T oeeen 1,...agab m
0
=det(Ay,..,—Aq,...,Am
€< b 76gab )

=det(Ay,..,(A%),...An)

= cofacteur(gap)

42 Université d’Adrar 2021-2022



2. Applications harmoniques

ott A = (0,...,1,...,0)! O

Lemme 2.5. soient (M™,q) une variété Riemannienne et (g,), € ®*T*M une variation
réguliére de la métrique g(go = g),alors §y = 2(gu)|u=o € @ T*M
En effet , localement on a g,(z) = gij(u,x)dz" @ dx?, d’ ot

a i j 2 *
(39)i5(@) = 5 (913 (1,2))|umoda’ Q) da’ € QT M
Proposition 2.6. [/] soient ¢ : M — N une application C* entre deux variétés Rieman-
nienne (M™,g) et (N™,h).Si (gu)u est une variation C* de la métrique g sur un domaine
compact M, alors la premiére variation d énérgie de ¢ respectivement a la variation (g, ).,

est donnée par

aB(), 1
o = 5 [ (S(0).6,)v, (2:2)

ou’ lecalement S(¢)i; = e(¢)gi; — (¢*h)ij et (S(¢),dg) = g"*¢”"S()i;0ab-
Preuve

cwwmﬂ:/cwm%

du du Ju=0

_ / Ugu Gab
89 ab

ov
_/ aab abg+/ gégab

Uutilisant le lemme 2.3 | on obtient

de(¢)  10gij ,, N
agab 28gab¢ (b
1

= —59’“gjb¢?¢f hag

= —;gmgjb(cf)*h)ij (2.3)
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De la formule v, = (det(g;;))2da’....dz™ et le lemme 2.4 jon obtient

v, 1

1
Dgu 5((656’5(917)) 5)3gab

1
= 5(det(gij))_1cofacteur(gab) (det(gij))%dxl....dxm

1
= §9ab(d€t(g¢j))%dxl....dxm

1 a
= 29 bvg
1 ia b

0 (det(gij))da’....dx™

La preuve se termine par substitution des formules (2.3) et (2.4) dans (2.2).

Théoreme 2.7. soient ¢ : M™ — N une application C'*° entre deux variétés Rieman-

nienne (M™,g) et (N™,h) alors

div' S (¢) = —h(7(¢),do)

Preuve soit{es,...,e,,} une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d un point
x € M telle que Vé‘fej = 0 au point x pour tout 4,5 € {1...n}.Au point x , on a

S(8) (eises) = Ly h(d(ex) dd(en))i; — h(db(es) doley)).

Tenant compte qu’au point x , 7(¢) = X7, V& do(e;) et ijdqﬁ(ek) = V? dg(e;) , alors

(@i0"5(0))(s) = 3 e(S(0) ewe)
= 5 3 eulh(do(en)d0(eu))by — 3 exlh(do(e) dofe;))
- kﬁ W(V? dolex), doler)) — ih(viddei),dcb(ej))
— _h(r().do(ey)) s

Du théréme 2.7 on déduit le corollaire suivant

Corollaire 2.8. soient ¢ : M™ — N™ une application de classe C'*°.
1. Si ¢ est harmonique , alors div S(¢) = 0.

2. Si ¢ est submersion et si div™S(¢) = 0, alors ¢ est harmonique .
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2.5 Problémes d’ Existence

Le problémes d’ existence de base pour les applications harmoniques peut étre formulé
de la maniere suivante
soit ¢g : M — N une application de variétés Riemanniennes . ¢g peut -il étre deformé en
une carte harmonique ¢g : M — N7
Bien siir , cette application est harmonique en supposant que M et N sont compacts et
sons frontiére par le déveleppement de la théorie variationnelle et en obtenant dans les

cas particuliers suivants

1. Si M est le cercle S', une application harmonique de M dans N est une géodésique

2. Si N = R" | elles se réduisent aux équations linéaires A¢p® = 0, et les solutions

sont les fonctions harmoniques .

3. Si¢: (Mg) — (N,h) une immersion riemannienne, c¢’est a dire une immersion

satisfaisant ¢*h = g.
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Chapitre

Applications bi-harmoniques

Dans le troisiéme chapitre on définit I’application bi-harmonique qui est le prolonge-
ment d’application harmonique, on donne la définition a la description de leurs propriétés
fondamontales (la premiére variation de bi-énergie, du deuxiéme variation d’énergie et la

tenseur bi-énergie impulsion ) et on donne quelques exemples.
3.1 Applications bi-harmoniques

Définition 3.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés Riemanniennes et D un domaine
compact de M. On définit la fonctionnelle bi-énergie d’une application de classe C'*°
¢: M — N par

E(6.D) = 5 [ [r(9)vr

Définition 3.2. Une application ¢ : (M™,g9) — (N™ h) de classe C* est dite bi-
harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle bi-énergie Fs(¢,D) pour tout

compact D de M

d
5 B2(00.D) =0 (3.1)

pour toute variation {¢;} de ¢ a support dans D.
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3.2 Premiére variation de bi-énergie

Théoréme 3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C* entre deux
variétés Riemanniennes et soit {(pt}te(—e,e) une variation de classe C* de ¢ a support
dans D. Alors L E5(¢y,D)|imo = — [, M(v,72(0) )y,

o v = d‘pt 1= désigne le champ de variation associé & {¢;}ie(—e.e et T2(p) € I'(@ 'TN)

le champ défini relativement a une base orthonormée sur (M™,q), par
() = —trace, RN (1(¢),dp)dp — trace,(V?)*7(¢)
=— ZRN ©).dp(e;))do(e;) Z{vwv () = Veu,, 7(@)}

Preuve : On pose ¢ : M x(—¢,e) — N ; Papplication définie par ¢(x,t) = p;(x). Alors :

d m
%Eb(@bta )|t=0 = /D ; h(V?O7%)Vd¢((€i,O), (eiv())? Vd¢((elvo)v (6@,0))Ug|t:0 (32)
On a
d
Vio,4)d(ei0) = V{, 0do(0, —) (3.3)
car
d
[(07 %)7(6170)] = 0.
Et
d
vg%)dqa(vi}f €,0) = V‘fvggei’o)dgb(o, E) (3.4)
D’ou
v (0,4 )Vd¢((ela ) (6170)) {V(e 0) d¢(6170) - dd)(v]\e{X(_E’E)(eiao))}
=V, (a 0dé(ei0) = Vi 1 dd(Vie " (e10)

. RN(d¢( )dgb(e“ ))dgb(ez-, )+v(e 0 (0 a,d9(e:,0)

N Vi ; %)dqﬁ(eri,O)

[(0,4),(e:,0)]

d
= R™(dg(0, *) d¢(€i,0))d¢(€z‘a0)
d
+ Vieo) Ve 4900, 5 ) Ve, 060,

=), (3.5)
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D’ou

h(vfo?%)Vdgb((ei?O)7(6i70)) 7Vd¢((6170>7(6170))) |t=0 = h(RN(%dQO(ei))dgp(ei) 77—(90))

+MVEVELT(9)) = MV, v:7(9))

soit w € I'(T*M) , la 1— forme différentielle & support dans D , définie par :
w(X) =h(Viur(p)), X e T(TM).
On a :

div™w = 3 {es(wles) — w(VMe))

I
M I

{ei(M(VE0,m(9))) = MV Gy, 0.7 (9))}

1

.
Il

-

{MVEVELT(0) + MVELVET(9) = M(VGu, vT(9)}  (3.7)

1

.
I

De formules ( 3.6 ) et ( 3.7 ) , on obtient :
; h(v?07%)Vd¢<<ei’O>7(ei70>>’Vd¢<<€i7o)7<ei’0>>>|t:0 - f:lh(RN(U,dQO(Gi))dQO(Gi),T((p))

+ divMw — > h(VZv,VZT(p))

=1

(3.8)

soit n € I'(T*M), la 1—forme différentielle 4support dans D ;| définie par :
w(X) = h(,97(2)), X € T(TM).
On a :

=2 _{e(h(v.VET(9)) = h(v, Vi, 7(¢))}

= SV VEr(e) + e VEVE() e Toy, (@)} (39)
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En substituant 3.9 dans 3.8 | on obtient :

Z h<v((b07%)Vd¢(<€i?O>7(ei70>>?Vd¢<<ei7O)7<€Z? |75 0— Zh RN dw(el))dW(el) )
+ divMw — divMny

+3 " h(w,VEVET(p))

=1

i h(v VMe (¥)) (3.10)

=1

D’ aprés les formule 3.2, 3.10 et le théoréme de la divergence , on obtient
Ex(6u D)o =~ [ 3 h=R(r(p) do(e))dg(er) - VEVEr(e)
+VVMe (@)7”)”9 D
Théoréme 3.2. une application différentiable ¢ : (M,q) — (N,h) est bi-harmonique si

et seulement si To(¢) =0

Remarque 3.1. soit Papplication ¢ : (M,g) — (N,h) et (U,z%),(V,y®) de carte locales en
p dans M et en ¢(p) dans N respectivement . Alors

i 827'0 ore 87_6 N1o a 290,8 N1o aa@ﬁa Nrgﬁ
70 =95 T 20 o LB T T gy Les T T o
a@Tﬁan Nrw  Nto Mk 0T 6'8 No
F 7o Mg MUY, = NIt V)
» 09 &P N 0

Ozt OxI ’&"’)83; °¥

0p" 0p°
oxt 0xJ

ol 7 = Ap® + g% NF65
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3.3 La dexiéme variation de I’ énergie

Théoréeme 3.3. [I1] soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application harmonique entre deux
variétés riemanniennes et D un domaine compact de M . Si ¢, s est une variation de ¢ &
support dans D , alors

2

E(0t,6,D)](t,8)=(0,0) = /D h(—tracegRN(v,dgo)dgo — traceg(V‘P)Qv,w)vg

tds
Pt s Pt s _y
ouv = %ktﬁ):(op), w = %kt,s):(om denotes les champs de vecteurs de variation.
S

Preuve soit {ej.....e;, } base orthonorme sur M . posons
¢ (z,t,5) € (—e,e)x(—€,€) = pus(x) € N, E; = (€:,0,0), & = (0,4,0) et 2 = (0,0,:4).
On a

0? 1 mo 52
atasE(sot,s,D)ht,s)(o,o>:2/[);ata h(do(Ey),dd(E:)) vy (1.9=(0.0) (3.11)
1 9 B

5 910 AO(B).db(Ey) = 5.h(V% do(E;).do(E))
= W(V% V% do(E:) d(Ey)) + (V% do(E:), V% d(E;)) (3.12)

(V% V% d(E;) d(Ey) = h(V% Vi, d¢< >d¢( )
= h(RM (A0 ) do(B)) o) do(ED)

(T, A0 ) d(B)) + h(V?, , d6() do(E)
(3.13)

soit w la 1-forme différentielle a support dans D , définie sur M par

0
w(X) = h(véd(ﬁ(%)’(t,s):(O,O)adQO(X))?X € F(TM)
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En tenant compte que ¢ est harmonique , on obtien

=3 ewe) — w(VHe))
- i{ i(h(v(gd¢(g)|(t,s):(0,0))7d90(€i)) - h(V%dqﬁ(g)|(t7s):(0’0),dgp(vé\;f€i))}
= f:l{h(W Vd’ 5 do(5- )|(ts 0,0),dp(€:)) + h(v¢ do (5 )| (to)=(0.0), V¢ dp(e:))

- h(V% d(b(*)‘ t,5)=(0,0) d@(VMei))}

= SRV A0 o dp(en)) + RV 00| 007(2)

.
I
_.

ViV do( 5 >\ ts)=(0,0)-d(€7)) (3.14)

NE

N
I
—

D’ aprés les formules 3.13 et 3.14 , on a

S~ h(V V% o) do(B)) .00 = 3 h(EY (vdp(e) o dg(en) + div™w (3.15)

i=1 o ds -1

En développant le dexiéme terme a droit de 1’égalité 3.12 on trouve
(V% d(E:), V% dp(Ey) = h(Vi,do( > Vi, dcb( )

:Ei<h<d¢<g>,vad¢<@>>> h(do( - )V¢’ \% d¢< )

(3.16)
Si n désigne la 1-forme différentielle a support dans D,définie sur M par :
n(X) = h(w,Viv),X € T(TM).
alors on a
div''n =3 {ei(n(e)) —n(Vie)}
i=1
= {ei(h(w,VZv)) — h(w, VVMEZ v)} (3.17)
i=1
D’aprés les formules 3.16 et 3.17 , on obtient
Zh v¢ Ao (), v¢ b dO(E;))| ()= 00 = div n+Zh WV, v) = 3 h(w VE Vi)
i=1 =1
(3.18)
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3. Applications bi-harmoniques

En utilisant les formules 3.11, 3.12, 3.15, 3.18 et le théoréme de Stokes , on déuit

82 m
%E(%,S,D)kas):(o,o) = /D ;{_h(RN(v,dgp(ei))d@(ei),w) + h(w,V@ggeiv)

— h(w,VEVZEv)lv, O

3.4 Exemples d’ applications bi-harmoniquees

Exemple 3.1. Toute application harmonique entre deux variété Riemanniennes est bi-

harmonique

Exemple 3.2. considérons I’ application différentiable
p:(M,g) — R"
p = op) = (' ()" (D))

Alors 5(p) = (T2(¢!),..... 72(™)) donc ¢ et bi-harmonique si et seulement si les applica-

tions ¢, i = 1....n sont biharmoniques.

Exemple 3.3. soient v : I — (N,h) une géodésique et t : I — Jt — t(s) = t un
changement de paramétre ,ou I,J deux inter;lfﬁiles de Rd2?lors L’applicationy = vy ot :
J — N est bi-harmonique si et seulement si i 0 et e #0

Exemple 3.4. soit f: R™ — R une fonction harmonique (c’est -a-dire Af = 0).

Alors la fonction ¢(z) = () f(x) est une fonction biharmonique non- harmonique o1

r(x) = \/x% + 2% + ... + 22 pour tout x = (z1,72,....,,) € R™ est la fonction distance.

En effet ;

rP(z)=af+ a5+ ... +al =) a3

j=1

2 no9 2
or _ T _ 2,
8% j=1 83@
dp  Or? , Of , Of
3xi 8351 f T al’z fo r 8:51"
e _ af of | ,0°f
922 2f+ 2%@% + 21}'8% tr Ox?
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3. Applications bi-harmoniques

Donc le Laplacien de la fonction ¢ est donné par

n 82
A
7T Z Ox?
n a n 82
= ZQf—i—Zlei / +Zr2 ‘é
; ; — Ox;
=2nf+4 Z :cz
ey
Ainsi ¢ est non-harmonique .Pour j fixé , on a
(9Ag0 ", Ox;
oz, =1 8:1;1 4 ;x‘a axz
5”
0 f of
=2n
o0x; ax] +4 Zz: 895]8:171

, O*A (%z
Par conséquent .80 = 2713%; + 4Tf +4X0 afg;] tAYii T aj ?;9];

__y 82Aap —2n+4)Af —4Af — 429518?3 (Af)

3.5 Tenseur biénergie impulsion

Définition 3.3. soit ¢ : (M™,9) — (N",h) une application de classe C*° . Le tenseur
biénergie impulsion Sy(¢) de ¢ est défini pour tout XY € I'(T'M) par

SHP)(XY) =~ (@) g(X,Y) ~ {dp, Vor(@)g(X.Y) + h(dp(X), V57 (o))
+h(dp(¥) V()

ou (dp, V¥7(p)) = it h(dp(e;), VET(p)) relativement a une base orthonormée locale
{e;}]", sur (M™, g).
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3. Applications bi-harmoniques

Théoréme 3.4. Soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) une application de classe C* , alors
[div™ Sy(0)|(X) = —h(72(p), dp(X)), VX € T(TM).

Preuve Soit {e;}/; une base orthonormée sur (M™, g) telle que V2e; = 0 au point
z(1 <4,j <m). On note Sy(p) =T + 15 , ou 11,75 sont définis par
1
Tl(XvY) = _§|7—<90)|29(X7Y) - <d907 VSDT(QD»g(X,Y),
T(X.Y) = h(de(X),Vi7(p) + h(dp(Y),VET(9)).

Alors au point x, on a

m

(div™Ty)(e;) = Z ei(Ti(eie;))

1

= Y- i~ () Pdy — {de, VeT())),

= —h(VE1(9),7(#)) — e;({dp, VFT(0)))

= (V) 7(9) — SO (VE dple) Vo () — 3 hldg(er), V2 T2 7(9))

i=1 i=1

@
Il
-

m

= 3" h(VEdp(e). VET() + 3 hlde(e). VEVE ()

=1
+ 2 M(VEdp(e;), VET(9)) + 3 hldp(e;), VEVET(9)).
Tenant compte qu’au point x , on a

7(p) =Y Vidp(e:), VEde(e;) = VE dp(e:)

i=1

VEVET(p) = VEVET(p) = RN (dp(ei),do(e;))T()

on obtient
(div™Ty)(e;) + (div™ Ty)(e;) = ih(dgp(ei),VfinjT(@)) — ih(dgp(ei),ijVfiT(go))

+ 3 (dole;) V5 VE7(9)

= —h(ma(p),dp). O
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3. Applications bi-harmoniques

Du Théoréme 3.4 on déduit le corollaire suivant

Corollaire 3.5. : soit ¢ : (M™,g) — (N™,h) une application de classe C*°.
1. Si ¢ est biharmonique , alors divSs(¢) = 0.

2. Si ¢ est une submersion et si divSy(¢) = 0, alors ¢ est biharmonique .
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Conclusion

Ce travail est consacrée a '’etude d’application harmonique entre les variétés Rieman-
niennes qui est le but de ce travail dont on cite I'existence de ses applications . Ainsi
on déplace a une application bi-harmonique qui une extension d’application harmonique
et on a toute application harmonique est une application bi-harmonique , et on cherche
aussi I'existence des applications bi-harmoniques qu’il s’agit un point critique d’équation

bi-energie entre les variétés Riemannienne a déterminer les conditions nécéssaires .

o6
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