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Introduction

Les théoremes du point fixe sont les outils mathématiques de base en montrant 1’exis-
tence des solutions dans divers genres d’équations. La théorie du point fixe est au coeur
de 'analyse nonlinéaire puis qu’elle fournit les outils nécessaires pour avoir des théoremes
d’existence dans beaucoup de problemes non-linéaires différent. Elle utilise ses outils de
I’analyse et de la topologie et pour cette raison nous avons la classification "point fixe et
théorie métrique" et "point fixe et théorie topologique".

Le développement de la théorie du point fixe, qui est la branche cardinale de I’analyse
non linéaire a donné un grand effets sur 'avancement de ’analyse non linéaire. L’analyse
non linéaire comme une branche autonome des mathématiques a été élaboré dans les an-
nées 1950 par des mathématiciens, comme Brouwer, comme une combinaison de I'analyse
fonctionnelle et I’analyse variationnelle.

La plupart des phénomenes naturels en physique, en chimie, en économie en biolo-
gie ou en mécanique ont un comportement non linéaire. De tels probléemes s’expriment,
mathématiquement, sous forme d’équations différentielles non linéaires rendant, ainsi, la
branche de I'analyse non linéaire un domaine perpétuellement en activité et d’actualité
puisqu’il traite des questions et des applications de la vie réelle.

Les équations différentielles non linéaires et intégro-différentielles, les inégalités va-
riationnelles et aussi les problemes d’optimisation générale, sont des sujets importants
dans 'analyse non linéaire. De nombreuses questions, liées a 1’existence et a 'unicité de
solutions de certains types d’équations (par exemple, des équations différentielles, des

équations intégrales) peuvent étre ramenées a la question d’existence et d’unicité d’un
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point fixe pour une application appropriée définie sur un espace métrique. Un des plus
important outils d’existence en analyse non linéaire est le théoreme dit de Krasnoselskii.
C’est un théoreme hybride (combinant géométrie et topologie) établie en 1955 par Kras-
noselskii. Ce résultat est captivant et possede un domaine d’application tres étendu ( voir
[1,16])-

Les théoremes de point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu'une fonction f
admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorémes se révelent étre des outils tres
utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations
différentielles (voir[3]).

Parmi les équations différentielles, je vais parler sur les équations différentielles impul-
sives. Dans le cas général, les équations impulsives sont composées de deux parties :

— L’équation différentielle, qui définie la partie continue de la solution.

— La partie impulsive, qui définie le changement instantané et la discontinuité de la

solution.

La seconde partie des équations impulsives est appelée le saut, les points en les quelles

I'impulsion se produit sont appelés les moments d’impulsions et les fonctions qui définient
la somme des impulsions sont appelées les fonctions impulsives.
Il ya deux types d’équations impulsives, en des temps fixes et en des temps variables
(voir [1]). Dans ce mémoire, on va considérer le cas des équations impulsives en des temps
fixes et voila une courte description de ce type. Equations differentielles impulsives en des
temps fixes :

Soient les point #; € R fixés tels que txy1 > tp, k= 1,2,... et limy_,, o tx = +00. Alors
I’équation différentielle est donnée par :

— L’équation differentielle : "la partie continue"
' = f(t,x),t > to,t # ty. (1)
— La partie impulsive "le saut" :
o(t)) —x(ty) = L(z(ty)), k= 1,2,..., (2)

oux € R™ f: [ty, + oo[xR™ — R™; I}, : R" — R™. Alors le probléme d’équation differen-

tielle impulsive est défini par les équations (1),(2) et la condition initiale

il?(to) = X9- (3)
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On va décrire le mouvement du point (¢;x) de la courbe intégrale de la solution du pro-

bleme differentielle impulsive(1)-(3).

Le point (t; 2) commence sa trajectoire du point (t; zo) et continue son mouvement
le long de la courbe intégrale (¢,z(t)) de la solution jusqu’au moment t; > t, en le quel
se déplace instantanément de la position (¢;,2;) a la position (t,z7), ot 21 = z(t1), 2] =
x1+ I (x1). Aprés, le point continue son mouvement sur la courbe intégrale de la solution
du probléme differentielle impulsive (1),(2) avec la condition initiale z(¢]") = z; jusqu’au
moment ¢ > t; en le quel le point (¢,x) saute et la somme des sauts est déterminée par
I'égalité (2). Les points t; sont les moments d’impulsions, et les fonctions Iy (x) sont les
fonctions impulsives.

Dans ce mémoire, on étudie les théoremes du point fixe de Krasnoselskii et Krasnoselskii-
Schaefer, et quelques unes de leurs applications (aux équations différentielles Impulsive et
équation de type neutre), et il est composé en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit les notations, définitions, lemmes et théoremes
qu’on va utiliser a travers ce mémoire.

Dans le seconde chapitre, j’énonce et montre le théoréeme de Krasnoselskii et j’étudie
une extension de ce théoreéme sous titre théoreme de point fixe de Krasnoselskii-Schaefer
ou Burton-Kirk.

Dans le troisieme chapitre on étudie 'existence de la solution de les équation diffé-
rentielles impulsive en appliquant le théoréeme de Krasnoselskii.

Dans le quatrieme chapitre, on étend notre travail aux les équation différentielle im-
pulsive de type neutre et je définit ’espace de la solution, Cela revient a étudier existence
de la solution. Notre analyse sera basée sur théoreme de point fixe de Krasnoselskii-

Schaefer.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit des définitions, notations, lemmes et quelque théoremes

qui sont utilisées le long de ce mémoire.

1.1 Notations et définitions

On note J = [0,b] un intervalle de R.
On désigne par L'(JR") I'espace des fonctions intégrables sur J a valeur dans R™, muni

de la norme :

loller = [ ts)las: (1.1

Définition 1.1. Le couple (£.,d) est dit un espace métrique si £ un ensemble

et d: E x E — [0,00) une application vérifiant pour tout z,y et z de E :
1. d(zy) =0z =y,
2. d(z,y) = d(y,z),
3. d(zy) < d(z,2) + d(z,y).

Un espace métrique (F,d) est dit complet si tout suite de Cauchy de E converge dans E.
Une suite (x,) C E est dite de Cauchy ssi Ve > 0,3N € N tel que d(z,,x,,) < &, pour

tout n,m > N.



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.2. Soit a € E et r € [0, + co[. L’ensemble
B(a,r) ={z € E\ d(z,a) <7}
s’appelle la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Définition 1.3. (parti ouvert) Un ensemble U de E est dit ouvert si Vo € U,3e > 0 tel
que B(z,e) C U.

Définition 1.4. (parti fermé) Un sous ensemble A de E est dit fermé si son complémen-
taire

A°={zecE\z¢A

est un ouvert de E.

Caractérisation séquentielle des fermés :

Définition 1.5. Soit a € E. On dit qu'une suite (x,)nen de E converge vers a et on note

z, — a si d(z,,a) — 0 lorsque n — co.

Théoréme 1.1. Une partie A de E est fermé < V(x,)nen C A et a € E avec x, — a =

ac A.

Preuve =

Par I'absurde, soit A un fermé et (x,)n,eny C A avec x, — a et a ¢ A alors a € A° qui est
un ouvert donc Je > 0 tel que B(a,e) C A°. Donc d(z,,a) > €,¥n € N car z,, € A. Donc
(1 )nen ne converge pas vers a, d’ou contradiction.

Réciproquement, par ’absurde : si A n’est pas un fermé alors A° n’est pas ouvert alors
db € A€ tel que :

Ve > 0, B(be) ¢ A€ c’est-a-dire B(b,e) N A # @. En particulier, si ¢ = 1/n alors 3z, €
B(b,1/n) N A. Donc, d(z,,b) < 1/n, lorsque n — oo, d(z,,b) — 0 alors z,, — b. Par
hypothese b € A d’ou contradiction. O

Définition 1.6. (Adhérence d’un ensemble) Soit A C E. On dit qu’un point a € FE est
adhérent a A s’il existe une suite (a,)neny C A convergeant vers a.

L’ensemble des points adhérents a A est appellé 'adhérence ou la fermeture de A et se

note A.
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Définition 1.7. Soient (X,0), (Y,d) deux espaces métriques. Une application
f: X — Y est continue au point a € X si Ve > 0,3 > 0, tel que Vz € X,d(z,a) < a =

d(f(x),f(a)) <e.

Proposition 1.2. ([S]) Soient (X,9), (Y,d) deux espaces métriques. f : X — Y Une
application alors f est continue en point a € X si et seulement si pour toute suite (x,,)nen

converge vers a donc la suite (f(z,))nen converge vers f(a).

Théoreme 1.3. [8] Soient (X,6), (Y,d) deux espaces métriques. f: X — Y une applica-

tion, alors les assertions suivantes sont equivalentes :
i) f est continue sur X,
ii) L’image réciproque par [ de tout ouvert de Y est ouverte dans X,

iii) L’image réciproque par f de tout fermé de Y est fermée dans X.

Définition 1.8. Soit(F,+,.) un espace vectoriel, le couple (E,||.||) est un espace normé

si pour tout z,y € F il existe un nombre réel positif ||z|| dit la norme de z, satisfaisant :
(a) ||z|]| = 0 si et seulement si z = 0,

(b) ||az|| = |a|||z]], aeK(K=RouC)et

(©) Nz +yll < llzfl + [lyll-

Remarque 1.1. Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définit par

d(zy) = [lz =yl
Définition 1.9. Un espace de Banach est un espace normé complet .

Exemple 1.1. C ([a,b],R™) avec a,b € R est l'espace de toutes les fonctions y conti-

nues définient de [a,b] dans R™. le nombre ||y||oc = sup ||y(¢)|| défini une norme rendant

tela,b
(C (la,b] ,R™) ]|.|lsc) un espace de Banach.

Définition 1.10. Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compacte si de
toute suite d’élément de M, on peut extraire une sous suite convergente dans M. M est
relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite convergente vers une

limite appartenant a F (i.e si la fermeture de M est compact).

6 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017
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Théoréme 1.4. [5] Toute fonction f continue sur un compact est uniformément continue.

Définition 1.11. Soit M une sous ensemble d’un espace de Banach E et soit A: M — E
une application. Si A est continue et AM est contenu dans un sous ensemble compact de

E, alors on dit que A est une application compacte .

Définition 1.12. Soient E, I’ deux espaces normés et 'application f : £ — F. On dit
que f est complétement continue si :
— f est continu,

— f transforme tout ensemble bornée en un ensemble relativement compact.

Lemme 1.5. (Arzela-Ascoli[9]) : Soit A C C(]0,b],R™) A est relativement compact si :

1. A est bornée, c’est a dire qu’il existe M > 0 :
ly(t)]] < M,Vt e [0,b] et yeA,
2. A est équicontinu c’est a dire que pour tout € > 0 il existe §(e) > 0
Vti,ta € [0,b], [t — to] <0 = |ly(t) —y(ta2)|| < e, Vy € A.

Définition 1.13. Soit X un ensemble non vide, une tribu (c—Algebre).A sur X est une

famille de parties de X telle que :

1- 0 € A,

2- Aec A= A e A,

3- Si (A,)nen est une suite d’éléments de A alors |J A, est aussi dans A.

Le couple (X, A) s’appelle un espace mesurable et les élements de A sont appelés parties

mesurables.

Définition 1.14. Soit 7 une famille de parties de X non vide. Il existe une plus petite

tribu sur X qui contient 7, noté o(7). On appelle o(7) la tribu engendrée par 7.

Remarque 1.2. Lorsque X = R on lui associé souvant la tribu borélienne B(X) qui est
celle engendrée par la classe des ouverts de X.

Autrement dit, c’est la plus petite tribu associée a X qui contient tout les ouverts de X.

7 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.15. Soient (€2;,F7) et (£22,F3) deux espaces mesurables. L’application
f Q1 — Q est dite mesurable si pour tout B € Fy, f~1(B) € Fi, autrement dit si
f_l(Fg) C Fi.

Proposition 1.6. [7] Soit f : Q@ — R, a € R on dit que f est mesurable si I’ensemble
{r €Q, f(z) > a} est mesurable.

Théoréme 1.7. [5] Soit F une famille de parties de € telle que la tribu A; soit la plus
petite qui contienne F. Soit f une fonction de 2 a valeurs dans ;. Soit A une tribu sur

Q. Alors f est mesurable pour ce couple de tribus si et seulement si pour tout B € F

alors f~Y(B) € A.
Proposition 1.8. Toute fonction continue f de R dans R est mesurable.

Preuve Pour cela, on applique le théoreme (1.7) au cas ou F est 'ensemble de tous
les intervalles ouverts : par définition de la tribu B de Borel, I'hypothése du théoreme
est vérifiée. Ensuite, on sait que I'image inverse d’'un intervalle ouvert par une fonction

continue est un intervalles ouverts. Donc f est mesurable. O

Définition 1.16. Une fonction f :.J x R® — R" est dite L'—carathédory si :
(i) t— f(t,y) est mesurable pour tout y € R",
(ii) y — f(t,y) est continue presque pour tout ¢t € [0,0],

(iii) Pour tout r > 0 il existe h, € L'([0,b],R,) telle que
| f(&y)|l < h.(t) presque pour tout ¢ € [0,b] et pour toute ||y| < r.

Théoréme 1.9. (La convergence dominée de Lebesgue[2]) :Soit (fn)nen une suite de fonc-
tions de L*([0,b],R™) qui converge p.p vers f.
Supposons qu’il existe une fonction positive g € L'([0,b],R ) telle que

1fn(@)]| < g(z),pp x€[0b]. (1.2)

Alors la fonction f est intégrable et on a :

lim |[fo—flls =0 et lim /Obfn(x)dx:/ Fo)da. (1.3)

b
n—+oo n—-+oo 0

8 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017



1. PRELIMINAIRES

Lemme 1.10. (Inégalité de Bihari[l])Soient k > 0 et g : Ry — R une fonction continue
et croissante et v € L*([0,b],R ) et u: [0,0] — R,. Si

Mogk+éﬁgmm@»@, (1.4)

alors
t
u(t) < G (/ v(s)ds) : (1.5)
0
et
t
MOSG*F®+/v@wL (1.6)
0
w
avec G(w) :/ ey
kog(u)
Définition 1.17. Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit k un réel strictement
positif. On dit que f : X — Y est Lipschitzienne de rapport k si

Va,y € X 0(f(2),f(y)) < kd(x,y). (1.7)

Si de plus k < 1, on dit que f est contractante.

Définition 1.18. (homeomorphisme) Soit E et F' deux espaces normés, une application
f: E — F on dit que f est un homeomorphisme si f est continue, bijective et f~! est

continue.

Définition 1.19. Soient E un espace vectoriel normé, Une partie C de E est dite convexe
lorsque deux points quelconques appartient a C, le segment qui les joint est entierement

contenu dans C.

Définition 1.20. (Enveloppe conveze) : Soit E un espace de Banach réel, pour tout partie
finie D C E on désigne par I'’enveloppe convexe de D l'intersection de toutes les parties
convexes contenant D, il est définit par la formule suivante :
conv(D) = {Ztixi,ti >0,x; € D,Zti = 1.} (1.8)
i=1 i=1
Lemme 1.11. (Lemme de la projection de Schauder) : Soit K une partie compacte de E.
Alors pour tout € > 0, il existe une partie finie D C E et une application p : K — conv(D)

continue telle que ||p(z) — z|| < € pour tout x € K.

9 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017
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Preuve Comme K est compact, il existe D = {z1, xg,...,x,} dans K tel que
K c UY, B(z;e). On dira que D est un e—réseau de K.

Pour tout 7 = 1,... on définit les fonctions continues :

o) = e—|lz—x; |, st x€ Blae) (1.9)

0 sinon. 0

On pose ¢ = Z ¢;. Alors ¢(z) > 0 pour tout = € K et on définit la projection de Schauder
i=1

p: K — conv(D) comme p(z) =) 9:(2) x; alors

Lemme 1.12. Si (E|.||) est un espace normé, M C E et B: M — E une application

contractante, alors (I — B) est un homéomorphisme de M sur (I — B)M.

Preuve On suppose que B est a—contraction, (I — B) est continue car elle est la somme

de deux applications continues. D’autre part, pour tout z,y € M avec x # y, on voit que

(I =B)x—(I-Byll = |(z—y) - (Bz— By
> |z =yl - [[Bx — By
> lz =yl —allz -yl
> (1-a)lz—yl
>0

d'ou ||(I — B)x — (I — B)y|| # 0 = (I — B)x # (I — B)y. En conclusion, (I — B) est
injective, et comme I — B : M — (I — B)M alors Yy € (I — B)M,3x € M telque
(I — B)x = y d’ott I — B est surjective et donc (I — B)™! existe. Il reste & montrer que
(I — B)™! est continue, par I'absurde, si (I — B)~! n’était pas continue, alors 3(I — B)y
et (I — B)Zy)nen avec (I — B)x,, — (I — B)y mais x, - y.
Or, pour

Ve > 0,dN € N telgue n> N = (1.10)

e (I = B)zn — (I = B)yl| = [len — yll = [| Bxn — By

10 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017
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comme z,, - y,3eg > 0 et (z,, )x telle que ||z, —y|| > £o, et comme B est une contraction
alors

30 < § < 1 avec || Bz, — By|| < 0|z, — y||- Ainsi, en utilisant (1.10), on obtient

e 2 (I =B)wn, — (I =Byl
> |z, — yll = [ Ban, — Byll
Z lwn, =yl = llzn, —yl
= (1 =0)[lzn, —yll
> (1 —90)eo.

Mais gq est fixé, 0 < 1, par conséquent on aura une contradiction lorsque € — 0. Donc,

I — B est bien un homeomorphisme. [l

1.2 Quelques Théorémes de point fixe

Définition 1.21. Soient (X,d) un espace métrique, une application f est défini par

f: X — X, ondit que x € X est un ponit fixe de f si f(x) = =x.

1.3 Théoreme de point fixe de Banach

Vers 1922, Banach reconnu le role fondamental de la complétude métrique, il ennonce

le théoréme suivant :

Théoréme 1.13. (Théoréme de Banach(1922) Soit (E,d) un espace métrique complet
non vide et soit f : ' — E une application a-contraction i.e il existe 0 < a < 1 tel que

d(f(x),f(y)) < ad(x,y), pour tout z,y € E. Alors f posséde un unique point fixe.

Preuve (i) L’unicité :

On pose que x,y € E deux points fixes de f alors f(z) =z, f(y) =y

d(z,y) = d(f(z),f(y)) < ad(z,y)

comme 0 < a < 1 donc d(z,y) =0=z =y.
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(ii) L’existence :
On choisit un point zy € E quelconque et on définit la suite z,, = f(x,_1), on
montre par récurrence que d(x,,r,11) < a"d(z,z1) pour tout n € N et on montre
que la suite (x,), est de Cauchy :

p—1

Z d('rn—i-kaxn-‘rk—i-l)

n=0

p—1
> @ d(wg,a)
n=0

IN

(T, Tnip)

IN

p—1
a” Z oFd(zo,x1)
n=0
nl—aP

IN

< @

1—a d(l‘g,l‘l)

am
d([)’}o,[)’}l)

<

et donc d(z,,2n4p) — 0 lorsque n — oo, ceci exprime le fait que (z,,), est une
suite de Cauchy dans F, et comme FE est un espace complet, il existe x € E telque

x, — x. Par continuité, z, 1 = f(z,) — f(z), dou f(z) = x. O

1.4 Théoreme de point fixe de Brouwer

Théoréme 1.14. (Théoréme de Brouwer(1910)[6]) Soit C' un compact, convexe non vide

de R™ et f : C'— C une application continue. Alors f admet au moins un point fixe dans

C.

1.5 Théoreme de point fixe de Schauder

Le théoreme de point fixe de Schauder est une généralisation de théoreme de Brouwer,

il s’énonce ainsi :

Théoréme 1.15. (Théoréme de Schauder(1930)) Soit C' un sous ensemble fermé et convex
d’un espace de Banach E et f : C — C une application continue telleque f(C') est relati-
vement compact. Alors f posséde un point fixe. Plus généralement, si C' est un compact

convexe alors toute fonction continue de C' sur C' posséde un point fixe.
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1. PRELIMINAIRES

Preuve On note K 'adhérence de f(C') i.e K = f(C) qui est par hypotheése un compact.
K C C car C est un fermé (si C est compact alors K = f(C') car f(C) est compact).
Pour chaque n, soit F,, un %—réseau de K i.e F,, = {z1,x9,...,x1} C K telque

K c UL, B(zi,1) et soit P, : K — conv(F,) une projection de Schauder, comme C
est convexe et [F), une partie de C' alors conv(F,) C C est un sous ensemble convexe et
compact. On définit f, : conv(F,) — conv(Fy), fo = Pn © fleonu(r,)- Par le théoreme de
Brouwer (f,)nen possede au moins un point fixe y,, i.e f,(yn) = Yn. Or (f(yn))nen C K
qui est compact et donc la suite (f(y,))nen possede une sous suite convergente que nous

noterons de la méme maniere. On pose

y = lim f(y,) (1.11)

n—oo

et onay = lim f(y,) € C car (f(yn))nen C K C C fermé d’ou contient les limites de
n—oo
tous ses suites convergentes.

Montrons f(y) = y. En effet :

o) = £l = IPu(F ) — )] <~

d’ou

y = lim f(yn)

n—oo

= lim fn(yn)

n—oo

= lim
n—oo yn

Alors nh_g)lo Yn =Y.
D’aprés 1’égalité (1.11) et par la continuité de f, on obtient : f(y) = y. Par conséquent f

admet un point fixe. [l
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Chapitre 2

Théoreme de point fixe de Krasnoselskii

En 1955 Krasnoselskii a observé que dans un bon nombre de problemes, 'intégra-
tion d’'un opérateur différentiel donne naissance a une somme de deux applications, une
contraction et une application compacte. Il déclare alors :

Principe. L’intégrale d’un opérateur différentiel peut produire une somme de
deux applications, une contraction et un opérateur compact.
Pour mieux comprendre cette observation de Krasnoselskii on considere 1’équation diffé-

rentielle suivante.
7'(t) = —a(t)z(t) — g(t.x), (2.1)
oua(t+17T)=alt) et g(t+T,x) = g(t,x) pour un certain 7' > 0.

On peut transformer cette équation sous une autre forme en écrivant,

o (Hexp ( | t a(s)ds) — —a(®)a()exp ( | t a(s)ds) S ( /0 t a(s)ds) |

Par conséquent,

(x(t)exp | t a(s)ds)l — g(ta(t))exp ( | t a(s)ds) |

Une intégration de ¢t — 7" a t donne

/LT (x(u)exp /Ou a(s)ds)ldu =— /;Tg(u,x(u)) (exp /Ou a(s)ds) du.

Ainsi,

x(t) exp </0t a(s)ds) —x(t —T)exp /OtT a(s)ds = — /:Tg(u,x(u)) (exp /Ou a(s)ds) du,

14



2. THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

alors,
x(t) =x(t —T)exp /OtT a(s)ds (exp - /Ot a(s)ds)

~ [ sttt (exp [ ats)ds) du (exp— ["a(s)as ) du.

dot
2(t) = ot — Texp (- /:T a(s)ds) _ /ttT o(wz(u))exp <— / t a(s)ds) @23

t
Si on suppose que exp (—/ a(s)ds) =a <1, etsi (E,]-|) est espace de Banach
T—t
de fonctions ¢ : R — R continues et T-périodique, alors I’équation (2.3) peut se mettre

sous la forme
o(t) = (Bo)(1) + (Ad)(t)

avec B est une contraction de constante o < 1 et A est une application compacte. Cet
exemple montre bien la naissance de l'application P¢ = B¢ 4+ A¢ qui s’identifie a une
somme d’une contraction et une application compacte. La recherche d’une solution pour
(2.3) exige donc un théoreme adéquat qui s’applique a cette opérateur hybride P et qui
peut conclure I'existence d’un point fixe qui sera, a son tour, solution de I’équation initiale
(2.1). Krasnoselskii trouva la solution en combinant les deux théoremes de Banach et celui
de Schauder en un seul théoreme hybride mais puissant qui porte son nom. En clair, il

établit le résultat suivant :

2.1 Théoreme de point fixe de Krasnoselskii

Théoréeme 2.1. (Théoréme de Krasnoselskii(1955)) : Soit (F,||.||) un espace de Banach,
et soit M une partie non vide, convexe et fermée de S. On suppose que : A,B: M — E

sont deux applications satisfaisant :

(i) Az + By € M,Vz,y € M,

(ii) A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact,
(iii) B est une contraction de constante o < 1.

Alors dz* € M, Ax* + Bax* = x*.
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2. THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

Preuve Soient A, B deux applications vérifiant I’hypothese, on a B est contractant alors

da telque 0 < a < 1 et
|1B(x) = By)|| < allz —yll,Ve,y € M.

D’aprés le lemme (1.12) :(I—B) : M — (I — B)M est un homeomorphisme alors (I —B)™!
existe et continue sur (I —B)M. D’autre part, pour tout y € M I'équation x = B(z)+A(y)
admet unique solution x € M puisque 'application z — Bx 4+ Ay définit une contraction
de M dans lui méme grace a théoreme de Banach. Ainsi A(y) € (I — B)M pour tout
y € Met (I —B)'A: M — M est une application continue car elle est composée de
deux applications continues. Comme A est une application compact alors

(I — B)™'A: M — M est aussi compact car : si A est compact alors AM C K avec K
compact de F.

(I - B)™Y(AM) c (I — B)"!(K) avec (I — B)™'(K) compact car (I — B)™! est continue
donc (I — B)™'A: M — M est compact.

D’aprés le théoréme de Schauder, (I — B)™'A posseéde un point fixe dans M. O

Remarque 2.1. Si A = 0 alors ce théoreme coincide avec le principe de 'application

contractante de Banach et si B = 0 il coincide avec le théoréme de Schauder.

Maintenant, on va traiter le théoreme de Burton-Kirk pour cela on aurra besoin le théo-
reme de Schaefer qui est en concurrence avec Schauder, Le théoréeme de Schaefer exige
que nous ayons une liaison a priori sur des solutions totalement inconnues de I’équation

d’un opérateur ¢ = AA(p) pour 0 < A < 1.

2.2 Théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 2.2. (Théoréme de Schaefer(1955)) : Soit (E,||.||) un espace normé,

f : E — E une application continue et compact, Alors :

1. Ou bien I'equation x = \f(x) admet une solution pour A = 1,

2. Ou bien , Y\ € ]0,1] I'ensemble {x € E,x = \f(x)} est non borné.
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2. THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

Preuve Onnote B={r € E, z=\f(x)}
B est borné alors IM > 0 telque Yz € B, ||z|| < M. On définit une autre fonction :

. flz), st |f(z)| <M
flx)= 2.4
D= @), @) > M 24

Ainsi f est définit de B(0,M) dans elle méme.

On définit K une partie de f(B(0,M)) tel que K fermé et convex. On peut considérer que
f: K — K, la fonction f est compact alors f est aussi compact alors on peut appliquer
le théoréme de point fixe de Schauder i.e f admet un point fixe : x = f(z).

Si ce point x n’est pas un point fixe de f i.e x # f(x) ce signifie que || f(z)|| > M, d’aprés

la définition de f :
M

r=f(x) = f(x) =Af(x)
I1f (@)
M

avee A = i < 1
Alors x € Beton a:

< M

2]l = If (@) = sy 1/ (@)l = M
1f (@)

contradiction avec I'hypothese. Donc, x est un point fixe de f. 0

Proposition 2.3. Soit (E,||.||) un espace normé, si0 < A < 1l etsi B: E — E est une

contraction avec le constant de contraction «, Alors :

1
AB-:E—FE
\ —

est une application contractant avec le constant de contraction « indépendant de X\, en
particulier :

AB(z/ M) < allz]l + | BO]

Preuve On montre que AB% est contractant :
size E=z/A€ E= B(x/\) € E= \B(z/\) € E;
six,y € E, alors

[IAB(z/A) = AB(y/M|| = AIB(xz/\) — B(y/M||
< Aall(z/A) = (/M
= allz —yl.
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2. THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

Donc 'application AB % est contractant.

Pour montrer I'inégalité : soit x € £

[IAB(z/A)l

Al[B(z/A|
— A|B(z/)) — BO + BO|

IN

Al[B(z/A) = BO|| + [[BO])
Alel[(z/X) = Ol + [ BO])
(Aa/N)z]| + | BO]

allz[ +[|BO]|.

IN A

IA

2.3 Théoréme du point fixe de Burton-Kirk(Krasnoselskii-
Schaefer)

Théoréme 2.4. Soit (E.||.|) un espace de Banach et A, B : E — E deux applications,

A est continue et compacte et B est une contraction de constant o < 1. Alors

1. Ou bien x = AB(x/\) + Mz admet une solution dans E pour \ =1,

2. Ou bien I'ensemble {x € E,AB(x/\) + Ax = x,V\ €]0,1[} est non borné.

Preuve D’aprés la proposition (2.3) AB% est une application contractant de F dans
E. Par conséquent, pour tout y € FE, 'application z +— AB(z/\) + AAy est aussi une

contraction et d’aprés le théoréeme de Banach elle admet un unique point fixe z dans F

tel que :
r = AB(x/\) + M\Ay. Alors
x
—=B-+A
X ONTY
d’out
x
I-B)—=A
( )N =AY
d’out

x _
X:(I—B) tAy
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2. THEOREME DE POINT FIXE DE KRASNOSELSKII

donc
v=\I—- B) Ay (2.5)

D’aprés le lemme (1.12) (I — B)™! existe et continue. Comme A est continue et compacte
alors (I — B)7'A est aussi continue et compacte.
Donc, d’aprés le théoréeme de Shaefer I'equation (2.5) admet une solution avec x = y pour

A = 1, ou bien 'ensembre {x € E,\(I — B)"'Ax = 2,V €]0,1[} est non borné. O
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Chapitre 3

Probleme d’equation diftérentielle impulsive

Dans ce chapitre on étudie I'existence d’une solution pour les équations différentielles
impulsives du premier ordre avec condition initiale, en appliquant le théoréme de point

fixe de Krasnoselskii :

Définition 3.1. Le probleme de I’équation différentielle impulsive est défini par les éga-

litées suivantes :
y ()= f(tyt), si teJ=[0b,t#t,k=1..m
y(td) —ylty) = L(y(ty)), k=1..m (3.1)
y(0) = %o

ou f:JxR" — R" est une fonction donnée, et I, € C(R",R"),k = 1,...,m sont des

fonctions données et y(t) = limy, o+ y(tx + h) et y(t;) = limy_0- y(tx — h).

3.1 Espace des solutions

On définit I'espace
PC(J,R") ={y:J = R" y, € C(J,R"), Fy(t}),y(ty):
et satisfaint y(t;) = y(tr), k = 1,...m.Jo = [0,t1], Jp =]tr,tri1]}-

muni de la norme :

lyllpc = max (|yllcos k= 1,...,m)

ot Y& = yls, et [|yelle = sup {lly()I,t €Jtr,trsal} -

20



3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Lemme 3.1. L'espace (PC,|| - ||pc) est un espace de Banach.
Preuve On suppose que (y,)nen € PC une suite de Cauchy alors
Ve > 0,3ng € N\Vn,p e Ny;n > p: |lyn — ypllpc < ¢

d’aprés la définition de 'espace PC', on a :
1.y, J = RY
2.y, € O(Jk,Rn) ,

3. Fun(t), yn(ty) tel que v, (t,) = yu(t), k = Tm.

1yn = ypllre = max [[(ye)n = (yn)plloo

)

= | (r)n — Wr)pllo < &,VE=1,...;m.

= sup |lyn(t) =yl <& et sup fya(t) —yp(t)] < e

te}tk,thrﬂ tE[O,tﬂ
On va chercher une limite pour la suite (y,),en appartient & PC, pour cela on fait les
étapes suivantes :

Pour k=1:

[yn = Ypllooe = sup |lyn(t) — yp(®)l
te[0,t1]

< ¢
Donc, (Yn)nen est une suite de cauchy dans C ([0,£1],R™) et comme cet espace est de

Banach alors Jy; € C (]0,t1],R") telle que

lim y,(t) = y1(t), Vt € [0,t1].

n—oo

Pour £ =2:

On définit la suite de fonctions suivante :

i Yn(t), T €ltrty]

Up = (3.2)
y’VL(tl)a t = tl'
alors, on obtient
100 = Tpllc = sup [|§n(t) — Gp(t)]]
te]tl,tg]
= sup |lya(t) — yp(0)|l
tE]t1,ta]
< e
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Donc, (§n)nen est une suite de cauchy dans l'espace de Banach C'([t1,t2],R™) d’ou elle

reste une suite de Cauchy dans C (]tq,t2],R™) alors Jys € C (Jt1,t2],R™) telle que

lim §,(t) = y2(t), Vt €Jty,ta].

n—oo

De la méme facon, on définit la suite :

yn(t)> t G]tkatk-H]

(Tr)n(t) = (3.3)
Yn(tr), t=t
On trouve que :
1@k)n = Wedplloe = 1(Wk)n = (Wi)plloos B = 3,m
= sup |lya(t) — (D)l k = 3,m
te]tk,tk+1]
< &g,

ou [[(@k)n = Gr)plloo = llyn(te) — vp(ti)ll < e,

etona:

lim (gk)n(t) = yk(t),Vt E]tk,tk+1], k= 3,m.

n—o0

Posons

’yl(t), st te [O,tl],
yg(t), st t e]tl,tg],

Yns1(t), st t E€|tm,b].

Par conséquant,

Yn — yllpc = Imax | (Wr)n — Yilloos

et [|(yk)n = vkllo = sup |lyn(t) = ()] <e.

tE€]tg, trt1]

Donc la suite (y,)nen converge vers y dans PC' et de plus, y € PC. D’ou PC(JR") est

un espace de Banach. O
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

3.2 La solution

Lemme 3.2. Une fonction y € PC(J,R") est une solution du probléme (3.1) si et seule-

ment si

o0 =0+ [ FpsDds+ Y Tly(t).t € 01 (3.4

0<trp<t

Preuve On suppose que y est une solution du probleme (3.1), alors y satisfait les égalités

suivantes :

!

y ()= f(tyt), si teJ=[0b,t#t,k=1,..m,
y(te) —ylty) = L(y(ty)), k=1..m,

y(0) = o.
Soit t € [0,0] alors Ik € {1,...,m} telle que t €t tri1].
On fait les étapes suivants :
(a) Site[0,ty]:

/

VO = fe0) & [ s = [ fsls)ds

&y =y+ [ " F(s(s))ds.

(b) Sit €]ty ts] :

t t

y(sids= [ Flsy(s))ds

1+h

!

y(0) = fity®) & [

t1+h

& g =yt 0+ [ feye)s

h—0t

@ u®) =t + [ Fsals)ds

& 90 = y(t) + HE) + [ fey)ds

o im0 = lim [y 1)+ [ fsa(s)s
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

On sait que
y(i) = y(t) = () = + [ (s(s)ds,

Par conséquent

w0 = o+ [ Fou(eNds + By + [ Fsy(s)ds
= o+ Bl + [ FGsle)ds,

Ce qui implique

s =+ [ fpls)ds+ Y Llyli). 1€ 0n

O<tp<t

(c) Sit €ltm,b]

JO = fg) & [ yeds= [ fuls)ds
&yt =yt 0+ [ Flsys)ds

t
! = 1i tm +h
Jim y(t) = lim M TRt

Flsas)ds

& ylt) =y(eh) + [ Tsu()ds
&yt = yltn) + In(ylt,) + | fslo)ds
On sait que

W) =ultn) = ot =wo+ [ Flsu)ds+ X Rur)  (35)

0<tk<tm
donc, on obtient :

WO = vt Inlultn) + [ SulsDds+ [ fGule)ds+ S Rl()ds

tm 0<ti<tm

= ot [ SulDds+ ¥ )

0<trp<t

Par conséquent :

—%+/ Nds+ 3 Luy(tp)), te0b). (3.6)

0<trp<t O]
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

3.3 L’existence de la solution

On va donner un premier résultat concernant ’existence de la solution du probleme

(3.1) en utilisant le théoreme de point fixe de Krasnoselskii :

Théoreme 3.3. Supposons que :
(Hy) f:JxR"™— R" est une fonction L'—Carathédory,

(Hy) I € C(R"R"),k =1,....m avec I¢;, > 0, telque

Vey e R" || Ii(z) — L(y)|| < ckllz — v (3.7)
avec
ch < 1. (38)
=1

sont vérifiées. Alors le probleme (3.1) admet au mois une solution.

Preuve Considérons 'opérateur N défini par :

N:PC(JR") — PC(JR")
v o (NO =0+ [ fouls)ds+ ¥ Llylir)

O<tp<t

D’aprés le lemme (4.1) les points fixes de 'opérateur N sont les solutions du probleme
(3.1). On va appliquer le théoreme de Krasnoselskii sur 'opérateur N :

N =0+ [ Fsu)ds+ ¥ Tly(t),

0<tp<t
on l'ecrit sous la forme de la somme de deux applications A et B tel que : N = A+ B

avec A est une contraction et B est complétement continue.

On suppose que :

AW =m0+ 3 R((5) (3.9
B(0) = [ flsyls)ds (3.10)

Le preuve est donné par les étapes suivants :
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Etapel Soit M une partie non vide, convex et fermée de PC. On suppose que :
A B: M — PC.

M est défini par la formule suivante :

Al > 0,M = {y € PC,telque ||y|pc <I1}.

On montre que A(x) + B(y) € M,Vz,y € M :
Soient x,y € M il faut que A(x) + B(y) € M,
v,y € M= |zllpe <1 et |lyllre <1,

On a :
JAG) + B = oo+ 3 lel) + [ fsy(s)ds]

0<tp<t

< ol 413 R+ [ SGsuls)ds]
0<tp<t

< ol + 3 MG+ [ 1 (suls)lds
0<tk<t

_ t
< ol + Z I+ [ hols)ds

IN

ol + Z k(@) + Rl

Ona ||z||pc < ldonc ||z(t;)|| < I,k =1,..,mdoncz(t;) € B(0,]) = {z € R", ||z| < r}.

Puisque les I, sont continues sur le compact B (0,r) alors

sup || k()] < +o0. (3.11)
z€B(0,r)
Donc
[A(z(t)) + Bly(@)| < ||Io||+Z||fk DI+ {12l 22

< H%IHZ sup || Li(z)|| + [l 21
k=1 z€B(0,])

< C

Donc ||A(z(t)) + B(y(t))||pc < C avec C un constant positif.
Donc A(z) + B(y) € M.
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Etape2 : On montre que A est une contraction :

Soient y,z € PC (J,R") :

[A(y(t) — AGzQ@)[ = ||0;<t1k(y(t12))—0;<tfk(2(t2))ll
= | 0;::@ [Ik(y(ty) = L:(Z(tk))] I
< 02};; 11 (y(t ) — Li(z(E)]
< Saly-
et comme : .
kzzjlck <1 (3.12)

Donc A est une contraction .
Etape3 : On montre que B est complétement continue en appliquant le théoréme d’Arzela-
Ascoli :
1. B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné :

Soit y € M

BN = | [ featonas
[ 1)l ds
/Ot hy(s)ds

< Al

IN

IA

2. B est équicontinu :

Soient Iy, € [0,0] tel que 1 < Iy et soit y € M

I1BGu2) - B = | [ FaoDds — [ flsu(s))ds

I

= [ satnds+ [ ssweas - [ sutsnds

- /zf f(s,y(s))ds
[ 15 (6D
/12 h.(s)ds.

l1

IN

IN

27 UNIVERSITE D’ADRAR 2016-2017



3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Si 1, — Iy alors || B(y(ls)) — B(y(1,))|| — 0.

3. B est continue :

Soit (Yn)nen une suite dans PC' converge vers y. Il existe un entier [ tel que

lynllpc < 7 pour tout n € N et ||y||pc < donc y, € M et y € M.

D’aprés le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on a :

180) = B = | [ fanods = [ fs(s)as
= [ Gtam(oas = flsa)as

< [ 1 Gsnls)) ~ Flsp(s)lds =0 si n o0

Donc B est continu.

D’ou d’aprés le théoreme de Krasnoselskii N admet un point fixe.

Exemple 3.1. On considere ’équation différentielle impulsive suivante :

La fonction f est défini par la formule suivant :
f: JxR* — R?

_ tz2(t) . ty2(t)
(t,(l’,y)) = f(t,(l‘,y)) - (1+:E2(t)+y2(t)’ 1+x21(/t)+y2(t)) .
est L'—carathédory car :

?(t) = b, si teJ=[01]t £t =1
Y (1) = Doy, t€T=[01]t £t =},
a(tf) —x(ty) = 32(ty),  te =3

y(t)) —y(tk) y(ty), th=1.

z(0) =

y(0) =

(3.13)

1. t — f(t,y) est mesurable pour tout y € R?, car on sait que tout fonction continue

est mesurable.

2. On peut montrer que la fonction y — f(¢,y) est continue presque pour tout ¢ € [0,d]

on utilisons les coordonés polaires.

3. Pour tout r > 0 il existe h, € L'([0,b],R,) telle que

| f(&y)|l < h,(t) presque pour tout ¢ € [0,b] et pour toute ||y|| < r. avec h,(t) =

t
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3. PROBLEME D’EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE

Ix(zy) = (%m,%y) est une contraction.

Dong, le probleme (3.13) admet une solution d’aprés le théoreme (3.3).
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Chapitre I

Probleme de I'equation différentielle

impulsive de type neutre

Dans ce chapitre on étudie I'existence d’une solution pour les équations différentielles
impulsives de type neutre en appliquant le théoréeme de point fixe de Krasnoselskii-

Schaefer :

Définition 4.1. Le probleme d’equation différentielle impulsive de type neutre est défini

par les égalitées suivantes :

L (y(t) — hty(t) = ftyt), si teJ=[0bt#tnk=1..m
y(te) —y(ty) = L(y(ty)), k=1...m (4.1)
(

ou f,h:JxR" = R"et I, € C(R"R"),k = 1,...,m sont des fonctions données et
y(t) = limy, o+ y(tx + h) et y(ty) = limy,_,0- y(t — h).

4.1 Espace des solutions
L’espace des solutions est de la forme :

PC(J,R") ={y:J = R" y, € C(Jp,R"), Jy(t{),y(ty) : et satisfaint

y(ty) = y(te), k= 1,..m.Joy = [0,t1], Jp =]tr,tes1]}-

30



4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

muni de la norme :

lyllpc = max (|ykllc, k=1,....m)

ot Yk = Yyl et [yklloo = sup {{ly()I], ¢ Eltr,trial} -

4.2 La solution

Lemme 4.1. Une fonction y € PC(J,R™) est une solution du probléme (4.1) si et seule-

ment Si

y(0) = w0~ hOp0) + bty + [ fsp(sDds+ Y Lyt (12

O<tp<t

Preuve 1. site[0,ty]:

On intégre 1’équation différentielle suivante :

(D)~ b)) = F(t(e), 43
on obtient :
[ tyts) ~ hsas) ds = [ Fls.ts)ds. (4.4
alors :
y(t) — h(ty(t)) — yo + h(0,y0) = /Ot f(s,y(s))ds, (4.5)

donc la solution est notée et donnée par :

D) = g0 = h{O.30) + hity() + [ F(s.u(s)ds. (4.6

2. Pour t €]ty,t9] :

De la méme fagon, on trouve :

[ 55 W) = sy ds = [ fsts)as 4.
d’ou :
ViE) = t(0) = y(t) + Wt 0tt) = [ F(s (48)
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

onay(ty) =y(ty) + Liy(t)).

Donc :
00 = h(ea) = Ron(1)) — (Rran (1) + 00— 0+ [ Fsate)as)

£ h( ) = [,

t

f(s,y(s))ds

Donc la solution est notée et donnée par :

yo(t) = yo — h(0,y0) + h(t,y(t)) + /Ot f(s,y(s))ds + Li(ya (7)), t€[0,t2]  (4.9)

d’ou :

yr(t) = yg—h(O,yO)+h(t,y(t))+/otf(s,y(s))ds—i— > L(y(ty)), k=3m (4.10)

0<trp<t |:|

Par conséquent la solution est donnée par :

yi(t), si te0,t]
yo(t), si t €ty to]
yr(t), si t Eltptri]...
Yni1(t), st t EJty,b].

y(t) =

4.3 L’existence de la solution

Théoréme 4.2. Supposons que :
(Hy) f:JxR"— R" est une fonction L'—Carathédory.

(Hsz) h:J xR" — R" est une contraction i.e Jc €]0,1[ tel que Vx,y € R" :

1A (t,x) = h(t:y)llpe < cllz =yl pe-
avec h(.,0) = 0.

(H3) Il existe une fonction v : R, — R, continue et croissante, et p € L*(JR) telle que :

If &z < p@)e(lzl), pour te[0p], VreR"

b too dx
/Op(s)d5</”a et (4.11)
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

Sont vérifiés. Alors le probléeme (4.1) admet au mois une solution.

Preuve Casl :

On considere le probleme (4.1) sur ¢ € [0,¢4] :

& (W) = hty(t) = f(ty@), si te 0]

(4.12)
0) = Yo.

<

On considere 'opérateur N; défini par :

Ny : C([0,4]RY) = C(0,t:],R?)
y — (N(y))(t):yo—h(oayo)+h(t,y(t))+/Otf(s,y(s))ds.

On va appliquer le théoreme de Burton-Kirk sur 'opérateur N alors on l'ecrit sous la

forme :N(y) = A(y) + B(y) avec

Ay(t)) = yo — h(0,y0) + h(ty(t)). (4.13)
B1) = [ Fsy(s)ds (4.14)
Etapel : On montre que A est une contraction :
[A(y(@) = Az(@)I] = [[A(ty(t) — h(t,2(1))]]
< dly—~|

Donc A est une contraction (car ¢ < 1).

Etape2 : B est complétement continue : de la méme fagon de la démonstration precé-

dente.

Etape3 : On montre que l'ensemble F' = {x € PC,AB(%) + A(z) = 2,V €]0,1]} est
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

borné i.e Ir > 0,Va € F, ||z||pc < r

|M|:|Mm§+Awm

=IM/‘ s))ds + z0 — h(0,20) + h(tz(1))]
snm—h@%W+mwaWW+AA%@§@m5
< Jleo — b0 + [(t(6)) — 1(0.0) + hO.0) + A [ 7G55 (5))ds]
snm—hmmm+Wwaw4mmw+wme+AA%@wm§@m@
S|um—<mmm+cm—nn+x/ v(II5 (9)lds

el = ellell < llzo = bO@o) + A [ ()05 ()]s

(1 =allell < Jlzo — O+ [ pls)0ll15(5))ds

musliﬂm—wmm+ilipwwﬁ@m@

On fait le changement de variable : z = { alors :

Pellee < iz~ bOa) + 2 [ pls)b(lats)lhas
Malre < o~ aOo)l + 12— [ plo)e(las)ds
lellre < spgllvo— Ol + 7= [ pls)u(la(s) s

On note P(s) = ;=p(s) et k = ﬁ“xo — h(0,z0)].

Donc
\m<k+/ w(|l2(s)]])ds. (4.15)

Alors, d’aprés 'inégalité de Bihari M, > 0 telle que

t1
Joll = sup a0 < My =G ([ Pls)is). (1.16)
te0,t1] 0
avec G(w) = / w” Q;Eu) Alors 'ensemble F' est borné. Donc d’aprés le théoreme de
k

Burton-Kirk I’ operateur N admet un point fixe.
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

Cas2 : si t €]ty,ts]

On a le probléme suivant :

La solution est donnée par :

(0) = 40— h(O.40) + h{t.y(0) + [ F(s.9())ds + hlon (D)

On prend :
A(y(t)) = yo — h(O,0) + h(t,y(t)) + Ly (t1))-

t
D=, S
de la méme facon, on applique le théoreme de Burton-Kirk.

Etape 1 : On montre que A est une contraction : Soient z,y € PC

[A(z(t) = Ay (@)l

< At () — Aty @)

< clz =yl

Donc A est une contraction.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

[Pt (t) = h(ty () + L2 () = Ly (8) ]

Etape 2 : B est complétement continue, de la méme fagon de la démonstration précé-

dente.

Etape3 : On montre que l'ensemble F' = {z € PC,AB(%) + A(z) = 2,V €]0,1]} est
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

borné i.e Ir > 0,Va € F, ||z||pc < r

lel = INB() + A@)]
< [ 6500 0 000) + bt + )|
< A [ 1S (6D ds =+ llzo = b(0,20)] + (e, + 1 er 65
< A [ )05 s + o = hO,0) |+ [(t2(0)) = 1(0.0) + h(0.0)]
+ I
< A [ (@05 (5))ds + [lzo = h(O.20) | + [[A(t2(0)) = HO.O)] + [A(0.0)]
+ @)
< A [ )15 s + llzo = h(0,20)] + elle = 0l + I a(aa(17)]
el = ellell < A [ o601 () Dds + llzo = b(0.20)]| + 11 ()
(=l < A [ B ds + e — hOz0)]| + 11 ()]

[ ) Dds + 1Tl — h(O0z0) |+ 131 6 )

=] <

on fait le changement de variable : x = §

el < -2 [ p)lle)ds + e — Oz + B, (421

d’ou

] <

[ Pl s + 5 e — A0 + I )L (422

On note P(s) = y5.p(s) et k = 55 [0 — h(0,20) || + |11 (21 (¢7))]]]

Donc

]| < k;+/ Wl (s)])ds. (4.23)
d’ou d’aprés l'inégalité de Bihari dM; > 0 tel que
t2
lelloe = sup ol < My = G( [ pls)ds) (4.24)
tE]tl,tQ] t1
v du . . -
avec G(w) = / ——. Alors 'ensemble F' est borné. Donc d’aprés le théoreme de
Mo @D(U)

Burton-Kirk I'opérateur N admet un point fixe.
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

Cas3 : Si t €]t,,,b|De la méme maniere, on trouve que :

M, > 0 |z]lo = SUP¢e]t,y, ,b] |z(t)[| < M, Dot

[zllpe = max([lylle)

< max(Moy,...,M,,)

Alors 'ensemble ' est borné. Donc d’aprés le théoreme de Burton-Kirk 'opérateur

N admet un point fixe. O

Exemple 4.1. : on considere le probleme de 1'équation différentielle impulsive de type

neutre suivant :

L(y(t) — 3y(t) =1+ 92(t), st te[01]t+#3,
y(3) =y =y(3), (4.25)
y(0) =0

On a f(t,z) = 1422 est L' — carathédory car : On a f(t,x) = 1+ 22 est L' — carathédory

car .

1. t — f(t,x) = 0 est mesurable pour tout x € R, car on sait que tout fonction constant

est mesurable.

2. On peut montrer que la fonction x — f(¢,z) est continue presque pour tout ¢ € [0,0]

car elle est la somme de deux applications continues.

3. Pour tout r > 0 il existe h, € L'([0,b],R,) telle que
| f(&y)|l < h.(t) presque pour tout ¢ € [0,b] et pour toute ||y| < r.
avec h,.(t) =1+ 2.

Soit 1 : [0,00[— [0,00[ la fonction définit par : ¥ (z) = = + 1, ¢ est une fonction positive

/+oo dx B /+oo dx
o Y  Jo x+1
= lim In(x +1) —In(1)
T—00

et croissante et

= +o0.
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4. PROBLEME DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE IMPULSIVE DE TYPE NEUTRE

On prend p(t) = 1 alors |[f(£,2)[| < p(t)y([l])-

avec
b 1
/Op(s)ds = /Ods
= 1,
et
oo dx
/O W:‘FOO. (426)
d’ou
b +oo  dr
/Op(s)ds< ; @) (4.27)

Puisque les conditions du théoréme (4.2) sont satisfaites alors le probleme (4.25) admet

au moins une solution sur [0,1].
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Conclusion et perspectives

A travers ce travail, nous avons traité les théoremes de Krasnoselskii et Krasnoselskii-
Schaefer. Les deux théorémes sont une combinaison de théoréeme de Banach et de Schauder
pour le premier et Banach et Schaefer pour le deusieme, et ont appliquant ces théoréemes

pour montrer I’existence des solutions des équations différentielles impulsives.

Dans le futur, on s’intéresse par les théoremes de point fixe aléatoires, et leur appli-

cation sur les équations différentielles stochastiques.
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