République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieure et de la Recherche Scientifique
Université Ahmed Draia - Adrar
Faculté des Sciences et de la Technologie

Département des Mathematiques et Informatique

5 "ll\

pljadlyljai aaljs anal dssla
Université Ahmed Draia.Adrar -Algérie

Mémoire de fin d’étude, en vue de 1’obtention du diplome de Master en Mathématiques

Option : Analyse Fonctionnelle et Applications

Theme

Fonctions et Distributions
Presque Périodiques de Stepanov

Préparé par
Fatima BEKRAOUI

Encadré par
Mr. Mohammed Taha KHALLADI

Année Universitaire 2016/2017



je dédie ce modeste travail :

A 'ame de mon pére.
A ma mere pour son affection, son compréhension son priéres qui m’a toujours accompagné
moi, et pour tous ce qu’elle fait pour moi.
A tous mes fréres et mes soeurs surtout Samia.
A tous mes tantes, mes oncles, mes cousins et mes cousines.
A mes amis de promotion 2¢¢ annés Mastre Mathématiques .

A mes familles Bekraoui et Bekri.



i

Remerciements

En premier et avant tout je remercie le Dieu de m’avoir donné la force de réaliser ce travail.

Je tiens a remercier chaleureusement, mon encadreur Mr. Khalladi Mohammed Taha. pour
avoir suivi I’évolution de ce travail tout au long de 'année, pour ses conseils judicieux et ses
encouragements.

Je remercie, maintenant, les membres de jury, Mr. MAMOUNI Touhami et Mr. BOUAZIZ
Said.

Mes remerciements les plus respectueux vont aussi aux professeurs de mathématiques du
département mathématiques et informatique sans exception, et tous les enseignants qui ont con-
tribué a ’enrichissement de mes connaissances du primaire jusqu’a 'université.

Enfin, je remercie tous ceux qui a contribué de prés ou de loin & la réalisation de ce mémoire.



Table des matiéres

NOTATION
INTRODUCTION

1 Préliminaires
1.1 Lesespaces LP . . . . . . . . . e e e e e

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr . . . . . . .. ...

2 Fonctions presque périodiques de Stepanov
2.1 Définition et propriétés . . . . . . . . ...
2.2 Autres définitions de la presque périodicité . . . . . . ... ...
2.3 Analyse harmonique dans SP, . . . . . ... oo
2.3.1 Valeur moyenne . . . . . . . ...

2.3.2 Série de Fourier . . . . . . . . . s

3 Distributions presque périodiques de Schwartz
3.1 Distributions bornées Dy . « « v v v v v i

3.2 Distributions presque périodiques B;Jp .........................

11

14

14

28

32

32

34

40



3.3 Analyse harmonique dans B];p .............................

3.4 Lien entre B]’Dp et nggp .................................
CONCLUSION ET PERSPECTIVES

REFERENCES

49

54

57

58



L.

NOTATION

B];p L’espace des distributions presque périodiques.

C, L’espace des fonctions continues bornées.

C,p L’espace des fonctions presque périodiques au sens de Bohr.

D L’espaces des fonctions indéfiniment dérivables a support compact.

D1 L’espaces des fonctions indéfiniment dérivables dont toutes les dérivées appartiennent a

Dr~ L’espaces des fonctions indéfiniment dérivables dont toutes les dérivées appartiennent

a L.

Dgr La distance de Stepanov.

D' L’espaces des distributions.

D« L’espaces des distributions bornées.

nggp L’espaces des distributions presque périodiques au sens de Stepanov.

Egp (g, f) L’ensemble des e-presque périodes de f au sens de Bohr.

Es (g, f) L’ensemble des e-presque périodes de f au sens de Stepanov.

LP T’espace des fonctions mesurables et p-intégrables au sens de Lebesgue.

L> L’espace des fonctions mesurables qui ont un supessentiel fini.

LP L’espace des classes de fonctions mesurables et p-intégrables au sens de Lebesgue.

LP

e L’espace des classe des fonctions localement p—intégrables.

Sy L’espace des fonctions bornée au sens de Stepanov.
S, L’espace des fonctions presque périodiques au sens de Stepanov.

| []s» La norme de Stepanov.



— Le signe d’injection continue.

~ Le signe d’association.



INTRODUCTION

La théorie des fonctions continues presque périodiques C,, a été fondée par le mathématicien
danois Harald Bohr ( le frére du physicien Niels Bohr ) au début du 20%™¢ siecle. 1l a écrit une
série de documents pendant la période 1923-1925 ou se trouvent les fondements de cette théorie
des fonctions presque périodiques. La presque périodicité, comme propriété structurelle, est une
généralisation de la périodicité pure. Cette théorie a des applications théoriques et pratiques
nombreuses dans divers domaines, y compris I’analyse harmonique, les systémes dynamiques, la
physique,... etc. En effet, un des premiers résultats est dii & Bohr et Neugebauer et a déclaré

que les solutions bornées du systéme différentiel

o' (t) = Az (t) + f (1),

sont nécessairement presque périodiques lorsque f est presque périodique.

La théorie de Bohr a rapidement attiré ’attention de mathématiciens trés célébres de cette
époque, parmi lesquels V. V. Stepanov, H. Weyl, N. Wiener, S. Bochner, A. Besicovitch et J.
von Neumann.

Il existe diverses extensions du concept de H. Bohr, notamment ceux introduits par S.
Bochner, A. S. Besicovitch, V. V. Stepanov et H. Weyl, voir [1], [7], [9], ou [12].

Le concept de presque périodicité ne se limite pas aux fonctions continues. En effet, en 1925,
V. V. Stepanov a généralisé la classe de fonctions continues presque périodiques au sens de Bohr
sans utiliser ’hypothése de continuité. Ainsi, dans le cas de fonctions mesurables de Lebesgue,
on peut introduire la notion de presque périodicité en remplacant la norme de la convergence
uniforme par des mesures, des distances et des normes adéquates, Voir [1], [9], [10] ou [11].

Les distributions D’ inventées par S. L. Sobolev et L. Schwartz ([3], [15]), sont un outil



important et incontournable dans plusieurs domaines des Mathématiques et de la Physique.

L. Schwartz a défini espace B, des distributions presque périodiques d'une fagon abrégé

dans 'ouvrage "Théorie des distributions" en trois pages, voir [15].

Le but principal de ce mémoire consiste en I’étude de la presque periodicité au sens de
Stepanov de fonctions et distributions en regroupant les différentes notions et propriétés élémen-
taires de ce concept. En fait, notre objectif essentiel est de rendre cette théorie plus familier
aux diverses catégories d’utilisateurs scientifiques qui étudient des oscillations ou des vagues, des
ingénieurs qui sont soit des chercheurs, soit intéressés par ce type des questions, ainsi qu’ & tous

les étudiants diplomés en sciences et en génie, qui seront les futurs utilisateurs de ces sujets.

Le premiére chapitre est un rappel de quelques définitions et résultats généraux concernant
I'espace LP (£2) des classes de fonctions de Lebesgue, suivi par un sous-paragraphe qui présente

la presque périodicité classique de H. Bohr.

Dans le deuxiéme chapitre on donne la définition et les propriétés fondamentales de I’espace
ST, des fonctions presque périodiques de Stepanov, en adoptant les définitions équivalentes
célebres introduites par H. Bohr et S. Bochner, voir [1], [5] ou [9], des fonctions presque péri-

odiques usuelles et enfin une petite introduction a ’analyse harmonique dans cet espace.

Le troisieme chapitre expose I'espace des distributions presque périodiques B, qui exige
nécessairement la connaissance des espaces D1 et Dy~ des fonctions indéfiniment dérivables
sur R dont toutes les dérivées appartiennent a L' et L™ respectivement et 1'espace D). des

distributions bornées dans laquelle on étudie la presque périodicité.

A la fin de ce chapitre, et de la méme maniére que celle suivi dans le chapitre 3, on a introduit

quelques éléments d’analyse harmonique dans I'espace B,



Le mémoire se termine par une conclusion générale et quelques perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques notions et résultats bien connus dans la littérature et qui

sont utiles pour notre travail.

1.1 Les espaces L”

Ce paragraphe rappele quelques définitions et résultats généraux concernant la théorie de la
mesure et de I'intégration, voir [6], [8]. Dans toute la suite Q2 désigne un ouvert de R muni de la
mesure de Lebesgue.

On rappelle pour un nombre p, 1 < p < oo, la définition de 'espace L? (2). C’est I'espace
vectoriel des classes (pour ’égalité presque partout, notée p.p.) de fonctions Lebesgue mesurables
sur 2, p-intégrables, muni de la norme notée || f||z».

Plus précisement, pour toute fonction mesurable f et tout nombre p, 1 < p < oo, on pose

1flle = (foy 1 (@)[Pdz) 7 , sil<p<oo

| fllze = inf{c, |f(z)| < cppsur Q} |, sip=+o0



La notion presque partout notée p.p, signifie qu’une propriété est vérifié sauf pour un ensemble

(négligeable) de mesure nul.

Définition 1.1.1 Soit 1 < p < oco. L’espace LP (Q2) est l’espace des fonctions mesurables sur €2

et p-intégrables au sens de Lebesgue, 1i.e.

LP(Q) = {f : Q — C, mesurable, / |f(z)|Pde < oo}
Q

L> () est l’espace des fonctions mesurables qui ont un supessentiel fini. i.e.

LZ(Q) ={f:Q — C, mesurable, 3C > 0, |f(x)] < C, p.p sur Q}.

Définition 1.1.2 Soit 1 < p < oo, l’espace

@) =28

ou R est la relation d’équivalence définie par
fRg<—= f—g=0 pp sur,
est la classe d’équivalence d’éléments de LP ().

Remarque 1.1.3 Le couple (LP (), || ||zr) forme un espace vectoriel normé.

Définition 1.1.4 Soient p,q € [1,400[. On dit que p et q sont deux exposants conjugués si

1
S4 =1
P q

Pour p = +o00, l'exposant conjugué est q = 1.
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Proposition 1.1.5 ( Inégalité de Hélder) Soient p et q deux exposants conjugés, f € LP et
g€ L1. Alors
(i) f.ge L.

@) [ fg <l f lleell 9 [lza -

Preuve. (i) La conclusion est évidente si p =1 ou p = co. Supposons donc que 1 < p < o0.
En appliquant I'inégalité de Young

1 1
ab < —-a’? 4+ -b?  VYa >0, Vb>D0.
b q

avec p et ¢ sont deux exposants conjugués et tenant compte que.la fonction log est concave sur
10, 00[, on a

1 1 1 1
log(=a” + —=b?) > —log a” + —log b? = log ab.
p q p q
Donc
1 p 1 q
|f@)llg(z)] < =[f (@) + =|g(z)|".
p q
Il en résulte que f.g € L et que

1 1
[ 1791 < S + Sl (L)

(i7) En remplagant f par Af (A > 0) dans (1.1), on trouve

APt 1
|fg] < 117 + —llgll%e
p Aq

aq
On choisit A = || ||z ]l9ll%., donc on resulte que

gl < W[ fllerllgllze
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Définition 1.1.6 La convolution f x g d’une fonction f et d’une fonction g est définie par

f*g(w)—/f(y)g(w—y)dy, R

Proposition 1.1.7 ( Inégalité de Young) Soit 1 < p,q,r < +oo, tel que % —I—é =1+ %, fetg

deux fonctions de LP et L1 respictivement alors

1S+ gl

e < Al Mgl o

Proposition 1.1.8 (Fischer-Riesz) (L* (2),]| ||z») est un espace de Banach, ¥1 < p < oo.
Preuve. Voir [6]. O

Définition 1.1.9 Soient 1 < p < oo et f : R — C une fonction mesurable. On dit que f est
localement p—intégrable si f € LP(K) pour tout compact K de .

On note LY (Q) lespace des classe des fonctions localement p—intégrables sur €2, i.e.

LP

loc

(Q) = {f : Q0 — C, mesurable, / |f(x)]Pdx < 0o, pour tout compact K de Q} )
K

Définition 1.1.10 Un ensemble E C R est dit relativement dense s’il existe un réel Il > 0 tel
que

[,z + | N E # 0 pour tout z € R.

Remarque 1.1.11 Tout ensemble contient un sous-ensemble relativement dense est relativement

dense.

Définition 1.1.12 Une algébre sur le corps k est une structure algébrique (A, +, ., x) telle que
(i) (A, +,.) est un espace vectoriel sur k.

(77) La loi x est définie de A x A dans A.

(1ii) La loi x est bilinéaire.
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Définition 1.1.13 Une algébre sur le corps k muni d’une norme est dite de Banach si elle forme

un espace vectoriel normé, complet.

1.2 Fonctions presque périodiques de Bohr

Dans ce paragraphe nous exposons la définition et quelques propriétés de ’espace de fonctions
presque périodiques au sens de Bohr, pour plus de détails sur cette classe de fonctions ainsi que
les preuves, voir par exemple [1], [2], [7], [9], ou [12].

On désigne par C, I'espace des fonctions continues bornées sur R & valeurs complexes, muni
de la norme || ||z de la convergence uniforme sur R. Rappellons que (Cy, || ||, ) est une algebre
de Banach.

L’idée de la presque periodicité classique de H. Bohr est la suivante :

Si f est une fonction périodique de periode 7' alors on a la propriété suivante
fx+nT)— f(z)=0,Vz e R, Vn € Z,

et 'ensemble discret des périodes

{nT,neZ},
satisfait & la condition suivante:
Vo € R,3ng € Z,noT € [, + T]

La généralisation de cette propriété a I’espace des fonctions presque périodiques est le concept
de la densité relative des ensembles introduit par H. Bohr pour définir les fonctions presque

périodiques.
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Définition 1.2.1 Soit € > 0. Un nombre réel T est appelé c-presque période de f, si

sgg\f(a:+7)—f(a:)|<€.

Désignons par Ep (g, f) Pensemble des e-presque périodes de f au sens de Bohr | i.e.

zeR

Balef) = {r e R swplf (o+7)— [ (@] <=}

Définition 1.2.2 On dit qu’une fonction f définie et continue sur R d valeurs complexes est

presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0 l'ensemble Eg(e, f) est relativement dense.
Notation 1.2.3 L’espace des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est noté par Cp,.
Proposition 1.2.4 Toute fonction périodique est presque périodique au sens de Bohr.

Remarque 1.2.5 La reciproque de la proposition (1.2.4) n’est pas vrais comme le montre ’exemple

suivant.

Exemple 1.2.6 La fonction f définie sur R par
f(x) = sinz + sin v/2z,

est presque périodique au sens de Bohr, mais elle n’est pas périodique, car il n’existe aucun
réel T vérifiant f(z +T) = f(x).

En général, si on considére la fonction presque périodique au sens de Bohr f(x) = ' + '™
et si on suppose qu’il existe un nombre réel T non nul tel que f(x +T) = f(x) pour tout x € R,

alors on a

ez(T+m) + em(x+T) — % 4 T,
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Par suite
(€iT o 1)eim + (eiTrT . 1>€i7rm =0
Or les fonctions €@ et €™ sont linéarement indépendantes, d’ot
el —1=e™ -1=0.
Par conséquent, T' = 2km et w1l = 2hmw ou k,h € Z, ce qui fait une contradiction.

Proposition 1.2.7 Toute fonction presque périodique au sens de Bohr est bornée sur R.

Proposition 1.2.8 Toute fonction presque périodique au sens de Bohr est uniformément con-

tinue sur R.

Proposition 1.2.9 Si f est presque périodique au sens de Bohr et m = 1n}£|f(x)| > 0, alors la
xre

fonction % l’est aussi.

Proposition 1.2.10 Si f est une fonction presque périodique de Bohr et F' est continue sur

{f(z),z € R}, alors F o [ est presque périodique de Bohr.

Théoréme 1.2.11 L’espace Cp,, des fonctions presque périodiques au sens de Bohr forme une

sous algébre fermée de ’algébre (Cp, || ||Le)-



Chapitre 2

Fonctions presque périodiques de

Stepanov

Le présent chapitre donne la définition de I’espace des fonctions presque périodiques au sens de

Stepanov et leurs propriétés fondamentales. Voir [1], [2], [7], ou [10].

2.1 Définition et propriétés

Soient I > 0 et 1 < p < oo, on note 57 P'espace des fonctions f localement p—intégrables sur R

vérifiant

z+1
/ |f()]P dt < oo (2.1)
i.e.

S/ (R) = {f € Lioe(R) : /:H [f(@®)F dt < OO}

Définition 2.1.1 Soientl >0, 1 < p < oo, f et g deux fonctions localement p—integrables.

15
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La norme de Stepanov est notée et définie par

x4+l %
Il =su (7 [ Irtorae) 22

La distance de Stepanov associée a cette norme est notée et défine par
1 x4+l %
D7) = I ~all =sup (7 [ 1) = g(o at) 23
e x
Proposition 2.1.2 V1 < p < 0o, Les normes de Stepanov sont équivalentes.

Preuve. Soit 0 < 1 < I, montrons que || [|s» et | ||s» sont equivalentes. En effet, soit
1 2

f € L, il est clair que || fllgp <IIf]lsp -

De plus
1 z+l2 1 -+ 1 z+lo
7/ FOPd = l—/ If(t)|pdt+g/l P dt
x xT T+
1 -+ '
> 1 / FOF dt
la J,
I, /1 [*th
- ([ o
l2 ll x
1
Dot [Ifllsg, = ()7 I1£1ls; - O

Grace & cette équivalence on peut remplacer [ dans la formule ( 2.2) par un nombre positif
arbitraire. En particulier, nous pouvons considérer la norme, ou [ = 1. Dans tous ce qui suit (et

notamment dans les preuves) nous adopterons la notation SP au lieu de SY.
Proposition 2.1.3 Soit p,q € [1,+o0] tels que p < q. Alors
ST SP.

Preuve. Soit f € S% alors f € L] C L} ., de plus et d’aprés l'inégalité de Holder on a

loc

/ T rpa < ( / L iropy dt)

1
T

(/:+1 (1) dt> "

S ie
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ou 7 et 7' sont deux exposants conjugués.

En prenant r = g, on obtient

/ P ar < (/ If(t)|th)g < oo

Par conséquent f € SP. D’ou S? C SP. O

Définition 2.1.4 Soit f € SP, on dit que f est bornée au sens de Stepanov ou SP—bornée, s’il

existe C' > 0 tel que

z+1 %
sup (/ |f(t)|pdt) <C, VxeR

zeR

On note S} Pespace des fonctions SP—bornées.

Définition 2.1.5 Soit f € SP, on dit que [ est uniformément continue au sens de Stepanov ou

SP—uniformément continue, si

z+1 %
Ve > 0,30 >0,Vy € R |y| <6 = sup (/ |f(t+y) —f(t)|pdt> < e.

zeR
Définition 2.1.6 Soit (f,), C SP, on dit que (f,)n est uniformément convergente vers f au

sens de Stepanov ou SP—uniformément convergente, si

1
z+1 P
Ve > 0,3dN > 0,Vn > N,Vt € R : sup </ | fu(t) — f(t)|pdt) <€
reR x
Proposition 2.1.7 Soit 1 < p < g < 00, alors
(i) LY c S c LY,

loc*

(ii) Sy C SY.
Preuve. (i) Soit f € L? i.e [, |f(t)]"dt < oo. Alors

/\f(t)\”dt < 00,VI C R,
I
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i.e. 3C > 0 tel que [, |f(t)["dt < C.

en particulier,

r+1
/ Pt < C,

z+1 % 1
sup (/ FOP dt) <t
z€R x

Par conséquent f € S7. D’ou L¥ C S?.

Donc

Par défintion f € S implique que f € S?, i.e. f est localement p—intégrable et vérifice (2.1).
Dot SP C LF

loc®

(it) Soit 1 <p< g<ooet feS alors

z+1 %
sup (/ \f(t)|th) < 00.
zeR T

D’apres I'inégalité de Holder, on a

x+1 r+1 % x+1 ,
sup [ |f(t)|”dt§i1€1£(/x <|f<t>|p>’“dt) p</ ay dt),

ou 7 et 7' sont deux exposants conjugués.

?\‘H

En prenant r = %, on obtient

x+1 x+1
sup [ 101 at < sy ( / |f<t>!th>

z+1 % z+1 q
sgg(/ |f(t)!”dt> SSEE(/ |f(t)|th) < oo

Par conséquent f € S}. D’ou S{ C 5. O

I

Ce qui entraine

=

Proposition 2.1.8 Le couple (S}, Dg») forme un espace métrique.
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Preuve. Il faut montrer que Dgr définit une distance sur S;. Soient en effet f, g et h des

fonctions de S}. On a

(4)

([ vo-ra)
- (/ 1 lg(t) - <>|pdt)
(/ <)|pdt)”

= DSp(guf

DSp(fu g) = Sup

zeR

SIS

= sup
rzeR

hSA

zeR

x+1
Den(f.g) = o@s,up< / If(t)—g(t)|pdt> 0
o / () — g(O)Pdi =0

(iid)

Dalfa) = s | - g<t>\pdt)’l’

s ([ 17101 - h<t>|pdt)’l’ v ([ - ot ar)’

DSp (f, h) -+ Dsp(h, g)

IN

IA

D’ou la proposition est preuvé. 0

Proposition 2.1.9 Le couple (S}, || ||s») forme un espace de Banach.
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Preuve. D’aprés (ii) de la proposition (2.1.7), il suffit preuver la proposition pour p = 1.
Le fait que S} est normé est évident. Montrons qu'il est complet par rapport & la norme (2.2).

Soit, en effet, (f,), une suite de Cauchy dans S}, alors
Ve>0,AN e NVnom > N || fr — fm |2 < &,

i.e.

z+1
Vn,m > N, sup / Fult) = fn(D)]dt < . (2.4)

zeR

Fixons maintenant un intervalle arbitraire [a,b] C R. Il existe donc deux entiers s,r € Z tels

que [a,b] C [r,s]. En conséquence, la formule (2.4) donne

1t = 5Ol < (5= 1) 1 = fullg < (5= 1)

Pour m,n > N larestriction de la suite (f,), sur [a, b] forme une suite de Cauchy de L' ([a, b])

et puisque L' ([a,b]) est complet, il existe f € L' ([a,b]) telle que

lim f,.(z) = f(z).

m— oo

Par passage a la limite dans la formule (2.4) on trouve

x+1
sup/ fult) = f(®)] dt < &, ¥n > N,

z€R

Alors (f,) est S'— convergente vers f, de plus f € S}, car

z+1 z+1 z+1
sup / F@Oldt < sup / Falt) — ()] dt + sup / Fu(t)] dt

reR z€eR zeR

< e+C

D’ou le resultat. U
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Définition 2.1.10 Soit € > 0. L’ensemble des e—presque périodes au sens de Stepanov d’une

fonction f est noté et défini par

Es(e, f) = {TER: sup (/:H|f(t+7)—f(t)|pdt); <5}.

zeR

Un tel nombre T € Eg(e, f) est dit e—presque périodes au sens de Stepanov de f.

Définition 2.1.11 Une fonction f € LY = définie sur R G valeurs complexes est dite presque

périodique au sens de Stepanov si Ve > 0, l’ensemble Es(e, f) est relativement dense.

Notation 2.1.12 On note S, l’espace des fonctions presque périodiques au sens de Stepanov.

Exemple 2.1.13 Soit f € C,, (R,R). La fonction

(

1, sif(x)>0
sign (f(x)) =1 0, i f(z)=0

-1, si f(z) <0

est un élément de Sy, (R, R).

On établit maintenant quelques propriétés fondamentales des fonctions presque périodiques

de Stepanov.

Proposition 2.1.14 Toute fonction presque périodique au sens de Stepanov est SP—bornée sur

R.
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Preuve. Soit € > 0 et [, > 0. Pour z € R il existe un e-presque période de f au sens de

Stepanov noté 7 pour le quel 0 <z + 7 <. Soit m = sup |f(x)|. On a
z€[0,lc]

r+1 % z+1 %
sap ([ irtoran)” < s ([ st - or )

z+1 %
tsup < / 4+ 7)) dt)
reR T

e+sup|f(x+ 1)
reR

IN

= +m.
Par conséquent f est SP-bornée. OJ

Proposition 2.1.15 Toute fonction presque périodique au sens de Stepanov est SP-uniformément

continue sur R.

Preuve. Soit € > 0, [ la longueur asociée a ¢, et 7 € Eg(e, f), alors

sup (/:H 47— FOP dt)’l’ <.

zeR

Prenons § = [ et posons t; =t et ty =t + 7, out € R, alors [t; — t5] < § et

s (| e - f<t2>|pdt)'l° ~ ([ e - fr dt);

zeR z€R

< €
D’ou le resultat. U

Proposition 2.1.16 Soit 1 < p < g < 00, alors on a
(i) Cpp C SP,.

(i7) S4, C SP.
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Preuve. (i) Soient f € C,, et 7 € Eg(e, f), on a

sup |f(t+7) — f(t)] <e.

teR
Donc V1 < p < ¢

[f(t+7) = FOI <&,

ce qui donne
z+1 %
(/ ]f(t—l—T)—f(t)\pdt) <e.

Dour € Eg(e, f), et Eg(e, f) est relativement dense, par conséquent f est presque périodique

au sens de Stepanov.

(77) Elle découle de la méme fagon que celle de la preuve de (7i.) de la proposition (2.1.7). O

Remarque 2.1.17 (i) L’inclusion (i) de la proposition (2.1.16), montre que la définition de
Stepanov est plus générale que celle donnée par Bohr uniquement en dehors de la classe de
fonctions qui sont uniformément continues sur R.

(17) La réciproque de l'inclusion (i) de la proposition (2.1.16) n’est pas toujours vrais. Autrement
dit, il existe des fonctions presque périodique au sens de Stepanov qui ne sont pas presque péri-

odique au sens de Bohr.

Exemple 2.1.18 Soit o, € R, avec % est irrationel, considérons les deux fonctions fnp et

Ja,p définies sur R par

fa5(x) = sin (2 + cos(a:ci + cos(ﬁx)) ’

et

gupla) = o8 (s ).
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Levitan a donneé une démonstration que les deux fonctions f,p et goz sont des fonctions

presque périodiques au sens de Stepanov, mais pas au sens de Bohr.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire pour qu’une fonction presque périodique

au sens de Stepanov soit presque périodique au sens de Bohr.

Proposition 2.1.19 Pour qu’une fonction [ presque périodique au sens de Stepanov soit presque

périodique au sens de Bohr il faut qu’elle est uniformement continue sur R.

Preuve. Supposons que f € Sh, est uniformément continue sur R et soit A > 0, on définit

h
Pp(t) = h‘l/o f(s+t)ds,t € R.

On a ¢, € Cpp, en effet, pour 7 € Eg(e, f) ,

t+h
onlt+7) — pu(t)] < B / s+ 1) — £(s)]ds
< (1 [ -soras)

La continuité¢ uniforme de f sur R implique la continui¢ uniforme de ¢, de plus f € 5P, donc
tout e-presque période de f est un e-presque période de ¢, d’ott ¢, € Cpp.

De plus, on a

lon(t) — f(1)] < h_l/o |f(t+3s)— f(t)|ds < e, pour s < §(e).

Ce qui montre que ¢, converge uniformément vers f et donc, d’aprés le théoreme (1.2.11) f € C,.

O

Proposition 2.1.20 La classe Sb, des fonctions presque périodiques au sens de Stepanov forme

un sous-espace de Banach fermé de Uespace (Sy, || | s»)-
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Preuve. Soient f,g € SP, et A € C. Montrons d’abord, que Af et f + g sont des éléments

de SP . Soit en effet, e > 0 et 7 € Eg(e, f) alors

sup (/:H Flt+7)— FO) dt); <e.

z€R

Par suite

1

o ([ s n -asora) = s ([ i - sorar)

zeR z€R

< |Ale

Dou 7 € Es(|Me, Af) et ainsi, Eg(|\|e, Af) est relativement dense. Par conséquent \f est
presque périodique au sens de Stepanov.

Soit, e > 0 et 7 € Es(5, f) N Es(5,g) alors

sup (/:H (f+9)t+7)—(f +9)(t)|pdt>;

zeR

B =

= sup ([ st = 10+ gt 1) -t )

zER
z+1 % z+1 %
< %ﬁ(i VU+T%—ﬂﬂVﬁ>-+%§(L m&+r>—mwvw)
< E.

Dou 7 € Eg(e, f + g) et Es(e, f + g) est relativement dense, par conséquent f + g est presque

périodique au sens de Stepanov.

Afin de montrer la ferméture de I'espace S? , considérons une suite de fonctions ( f,,), de S? ,
pp pp

tel que (f,)n SP—convergente vers f et montrons que f € S . En effet, soit 7 € Es(§, fn), alors

1

sup ([ (1) = S0 dr)”

= sup ([77 14+ 7) + fult 4 7) = fult +7) + Jult) = Fult) = FOPdr)”

zeR
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1 1

<Sup<f fult+7) — (t)\”dt) +sup<f | fult +7) — f(t+7)|pdt)5

zeR
1

sup ([ 1) = FOP )

<S+It+5=

Ce qui montre que 7 € FEgs(e, f) et Eg(e, f) est relativement dense, par conséquent [ est
presque périodique au sens de Stepanov.

Le complétude de SB, découle du fait que SP) est un sous-espace fermé de (Sy, || |[s») qui est

complet. 0

Remarque 2.1.21 La multiplication de deux fonctions de Sh, n’est pas nécessairement une fonc-

tion de SP,. mais on peut voir que si f € SP et g € S}

. . 1
4oy le produit fg est une fonction de S

PP
condition que p et q sont deux exposonts conjugués. En particulier, la multiplication d’une fonc-

tion de S;p par une fonction de Cp,, est une fonction de S;p. Plus précisement, on a le résultat

sutvant.
Proposition 2.1.22 Soient f € S et g € S}, avec % + % =1, alors fg € S}

Preuve. Soient ¢ > 0, 7 € Eg(5, f) N Es(5,9) et p, ¢ deux exposonts conjugués, on a

supf gt +7) = fo(t)dt

=sup [ (7 -+ 7) = FO) gt +7) = (1)) + g+ 7) = F(0) + F(B)g(t +7) = g(0)] de
< sup [+ 7) = SO) gt +7) = gl b+ sup [T g (f(e+7) = F@)]dt
sup [ (@) gl +7) = g(0)] b
< (sup (1" rte ) = P )" <igﬂg<f” ot 7) — )" )
(s 7 ool ae) (sup (77 1500+0) - s ar))

(s £ 170t ) (sup (7 ate+) - atoppar)”)

zeR zeR
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< S+ 5(My + M,), avec ]\/ll—supferl f(t)| dt et Mg—supr (t)|dt.
Dou 7 € Es(% S(My + M), fg) et ES(% 5(My + My), fg) est relativement dense, par

conséquent fg est presque périodique au sens de Stepanov. U

+oo )
Corollaire 2.1.23 Si la série Zane”‘"””, oi a, € C et \, € R est SP—uniformément conver-
n=1

gente, alors elle est presque périodique de Stepanov.
Notation 2.1.24 La délaté d’une fonction f par un nombre réel o est noté par
fo(z) = flaz),Vz € R.
Le translaté d’une fonction f par un nombre réel h est noté par
Tnf(x) = f(x — h),Vz € R.

Proposition 2.1.25 Si f € SP | alors Va,h € R, on a

Pp’
(i) fo € 5D,

(13) Tnf € SP
Preuve. Elle est facile. U
Proposition 2.1.26 Si f est presque périodique au sens de Stepanov, alors |f| Uest aussi.

Preuve. Soit € > 0 et 7 € Eg(e, f) alors

o ([ T rf<t>r|f’dt)‘l’ < s [ e - i i)

zeR z€R

B =

< €

D'ou 7 € Es(e,|f]) , et Es(e,|f]) est relativement dense, par conséquent |f| est presque péri-

odique au sens de Stepanov. O]
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Passons maintenant a ’etude de la presque périodicité de la dérivée et de la primitive de

fonctions presque périodiques au sens de Stepanov.

Théoréme 2.1.27 Si la dirivée ' d’une fonction presque périodique au sens de Stepanov [ est

SP-uniformément continue sur R, alors elle est presque périodique au sens de Stepanov.

Preuve. Supposons que f est presque périodique au sens de Stepanov et prenons une suite

de nombres réels (h,),, telle que h,, — 0, lorsque n — +o0, alors

f(x + hn) = f(x)

. = f(x+6h,), 0<h<1

L’exprission & gauche de cette igalité est une somme de deux fonctions presque périodiques au
sens de Stepanov, alors elle est presque périodique au sens de Stepanov. De plus, et puisque f est
SP—uniformément continue sur R, alors la suite (f (2 + 6h,)), des fonctions presque périodiques

. , ’
au sens de Stepanov est SP—uniformément convergent vers f.

z+1
sup < /
zeR x

Choisisons h,, telle que |h,| < ¢ , alors |t + Oh,, —t| = |0h,| < J. Ainsi

En effet,

ft+z) - f/(t)‘pdt> "< g, lorsque |z| < 0

zeR

z+1 %
sop ([ 17 @+ ) = ar) <

Par conséquent et d’aprés la proposition ( 2.1.20), f" est presque périodiques au sens de

Stepanov. n

Définition 2.1.28 Soit f une fonction définie sur R. On appelle primitive de f, toute fonction

notée et définie par

Flz) = /0 " ryt.
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Proposition 2.1.29 (Bohl-Bohr) Si la primitive F' d’une fonction presque périodique au sens
de Stepanov f est SP—bornée et uniformément continue sur R, alors elle est presque périodique

au sens de Stepanov.

Preuve. D’aprés (i7) de la proposition ( 2.1.16), S2, C S, ,

V1< p< +oo. Il suffit donc de

montrer cette proposition pour p = 1. Voir [1], [4] ou [14]. O

2.2 Autres définitions de la presque périodicité

Comme dans le cas de fonctions presque périodiques au sens de Bohr, il existe d’autres définitions
équivalentes pour introduire la presque périodicité au sens de Stepanov; a savoir, la définition

topologique de Bochner et la définition basée sur la propriété de I’approximation polynomiale,

1], [7], [9], [10],, [12] ou [14].

Définition 2.2.1 (Bochner) Une fonction f € LY . est presque périodique au sens de Stepanov,

si pour toute suite de nombres réels (hy,), on peut extraire une sous suite (hy, )i telle que la suite

(f(. 4 hy, )k est SP—uniformément convergente sur R.

Définition 2.2.2 On appelle polynome trigonométrique toute fonction P de la forme

P(z) = cheu’“x, ouc, € C et N\, € R.
k=1

p
loc

Définition 2.2.3 (Approzimation polynémiale) Une fonction f € L7 = est presque périodique au

sens de Stepanov, si Ve > 0,3dP un polynome trigonométrique tel que

sup (/:H () — P(t)|pdt); <e

z€R
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Remarque 2.2.4 La définition (2.2.3) signifie que l’ensemble des polynémes trigonométriques

est dense dans Sb,.
Le résultat fondamental de ce paragraphe est le suivant.
Proposition 2.2.5 On a
Définition (2.1.11) <= Définition (2.2.1) <= Définition (2.2.3).

Preuve. Définition (2.2.1) = Définition (2.1.11) : Soit f € Lj ., on suppose que f n’est
pas presque périodique au sense de Stepanov, alors 9 > 0 tel que VI > 0 il existe un intervalle
[z,2 4+ 1] qui ne contient aucune e-presque période de f. Soit h; € R, alors on peut trouver
un intervalle [z, 25| de longueur strictement supérieur & 2|hq| qui ne contient aucune e-presque
période de f , on pose hy = %(wl + x3), alors hy — hy € [x1, 23], et donc hy — hy n’est pas un
e-presque période de f, alors il existe un intervalle [:L‘ll, x;} de longueur strictement supérieur a
2(|h2|+|h1]) qui ne contient aucune e-presque période de f, on pose hy = (2 +x5), alors hy —hy,

hs — hy € [xll,x;} donc ne sont pas des e-presque période de f. On continue cette procédure

pour lequlle h; — h;, (i >4, j < i) ne sont pas un e-presque période de f. Donc, il vient

&w([ﬁHuw—h»—fu—mwa; _ mp(éﬁﬂﬂt+m_h»—fwwﬁ);

z€eR z€R
> c.
Ceci montre qu’on ne peut pas extraire une sous suite SP—uniformément convergente de la
siute (f(z + hy))n ce qui contredit I'hypothése.
Définition (2.1.11) = Définition (2.2.3) : Supposons que 3¢ > 0 tel que pour tout polynome

trigonométrique P, on a

s ([ 10 - P ar)” > -

zeR
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ou

n
P(z) = chei’\’“x, ouc, € Cet \, €R
k=1

— Clez)\lm +02€Z)\2x... +Cn€l)\nz

IALT

On peut vérifie facilement que toute fonction de la forme cye est périodique de période

?\—:, pour toute A\; # 0, méme si Ay = 0, alors les polynémes trégonométriques sont des fonctions
périodique, ainsi que sont des fonctions presque périodiques au sens de Stepanov. Soit ¢ €

Eg(e, P), on a
1

sup ([ 1+ ) = S at)’
zeR

= sup (S 1f 4+ 7) = P@) + P(t) = P(t+7) + P(t+7) — (1) dt)”

> sup ( [+ 7) = P+ )P dt) . up ( [T =P(t) + P(t) + P(t+7) — f(£)? dt) ’

> sup (f;ﬂ \ft+7)—Pt+7) dt)g — sup <f;+1 |—P(t)+ P(t+1)[" dt) ’
zeR zeR

+sup ([ |P(6) = (o) dt)’
zeR

> €

C’est une contradiction, car f est presque périodique au sens de Stepanov.

Définition (2.2.3) =Définition (2.2.1) : Soit f(x) = ¢**, A € R et (h,,), une suite de nombres
réels, il faut montrer qu’il existe une sous suite (h,,, ). telle que la suite (f(z+hn, ) = (e2eM ),
est SP—uniformément convergente sur R. En effet,

Comme |e*| = 1, alors on peut extraire une sous suite (hy,)x telle que la suite (emi)

sera convergente. Mais

£ ) = F @+ R )| = [ — e,
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ce qui implique que (f(x+ hy,)), est uniformément convergente , donc elle est SP—uniformément

convergente. D’ou f verifie le critére de Bochner.

il est clair que toute fonction de la forme ce™®, ot ¢ € C, est aussi verifié le critére de Bochner.
m .

Considérons maintenant un polynome trigonométrique P(z) = Y ¢, et une suite de
k=1

nombres réels (hy, ).

D’aprés ce qui précéde on peut extraire (hy,),, de la suite (h,), telle que (c;ei*@eMihin),
sera SP—uniformément convergente sur R, et ainsi on peut extraire (hy,),, de la suite (hy,,)n,
telle que (czei’\Q"Eei’\?hW)n2 sera SP—uniformément convergente sur R, par cette procédeure on
conclu qu’il existe une suite (hy, )y, de (h,), telle que les suite (cpe@eehng) Lk = 1..m,
sont SP—uniformément convergentes, ce qui montre que tout polynome trigonométrique vérifie
le critére de Bochner.

Soit maintenant une fonction f € ST, alors il existe P, qu’il est SP—convergente vers f .

Soit (hy,), une suite de nombres réels, alors on peut extraire une sous suite (h,,, ),, de la suite
(hn)n telle que la suite (P (2 + hy,))n, sera SP—uniformément convergente, et de la suite (hy, )n,
on peut extraire (hy,)n, telle que la suite (Py(x + hy,))n, sera SP—uniformément convergente,

par suite il existe (hy, ), telle que les suite (Py(x + hy,)),, sont SP—uniformément convergente

P
q = l...p, on construire la suite diagonle (A, )n, qu’elle est extraire des suites (hy,)n,, d’oi

(Py(x + hn,))n, ¢ = 1...n, sont SP—uniformément convergentes.

Soit € > 0, alors

z+1 %
o ([ 1000 - 0P ) <

zeR

et

z+1 %
Sup(/ \Pn(t+hnn)—Pn(t+hpp)}”dt> <

zeR

WM™
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Donc,
sup <fa:z+1 | f(t+ ha,) = f(t+ Ry [ dt)g
z€R

1

1 1
<sup ([ 1+ hn) = Palt+ R )P dt)” +sup (270 [Pat + ho,) = Palt + )| dt)"

z€R zeR
1

sup ([ZF 1+ ) = Pa(t+ ho, )P )
zeR
<stst+ts=¢

Ceci montre que de la suite (h,),, on peut extraire une sous suite (h,, )i telle que la suite

(f(z + hn,))k est SP—uniformément convergente sur R. O

2.3 Analyse harmonique dans 5%

Le paragraphe suivant est une bréve approche & ’analyse harmonique dans 1’espace des fonctions
presque périodiques au sens de Stepanov. A cet effet, nous allons donner quelques notions
fondamentales sur ce contexte, telles que; la valeur moyenne, les coefficients de Fourier et les

séries de Fourier, etc....

2.3.1 Valeur moyenne

Définition 2.3.1 On appelle valeur moyenne d’une fonction f, la limite (si elle existe) notée et

définie par

Théoréme 2.3.2 Si f est une fonction presque périodique au sens de Stepanov, alors sa valeur

moyenne eziste.
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Preuve. Soient ¢ > 0, [. la longeur associé et 7 € [a,a + [] un §—presque période de f , on

a+X T T+X a+X
dt = d d dt.
/a f(t)dt / £() “/T £(t) ”/T+X f(t)dt
Alors,
X a+X X T T+ X a+X
dt — dt = dt — dt — dt — dt.
/0 F(t)dt / F(t)dt / £(t)dt / F(t)dt / £(t)dt /T+X F(t)dt
Donc,
|| rwar— [ pwa|
S%Hfoxf(t)dt—ffxf(t)dtHp LT Ot g, + || S5 sy
<L XNFW) = flt+ g dt + L [TIF)]]gp dt + L fff\lf(t)llszodt
< £ L[ f]lovle + L[| flsle.
Ainsi
X a+X c 2
S ARG (O R T (25)

Soit X1, Xo > w, alors

H— Vrwd - [T ]| < cv e+ L

X1 Jo X2 Jo s Sanl Xo

< 2e.

Ce qui implique que M(f) :XEIE fo t)dt existe. O

Proposition 2.3.3 Soit f et g deux fonctions presque périodiques au sens de Stepanov définient

sur R a valeurs complexes et o € C, alors

(1) M(f) = M(f), ou f désigne la conjugué de f.

(i) M(af) = aM(f).
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(zii) St f >0 alors M(f) > 0.

(iv) M(f +g) = M(f) + M(g).

SP SP

) Si (F)n 5 falors M((£),) 5 M(p)
a+X
(vi) a € R, M(f) :Xl—lg-loo_ / f(t)

Preuve. (i), (ii), (ii1), (iv) et (v) sont évidents.

(vi) D’aprés (2.5), on a

e /0 " fyde / e

Al fllsele
9

€ 2
< -+ = ple.
< s+l

Sp

Pour X > , on trouve

/ - F(t)dt

a+X

.1
A / s = im ¢ [ o

<E.
Sp

Ce qui montre que

2.3.2 Série de Fourier

Soit f une fonction presque périodique au sens de Stepanov définie sur R & valeurs dans C. En

vertu de la remarque (2.1.21) et la proposition (2.1.22), il est claire que la fonction t — f(t)e=*

est presque périodique au sens de Stepanov, car e~ € C,, et f € S?  donc on peut définir sa

PP’

valeur moyenne. On la note
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Proposition 2.3.4 Soit f € S alors [“ensemble des A pour lequel a(X, f) # 0, est au plus

pp7

dénombrable.

Preuve. Soit f € S, alors il existe (Pn)nez+ une suite de polynomes trigonométriques telle

que, lim P, (z) =

n—-uoQo

SpP

f(z), Vo € R, et par suite, lim P, (z)e ™ = f(z) e " Vo € R. De plus,

on a

lim M (P,e”™) S (fe™) =a(N).

n—:uoo

_i’\x) # 0, seulement pour un nombre fini de valeurs de A,

Pour chaque n fixé le nombre M (Pne
et par conséquent,

lim M (P,e”™") #0,

n—aoo

pour au plus un ensemble dénombrable de valeurs de . [l

Théoréme 2.3.5 (Bessel) Soit f une fonction presque périodique au sens de Stepanov, et soit

A, Az, A €ER, et by, by, ...b, € C avec by, = a(\g, f), pour tout k =1,...,n. Alors,

S la(h, NP < M(fP).

Preuve. D’apres la proposition (2.3.3), on a

0 < M (|f_zbk€i)\kr|2> - M ((f_zbkei)\km> <?_nge_i>\kx>>
k=1

— |f| Z bk *lAkl" Z bk z)\kz
_'_Zzbkbh zx)\k )\h)

k=1 h=1
On peut facilement voir que

, 1, sih=k
M(el‘r()‘k*Ah)) —

0, sinon
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Donc,
0 < M(f]?) Zbka Moo ) = Y bk, )+ (bl
k=1 k=1
= M(f*)+ Z bx = a(e, I = Y Lo, I
k=1
= |f| Z |a' )‘lm
Ainsi que le théoréme et preuvé. O

Définition 2.3.6 Soit f une fonction presque périodique au sens de Stepanov. Alors,

Les nombres A1, Mg, ...\, € R, tels que a(\g, f) # 0, sont appelés les exposants de Fourier
de f.

L’ensemble

A={ . eR: al\, f) #0,1 <k <n},

est appelé le spectre de f.
Les nombres Ay, = a(Ag, f) sont appelés les coefficients de Fourier de f.

La série formelle donnée par
o0
IAR T
E Apen®,
n=1

est appelée la série de Fourier associée a f.
Afin de prouver I’égalité de Parseval on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.3.7 Si la série de Fourier d’une fonction f presque périodique de Stepanov est

SP—uniformément convergente vers une somme, alors la fonction f coincide avec cette somme.
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Lemme 2.3.8 Soit f une fonction presque périodique de Stepanov, alors on a

Proposition 2.3.9 (Egalité de Parseval) Soit f une fonction presque périodique au sens de

Stepanov telle que
+o0
f@) ) Agee
n=1
Alors

> AW = M(SP).
n=1
Preuve. Considérons la fonction g(x) = M (f(z + t)?(t))’ d’aprés le lemme (2.3.8) on a,
M(ge™™) = My (M,(f(z +)f(£)e ) = My(M,(f(z + t)f(t)e %))

= Mt(7(t)Mx(f(aj)6_i)‘$ei)‘t)) _ Mt(?(t)AkeMt)

= oA, = A

Alors,

+o0o
g(QJ) ~ Z|Ak‘2€i)\kz-
k=1
En appliquant I’inégalité de Bessel a la fonction f on obtient > |Ax|*> < M(|f|?) ce qui montre
k=1

+o00
que la série Y |Ax|? est convergente. Or

k=1
sup |[Ag[?ee] < A%
zeR
+o00 )
Alors la série S(x) = > | Ax|2e® est normalement convergente d’oit SP—uniformément con-
k=1

vergente, et d’aprés le corollaire (2.1.23) S est presque périodique de Stepanov.

Le lemme (2.3.7), donne g(z) = S(z), Vx € R.
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Pour z =0 on a

“+o0o
9(0) = > A
k=1
De plus
g9(0) = M,(f(t) f(t)) = M(|f).
Ainsi que la proposition est prouvé. O

Proposition 2.3.10 Si la valeur moyenne d’une fonction presque périodique de Stepanov f est

nulle alors f = 0.

Théoréme 2.3.11 (Unicité) Deux fonctions presque périodiques au sens de Stepanov ayant la

méme série de Fourier sont identiques.

Preuve. La preuve découle de la proposition (2.3.10). 0

Proposition 2.3.12 Si la dérivée (respectivement la primitive) d’une fonction presque péri-
odique au sens de Stepanov est presque périodique alors sa série de Fourier est obtenue par

dérivation(respectivement intégration) formelle de la série associée a la fonction.

Preuve. Soit f une fonction presque périodique au sens de Stepanov et supposons que la

L, ., ’ . . L. .
dérivée f et la primitive F' sont aussi presque périodique au sens de Stepanov, alors

al\, f) = Jim f (e ™Mt
— 00 0
= lim lf(lf)e*i’\t\T—l—i)\l Tf(t)e”"\tdt
T—oo \ T 0 T Jo



Si on note A, les coeffcients de Fourier de f* on obtient, A, = i\, Ay, et ainsi
[ i Anete,
n=1

De la méme facon, on a

1 /T :
o\ F) = Jim o / Ft)e ™Mt
e B L / " e
Tooo \ AT O NT
1
- Lo

Si on note By, les coeffcients de Fourier de F' on obtient, B), = ﬁAk. Donc

F~ i %Ane”\”.
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Chapitre 3

Distributions presque périodiques de

Schwartz

3.1 Distributions bornées D’ .

Dans ce paragraphe on introduit les espaces Dy1, D et 'espace des distributions bornées D «.
Quelques notions et résultats nécessaires sont rappelés, voir [3] et [15] pour plus de détails ainsi

que les preuves.
On désigne par D 'espace des fonctions test et par D’ son dual topologique, c’est I'espace des

distributions.

Définition 3.1.1 On note par Di1 [’espace des fonctions ¢ indéfiniment dérivables sur R dont

toutes les dérivées appartiennent a L', i.e.
D = {cp e C®: oW e lVje Z+}.

et Dy~ est l’espace des fonctions ¢ indéfiniment dérivables sur R dont toutes les dérivées sont

41
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bornées, i.e.

Die={peC®: oY e L VjeZ,}.

L’espace Dy, est muni de la topologie définie par la famille dénombrable de normes

[Pl = 2 MVl s m € Zs

js<m

L’espace Dy~ est muni de la topologie définie par la famille dénombrable de normes

[Ploe = D 6| oo » ™ € Zs

js<m

Proposition 3.1.2 Les espaces Dy1 et Dy, sont des espaces de Frechet.
Preuve. Voir [3] et [15]. O

Remarque 3.1.3 Une suite de fonctions ((pj) converge vers 0 dans Dr1, (converge vers 0

JEL+

- 07 (vaZ-i-)

j—00

dans Dy respectivement), si¥m € Z. , ’(,Oj|

©; — 0 respectivement).

m,1 m,00 4

Remarque 3.1.4 L’espace D n’est pas dense dans Dy. La fonction @ définie par ¢ = 1 est

une fonction de D, mais il n’existe aucune suite de fonctions test (v,) telle que @,, — .

n—aoo

neN’

Notation 3.1.5 On note — le signe d’injection continue.

Proposition 3.1.6 (i) D1 et Dy~ sont des sous-algébres différentielles de C*°.
(it) Dpr — L' et Dy — L.
(iii) D < Dy1 <> Dy s C.

(1v) D est dense dans Dy.

Preuve. Voir [3] et [15]. O
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Proposition 3.1.7 Si ¢ € D1 et ) € Dy, alors pp € Dyr et Vm € Z.,AC,, > 0 tel que

Preuve. Voir [3] et [15]. O

Comme conséquence de 'inégalité de Young, on a

Proposition 3.1.8 Soient ¢ € D1 et 1) € Dy, alors p x 1) € Dy, Et Ym € Z.,,3C,, > 0 tel
que

Preuve. Si ¢ € Dy, alors pour tout x € R, on a
yr— 1 (z—y) € Dpe.

Par conséquent, y — o) (y) 4 (x — y) est intégrable sur R et I'inégalité de Holder donne

Zsup

xe]R

© * w (J ‘ — Zsup/ !Sp(j .73 - y)‘ dy S Z ||§0(J)HL1 HwHL“”

Jj<m
ce qui entraine

|90 * ¢|m7oo S |90|m7]_ |,¢J|O7oo .

Corollaire 3.1.9 Soient ¢ € D1 et Y € Dy Alors px1p € Dy et Vm € Z,3C,, > 0 tel que

| * ¢|m1 < Cn |‘:0|m,1 |¢|071 , Vo € Dy et Vi € Dpa

L. Schwartz a introduit ’espace des distributions bornées D'Loo comme espace dual de I'espace

Dy, voir [15].
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Définition 3.1.10 Le dual topologique de Dy, noté D/Loo, est | espace des formes linéaires T

continues sur D1, i.e. T : D — C est une forme linéaire et vérifie

3C > 0,3m e Z, : (T, )| < Cly| Vo € Dpa

m,1

Remarque 3.1.11 Soient (T}); une suite de Diw et T € Dyw, dire lim T; =T dans Dyw si
j—00

et seulement si

lim (T}, ) = (T, ), Ve € Dpa

j—00
Définition 3.1.12 La convolution d’une distribution T et d’une fonction ¢, notée T xp, est la
fonction définie par (T x ) (x) = (T, ¢ (x — y)) .

s . ,1, /
Nous avons la caractérisation des éléments de D .

Théoréme 3.1.13 Les assertions suivantes sont équivalents:
(i) T € Dyw
(1) T+ € L, Yo € D

(m) dke€ Z—HH (fj)jgk C Looa T = Zf](])

J<k

Preuve. Voir [3] et [15]. O

Notation 3.1.14 Soient h € R et T' € D', on désigne par T, T le translaté de T, i.e.
<ThT7 §0> = <T7 T—h90> ,VQD € D;

ot T_pp (x) = ¢ (x + h) est le translaté de ¢ par h.
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Remarque 3.1.15 L’assertion ii) de théoréme (3.1.13) dit qu’une distribution T est bornée sur
R si et seulement si l'ensemble de ses translatés {T,T, h € R} est borné dans D’. Autrement dit;

l’application

7T R — D
hl—>7’hT

est une fonction bornée sur R, i.e. (T,T,¢), Yo € D, est une fonction de h bornée sur tout R.

Proposition 3.1.16 L® — D, — D'

Preuve. Voir [3] et [15]. O

Proposition 3.1.17 Si ¢ € Dy~ etT € D/Loo, alors T € D/Lw. L’application bilinéaire

D)oo X Dpoo — D)o
(T, ) — T

est séparément continue.

Preuve. Elle découle de la proposition (3.1.7). O

Corollaire 3.1.18 Si ¢ € Dy1 et T € Dy, alors ¢T € Dyw. L’application bilinéaire

D)oo X Dyt — Do
(T, ) — T

est séparément continue.

Théoréme 3.1.19 SiT € D/Loo et f € L', alors on définit la convolution de T et f, notée T * f,

par

<T*f7(p>:<T$®fy790(x+y)>av§0€DL1
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L’application bilinéaire

’

Dy x L' — D)o
(T, f)—Tx*f '

est continue.

Preuve. En effet, on a (T  f, ) = (T, ® f,, ¢ (x +y)) . Puisque T' € D}, alors d’aprés la

caractérisation des distributions D}, 3 (f;). j<r © L™ tel que T'= ;k f](j , et par suite
S

(Txf,0) = (Te® fy,0(x+y)) <Zf 90(56+y)>>

1<k

= D (V) (fi*f.¢D), Vo € Dy

Jj<k

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

(£ £ @ < il e I [0

et par suite 3C' > 0,Vy € D1, on a

(T = f,0)] < C|90‘k,1

ce qui démontre que T x f € DILOO. Montrons que ’application

A, Do x L' — D}
(T, f)—Txf
est continue. Solent (7}), ., C D) et (f1)jeez, C L' tels que Tj — T dans D} et f; — f
j—>OO J—?OO

dans L, on a
(T % fi.0) = (1)), £ (@ =) ) . Vip € Dy,

Or

(@), fi@=9))0) = (T, (i @ =9),9)) — (T, (f (@ =1),0) = (Tx f,),

J—00

ce qui démontre que 7} * f; converge vers T * f, d’ou A, est continue. O



47

3.2 Distributions presque périodiques B;,p

L’idée de la presque périodicité des distributions est donnée pour la premiére fois par L. Schwartz,
voir [15]. Elle est basée sur la définition topologique de la presque périodicité donnée par S.

Bochner.

Définition 3.2.1 On dit qu’une distribution T est presque périodique si
(i) T € Dyw.
(13) U’ensemble {1, T ,h € R} des translatés de T est relativement compact dans D .

On note par B;)p l’espace des distributions presque périodiques.

Remarque 3.2.2 La condition (ii) de la définition signifie : pour toute suite (h,), C R, on

peut extraire une sous suite (hy, ), telle que (Thnk T)k converge dans Dy e, quand k — oc.

Théoréme 3.2.3 Soit T € D', alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) T € B,
(i) Txp € Cpp,V p €D

(”Z) dkeZy,d (fj)jgk - Cppa T= Zf;j)

i<k
Remarque 3.2.4 La condition (ii) signifie que la fonction
g: R— D
Y — TyT

est une fonction presque périodique de Bohr.

Preuve. Voir [15]. O
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Proposition 3.2.5 A toute fonction presque périodique au sens de Bohr on associe une unique

distribution presque périodique Ty définie par

Ty, ) = / f(@)p (x)dz, ¥oeD

Preuve. Puisque f est continue, alors il est clair qu'il existe une unique distribution 7y € D’

correspondant a f. Montrons que Ty € B

> en effet, soit (h,), une suite de nombres réels, on a

9y +hn) =Ty, Tr ) = /f (x—y—hn)p(z)dz, Vo €D,

puisque f est presque périodique alors on peut extraire une sous suite (hy, ), , telle que f (. — hy,)

converge uniformément.Donc

Ve >0,3IN € Z,,Vk, k' > N,sup |f (z + hy,) — f (2 + hny,)

zeR

< €.
D’ou
Ve > 0,3IN € Z Yk, K > N, |g(y + hn,) — g (Y + b, )| < g/ o ()| da,

et la fonction
g:R—D
y — 1,17

est presque périodique et donc Ty € B;p. O

Remarque 3.2.6 SiT € B,

pp’

alorsVi € Z., TY € B,

pp’

ceci découle de (ii) (Théoréme 3.2.3).
Proposition 3.2.7 Si T € B;p et ¢ € Cpy , alors, T € B;,p.

alors, il existe (fj)j<k C Cpp, tel que T' = Zf](j), d’autre part, on
B J<k

Preuve. Puisque T € B}',p,

oT =30 =33 (—1)'Ci (o £,)" ",

j<k j<k i<j
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ce qui entraine que 71" est écrite comme somme fini de dérivées succesives de fonctions presque

périodiques usuelles, d’ou T € B;p. [l
Proposition 3.2.8 Si T ¢ B;p et f €L, alors Tx* f € B;,p.

alors 3 k € Z,,3 (fj)j<k C Cpp, tel que T' = Zf;j), et par suite
B J<k

Preuve. Puisque T € B;p,

J<k

Txf= (Zf;j)> = (f;* f)(j). Le résultat découle du fait que
J<k
SifeCy,etge L' = fxg€Cp.
En effet, soit (h,,), une suite de nombres réels, on a

(f*g)(fv+hn)z/f(x+hn—y)g(y)dy,

d’une fagon analogue de la preuve du proposition (3.2.5) on déduit que (f * g) (. + hy,, ) converge

uniformément, ce qui signifie que f x g € C,,. D'ou T * f € B;)p. O

Remarque 3.2.9 La proposition reste vraie si f € Dy1.
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3.3 Analyse harmonique dans B;p

On sait que a toute fonction f presque périodique de Bohr (ou de Stepanov) on peut associer un

nombre complexe appelé valeur moyenne de f, noté et défini par

X—+4o00

M (f)= lim %/f(a:)dx

“+oo
Définition 3.3.1 Soit ¢ € D et [ p(z)dr # 0, et soit T € B, , alors la p—moyenne de T,

pp’

noté M? (T, est définie par

M# (T) = M (T * )

:Tlp (x) dz

Proposition 3.3.2 Si T € B,

pp

alors M¢ (T) ne dépend pas du choix de ¢ , et on le note

M (T).

+oo +oo
Preuve. Soient ¢, € D telles que [ ¢ (z)dr = [ ¢ (x)dx = 1, on définit la fonction f

par )
f@) = [ (-0
Puisque | (¢ (2) — o () dz = 0, alors € D. La fonction T+ (i — 1) est presque périodique,
donc h
M (T (p =) =M (T f)=M((Tx*[))=0,
d’oll MW(T):MIZ’(T). O

alors d’aprés la proposition (3.2.7), e T € B;p,

Soit A € R, et soit T € B!

op et par suite

M (e=™*T) existe, posons

ay (T) =M (e”™T)
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Proposition 3.3.3 Si T € B,

pp ’

alors ay (T™) = (i\)" ax (T),Vk € Z,, Y\ € R.

+oo
Preuve. Soit ¢ € D telle que [ ¢ (z)dz # 0, alors

ax (T®) = M (e=NeT®) = M ((e7*T™®) % o) M (e (T®) 5 o))

z o (z) da Z o (2) dz
(e (e o)) M (1St o))
! +foo ¢ (z)dz ) z o () dx
M (e (T* (%) + (00) €D 1t (1) €M) ) )
_ Towar
B M (e*WT * (ei/\igo(k) + 7O+O (iA)"! eimgp')) N M (em+(r_p « (i /\)kei)\zsp)).
_{o ¢ () dx [ ¢ (z)dx

Puisque les fonctions g (h) = e T x (ePwph=)) = (e7™T, 7,0*=)) s =0, ...,k — 1, sont
des fonctions presque périodiques en h , alors elles sont bornées, et on a ¢’ (h) = <e_i’\xT, ThplE—stD) >,

alors

M (g (h)) = lim X/ z)dr =0,Vs,0 <s <k,

X—+o0
N M (671)\90 (T * ez)\z(p))

J:foogo (x) dx

Dot ay (T™) = (i\)"ay (T),Vk € Z,, Y\ € R. O

et par suite, M (e7A*T®)) = (i)) = (N M (e=%T) .

Proposition 3.3.4 Soit T € B,

p » alors Uensemble des A tels que ay (T') # 0 est au plus dénom-

brable.

3k € Zy,3 (fj)j<, C Cpp, tels que T' = ij(j), alors on a

Jj<k

ax(T) = ay (Zf}”) = ZkaA (f](j)> , et d’aprés la proposition (3.3.3) on obtient a) (f;j)>
Jj<

Preuve. Puisque T € Bpp,

J<k
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=(iM) ax (f;), et par suite ay (T) = 3 (iA) ax (f;). Puisque ay (f;) # 0 seulement pour un
i<k
ensemble dénombrable de A, alors ay (T") # 0 seulement pour un ensemble dénombrable de A

aussi. [l

Définition 3.3.5 Soit T € B

p » 0N note par A le spectre de T, i.e.

A={XeR: a)(T)#£0},
et par ay le coefficient de Fourier de T définie par
ay=ay(T) =M (e7™T), X €A

La série de Fourier associée a T est définie par

oo
LIAjT N

E aje"™*, ol aj = ay,

Jj=1

Théoréme 3.3.6 (Unicité) Deux distributions presque périodiques ayant la méme série de Fourier

sont identiques.
+oo
Preuve. i) Si [ ¢(z)dz#0,onaVAeR

M ((e7T) x ) =0 = (T * ) () :szzg (T, p) =0.

T

+oo
ii) Si [ ¢ (x)dz =0, alors la fonction ¢ définie par ¢ (z) = [ ¢ (z)dz est une fonction test

et VA€ R, on a
M ((e_i’\zT) x @) =M ((e‘iAxT) «) =M <((e_M””T) * 1/})’) =0.

De plus

M ((e7T) x @) = M (e7* (T * €™p)) .



93

Alors (T*e“‘%p) () = 0,Vx € R, VA € R, ce qui entraine, en prenant A = 0 et x = 0, que

(T, p) = 0.

Et par conséquent (T, ) =0,Vp € D. D’'ou T = 0. U

Théoréme 3.3.7 Si (Tn)n21 C B, est une suite de distributions presque périodiques convergente
vers une distribution T presque périodique dans D', alors
VAER, M (e7™T,) — M (e”™T) dans C.
+00
Preuve. Soient (g,),5; C Cyp , €t g € Cy, et soit p € D et [ ¢ (z)dx # 0, posons

gn (W) = (T @) (h) et g(h) = (T xp)(h),h € R

Puisque 7;, — 7' dans D;, alors, g, — ¢g dans L*®. On a

—iAT _ —iAT
M (e=T,) — M (e=T)| = M (e +i7:) M (e=™vg)
[ ¢ (z)dx
+o00 -1
< | [e@ds] suplign ()~ ).
J heR
ce qui montre que M (e7**T,) — M (e~**T') dans C. O

n—>-mmeo
Théoréme 3.3.8 Soit T' € D, alors T est presque périodique si et seulement si il existe une

suite de polynomes trigonométriques (P,) telle que

nely

P, — T dans D}

n—aoo

Preuve. =) Soit T € B,,, alors 3k € Z, 3 (fj)j<k CCpp, T = ij(j), comme f; est presque
N i<k

périodique alors il existe une suite de polynomes trigonométriques (@, ;) telle que

neZly

Q"J — fj dans Cb.

n—:o0
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D’autre part, P, = ZQS ; est une suite de polynémes trigonométriques, on a alors
i<k

r-ryee = (8- T8 e

i<k <k

= Z ((fj — Qny) * go(j)) — 0 dans L™, Vy € D.

J<k

Dou P, — T dans D).

n—--auoo

<) Soit T' € D}~ et supposons qu’il existe une suite de polynoémes trigonométriques
(Pn)pez, telle que

P, — T dans D}

n—a;o
Afin de montrer que T est presque périodique il suffit de montrer que 7" * ¢ € C,),Vp € D.
En effet, il est claire que P, * ¢ est aussi est un polyndéme trigonométrique pour tout n € Z, et

que ensemble {7,p, h € R} est bornée dans Dy1. Alors

(P @) (h) = (Pasmig) — (Tomf) = (Tx0) (k).

n—=aoQ0

Ce qui montre qu'il existe une suite (P, * ) de polynomes trigonométriques qui converge

neEZy

vers T * o dans L. Alors T * ¢ € Cp, et d’aprés le théoréme (3.2.3) on déduit que 7' € B,,,. [
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d / /
3.4 Lien entre Bpp et Dsgp

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que 1’espace B;p des distributions presque périodiques
de Schwarts est identique avec 1’espace Dlsgp des distributions presque périodiques introduit par
Basit et Gunzler. En effet, en adoptant les mémes notations de Basit et Gunzler, voir [4], nous
avons les notions et les propriétés suivantes.

Soient h € R* et ¢ € L} . On pose

loc*

1 h
Mhﬁp(t) = E/ gﬁ(t + S)dS,t € R.
0

Définition 3.4.1 Soit A C L} . On définit l’espace M.A par

loc*
MA={pe€ L, MypeAYh>0}.
et pour tout k € N,
MFA = M(M"'A), ..., M'A=MA,
M°A = A
Proposition 3.4.2 On a
(i) Vk € N, M*1A c M*A.

Preuve. Voir [4]. O

Soient T € D' et p € D, pour tout h € R% on définit 'opérateur MhT par
My T(p) = T(M_ygp).

Remarque 3.4.3 Il est claire que l’opérateur Mh est linéaire et continu. Il définit donc une
distribution, i.e.

siTeD, M,T€D.



Définition 3.4.4 Soit AC D', T €D ety e D, lespace MA est défini par
MA={TeD MTeAvn>0},
et pour tout k € N,
MFA = MM 'A), ... M'A=MA, MA=A

Proposition 3.4.5 On a
(i) AC MA
(i) Vk € N, M¥1A C M*A.

(iit) L’opérateur My, coincide avec M, dans L},..

Preuve. Voir [4].

Définition 3.4.6 Soit A C D'(R,C). L’espace D:4 est défini par

D, = {TeD’(R,C) Txpe A vgoeD(R,C)}

Remarque 3.4.7 Pour A= C,y,, (resp. A= Sb ) on obtient D,cpp =B, (resp. D:qu).

On a les propriétés suivantes

MACMA

D, = UM A

et le résultat suivant.

o6

(3.2)
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Proposition 3.4.8 Soit [’ensemble

Ao:{zwj*goj, m €N %EA,%ED}.

j=1

S’il existe une partie U tel que Ay C U C D;l, alors

’

D, =Dy.

Preuve. Voir [4]. O

En appliquant la proposition précédente on a le résultat suivant.
Proposition 3.4.9 L’espace D:s*,‘?p coincide avec lespace By, des distribution presque périodique.
Preuve. Puisque C,, C MC,, C M Cop C ... C M "Cpp €t. Cpp C :QZM "Cpp = D’Cpp. Alors
Cop C D, =By,

Comme Cp, * D C Cpp C 5B, ensemble

(Cop)y = {Z% x@;, MEN 1, €Cpy, ¢, € D},

J=1

vérifie

(Cpp)y C Cop C S5
D’autre part, d’aprés le Lemme 5.4 de ([4]), f € S, = f =u+ v, u, v € Cpy. Alors fx @ =
uxpF+uvky € Cpp C D’cpp, ce qui entraine Sh, C Déw. Ainsi que

(Cpp>o - Sﬁp - D/Cpp

/
P
SPP

De la proposition (3.4.8), on déduit que D, = D’cpp. O

Remarque 3.4.10 En vertu de la proposition (3.4.9) , toutes les propriétés de [’espace B,,, restent

valables pour Dgp .
pp
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Le but de ce travail a été de faire une étude générale d’une nouvelle classe de fonctions presque
périodiques de Stepanov ainsi que l'espace des distributions de Schwarts presque périodiques.
Donc, nous espérons que ce travail, soit un document utile et un point de départ pour d’autres
projets de recherche.

Tout ou long de ce travail, on a vu 'importance de cette notion comme propriété structurelle et
caractéristique d’un sous-espace de I’espace L . des classes de fonctions localement p—intégrables
au sens de Lebesgue.

Bien que I'espace SI, de fonctions presque périodiques de Stepanov ait été introduit il y
a longtemps, certaines de leurs propriétés qui jouent un roéle important dans la discussion des
solutions des équations différentielles n’ont été établies que récemment.

En perspectives, j'espére de poursuivre I’étude sur ce sujet et pouvoir développer certaines
des idées, en avenir proche. A titre d’exemple, 'existence de solutions presque périodiques de

Stepanov du systeme d’équations différentielles linéaires dans les espaces Sh, et B, .
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