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Résumé

Dans le présent travail, nous avons exposé les différentes définitions et propriétés de la

dérivée d’ordre fractionnaire, les définitions et les conditions d’existence et de stabilité de

solution des équations différentielles stochastiques. Comme application, nous avons donné

une étude sur l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique d’une équation différentielle

stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini dans un espace de Hilbert, En

utilisant la théorie des semi-gropues et le théorème de point fixe de Banach. En fait, dans

ce travail nous avons développé le travail de Sakthivel et al. (2012).

Nous avons aussi donné les définitions élémentaires et notions de base relatives au

calcul fractionnaire, les définitions de la dérivée d’ordre fractionnaire les plus utilisées

comme la définition de Grunwald-letnikov, Riemann-Liouville, ainsi que la dérivée au sens

de Caputo, quelques notions de probabilités et de processus stochastique. On introduit les

termes et concepts essentiels pour la définition du mouvement Brownien et la famille des

processus d’Itô qui elles ont permeté d’établir plusieurs formules pratiques qui forment la

base du calcul différentiel et intégral stochastique.

Mots clés : Mouvement brownien, équation différentielle stochastique d’ordre frac-

tionnaire, théorème de point fixe de Banach, semi groupe, processus stochastique, proces-

sus d’Itô, solution milde, stabilité
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Abstract

In the present work we have described the different definitions and properties of the

fractional derivative, the definition and the conditions of the existence and stability of

the stochastic fractional differential equations. As an application, we have given a study

on the existence, unicity and asymptotic stability of a nonlinear stochastic fractional

differential equation with infinite delay in a Hilbert space, using the semigroup theory

and the Banach fixed-point theorem. In fact, in this work we have developed the work of

Sakthivel et al. (2012). We also gave the basic definitions and notions of the fractional

calculation, the most widely used fractional derivative definitions such as the Grunwald-

letnikov, Riemann-Liouville definition, and the derivative in the sense of Caputo. We give

some notions of probabilities and stochastic processes. We have introduced the terms

and concepts essential for the definition of the Brownian motion and the family of Ito

processes which have allowed to establish several practical formulas which form the basis

of differential calculus and stochastic integral.

Keywords : Brownian motion, fractional order stochastic differential equation, Ba-

nach fixed point theorem, semigroup, stochastic processes, Ito processes, mild solutions,

stability.
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Notations

Γ(z) la fonction Gamma.

β(z,w) la fonction Béta.

Eα la fonction Mittage-Leffler un seule paramètre.

Eα,β la fonction Mittage-Leffler deux paramètre.

L la transformée de laplace.

L−1 l’inversion de transformation de laplace.

S semi-groupe.

A le générateur infinitisimal du semi-groupe S(t).

GDα
a la dérivée fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov.

Iαa+f intégrale fractionnaire(à gauche) de Riemmann-Liouville de f d’ordre α.

Iαa−f intégrale fractionnaire(à droite) de Riemmann-Liouville de f d’ordre α.

Dα
a la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

cDα
a la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α.

v.a variable aleatoire.

fX densité de probabilité.

FX La filtration naturelle.

N ensemble des entiers naturel.

p.s presque sûrement.

N∗ ensemble des entiers naturels non nuls.

R ensemble des réels.

R+ ensemble des réels positifs [0,+∞[.
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C ensemble des nombres complexes.

Ω espace fondamental d’une expérience aléatoire.

F tribu.

B(Rn) la tribu borélienne de Rn.

P mesure de probabilité.

(Ω,F ,P) espace de probabilité.

X variable aléatoire .

FX fonction de répartition de la variable X.

E(X) espérance mathématique de la variable X.

σ(X) tribu engendre par la variable X.

I l’opérateur identité.

M.B mouvement brownien.

C([−τ,Rn]) espace des variables aliatoires continu sur [−τ,Rn].

L2
Ft0

([−T, 0];Rn) espace des variables aliatoires X, Ft0-mesurables, appartient

à C([−τ,Rn]) et E(|X|2) <∞.
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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire est un sujet aussi vieux que le calcul classique tel que

nous le connaissons aujoud’hui. Ses origines remontent à la fin du 17eme siècle, l’époque

où Newton, Gauss et Leibniz ont développé les fondements de ce type de calcul (voir

[22, 34]). En particulier, Leibniz a présenté le symbole dnf
dtn

pour neme dérivée d’ordre

entier d’une fonction f . Mais ce n’est que lors des trois dernières décennies que le calcul

fractionnaire a connu un plus large intérêt, (voir [50]). L’histoire de la dérivée d’ordre

non entier a commencé á la fin de l’année 1695 quand L’Hospital a soulevé une question

á Leibniz en s’interrogeant sur la signification de dnf
dtn

lorsque (n = 1
2
). Leibniz, dans

sa réponse, voulut engager une réflexion sur une possible théorie de la dérivation non

entière, et a écrit á L’Hospital : ". . . cela conduirait á un paradoxe á partir duquel, un

jour, on aura tirer des conséquences utiles". Il a fallu attendre les années 1990 pour voir

apparaître les premières "conséquences utiles". la première tentative sérieuse de donner

une définition logique pour la dérivée fractionnaire est dû á Liouville. Indépendamment,

Riemann a proposé une approche qui s’est avérée essentiellement celle de Liouville, et c’est

depuis qu’elle porte le nom "Approche de Riemann-Liouville". Plus tard, d’autres théories

on fait leurs apparition comme celle de Grunwald-Leitnikov, de Weyl et de Caputo [43,

60]. Actuellement dans la littérature mathématique, les études sur l’existence et l’unicité

des solutions d’équations différentielles d’ordre fractionnaires sont très abondantes, entre

autres les travaux citer ci-dessous. H. Ye, Y. Ding et T. Gao ont établis dans [66] des

conditions suffisantes pour l’existence d’une solution positive de l’équation différentielle

4
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fractionnaire á retard suivante Dα[x(t)− x(0)] = x(t)f(t, xt); 0 ≤ t ≤ T

x(t) = φ(t) t ∈ [−τ, 0]

L. Lin, X. Liu et H. Fang ont montrés dans [45] l’existence et l’unicité des solutions pour le

problème á valeurs aux limites de l’équation différentielle fractionnaire au sens de Caputo

suivante  cDαu(t)−Mu(t) = f(t, u(t)); 0 ≤ t ≤ T, 0 < α < 1

u(0) = ru(t)

Le calcul fractionnaire a un champ d’applications très vaste, (voir [17, 26]), par exemples :

viscoélasticité, théorie du contrôle, équation de diffusion, électricité, électromagnétique,

biologie.

Les théories de l’intégrale stochastique et des équations différentielles stochastiques ont

été, initialement, développées par Kiyosi Itô vers 1940 (un des premiers articles impor-

tants a été publié en 1942). Le calcul différentiel donne un cadre à la notion d’équation

différentielle ordinaire, qui sert de modèle caractérisant les phénomènes variables dans

le temps. La présence des perturbations aléatoires dans ces équations a été générée par

l’introduction d’un mouvement brownien non différentiable.

Les équations différentielles stochastiques ont été largement appliquées en sciences, en

géométrie, en biologie et en presque toutes les sciences appliquées. Dans la littérature ac-

tuelle, il existe de nombreux articles sur l’existence et l’unicité des solutions des équations

différentielles stochastiques (voir [6, 25, 15, 14]). Plus récemment, Chang et al. [13] ont

étudiés l’existence des solutions milde automorphes du presque moyennes carrées pour

équation différentielle stochastique non autonome en Hilbert on utilisant la théorie du

semi-groupe et l’approche de point fixe, El-Borai et al. [19] ont étudiés l’existence unique,

et la continuité de la solution d’une équation intégrale fractionnaire stochastique, l’exis-

tence et l’unicité des solutions des équations différentielles stochastiques abstraites d’ordre

fractionnaire avec retard pilotée par des mouvements browniens ont été étudiés dans [20].

K. Mourad aétudié l’existence, l’unicité de solution milde d’une équation différentielle

stochastique d’ordre fractionnaire dans l’ espace de Hilbert{
cDαx(t)[Ex(t)− h(t, x(t))] = Ax(t) + σ(t, x(t))dW (t)

dt
, t ∈ R

}
5 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017
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En particulier la stabilité des équations différentielles stochastiques à été étudiée par

plusieurs auteurs [16, 21, 12, 61, 58, 57, 56, 69], Ahmed [4] a dérivant un ensemble des

conditions suffisantes pour contrôle d’ équation différentiel d’ordre fractionnaire stochas-

tique avec retard, Il est utilisé la théorème de point fixe de Banach et la théorème du

semi-groupe. En outre, la théorie des équations différentielles stochastiques neutres est à

la fois théorique et des intérêts pratiques. Pour une grande classe de réseaux électrique

que contenant des lignes de transmission sans perte, la description des équations peuvent

être réduite à des équations différentielles neutres.

Sakthivel et al. [59] ont étudiés l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique d’une

équation différentielle stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini dans

un espace de Hilbert, en utilisant la théorie des semi-gropues, le théorème de point fixe de

Banach, des conditions suffisantes sont déterminées pour établir les résultats d’existence.

Dans le présent travail, nous avons exposé les différentes définitions et propriétés de

la dérivée d’ordre fractionnaire, les définitions et les conditions d’existence et de stabilité

de solution des équations différentielles stochastiques. Comme application, nous avons

donnés une étude sur l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique d’une équation

différentielle stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini dans un espace

de Hilbert. En fait, dans ce travail nous avons développer le travail de Sakthivel et al.

[59].

Ce travail est réparti en cinq chapitres, organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base rela-

tives au calcul fractionnaire, nous citons par exemple la fonction Gamma, la fonction Bêta,

la fonction Mittag - Leffler et la transformée de Laplace, et d’autre notions et théorèmes

dont on aura besoin dans la suite de notre travail comme la notation sur les semi-groupes

et les théorèmes de point fixe.

Le deuxième chapitre est dédié aux définitions de la dérivée d’ordre fractionnaire les

plus utilisées telles que la définition de Grunwald-Letnikov, Riemann-Liouville, ainsi que

la dérivée au sens de Caputo.

Dans le troisième chapitre, on donne quelques notions de probabilités et de proces-

sus stochastiques comme le processus de guassien. Il introduit les termes et concepts

essentiels pour la définition du mouvement Brownien et processus d’Itô et les intégrales

6 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017
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stochastiques.

Dans le quatrème chapitre, on donnera une théorème d’existence et d’unicité pour la

solution d’une équation différentielle stochastique, d’une équation différentielle stochas-

tique neutre et la définition d’une équation différentielle stochastique avec retard et les

différentes notions de stabilités des équation différentielle stochastique.

Enfin, Dans le cinquième chapitre nous étudions l’existence, l’unicité et la stabélité

asymptotique au pemmoment d’une équation différentielle stochastique d’ordre fraction-

naire neutre avec retard infini non linéaire.

7 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017



Chapitre 1
Outils de base

1.1 Fonctions spécifiques

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma, Béta et fonction Mittag -

Leffler. Ces trois fonctions jouent un rôle trés important dans la théorie du calcul frac-

tionnaire et ces application.

1.1.1 Fonction Gamma

L’un des outils de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui prolonge

naturellement la factorielle aux nombres réels positifs (et même aux nombres complexes

à partie réelle positive).

Définition 1.1. [35]

Pour z ∈ C, telle que Re(z) > 0 la fonction Gamma Γ(z) est définie par l’intégrale :

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

Proposition 1.1.

Pour tout Re(z) > 0 on a

Γ(z + 1) = zΓ(z)

8



1. OUTILS DE BASE

Preuve

Γ(z + 1) =

∫ ∞
0

tze−tdt

= [−tze−t]∞0 + z

∫ ∞
0

tz−1e−tdt

= zΓ(z)

Proposition 1.2. [53]

Pour tout Re(z) > 0 on a

Γ(z) = lim
n→+∞

n!nz

z(z + 1) . . . (z + n)

Proposition 1.3.

Pour tout n ∈ N on a

Γ(n+ 1) = n!

Preuve D’après la proposition 1.1 on a par récurence

Γ(n+ 1) = n · Γ(n)

= n · (n− 1) · Γ(n− 1)

= n · (n− 1) . . . 2Γ(1)

= n!

Proposition 1.4. [2]

Pour z = 1
2
on a

Γ(
1

2
) =
√
π

Proposition 1.5. [67]

Pour z = n+ 1
2
on a,

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π

Proposition 1.6. [67]

Par le principe de prolongement analytique on peut prolonge la fonction sur C/Z− Soit

z > 0, z /∈ N on a

(−1)j
(
z

j

)
=

Γ(−z + j)

Γ(j + 1)Γ(−z)

9 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017



1. OUTILS DE BASE

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. [41]

Pour tout z ∈ C, Re(z) > 0, w ∈ C et Re(w) > 0, la fonction Béta β(z, w) est définie

par :

β(z, w) =

∫ 1

0

τ z−1(1− τ)w−1dτ (1.1)

Proposition 1.7.

La fonction Béta est liée à La fonction Gamma par la relation suivante

β(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

Preuve

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

tz−1
1 e−t1tw−1

2 e−t2dt1dt2

=

∫ ∞
0

tz−1
1 (

∫ ∞
0

e−(t1+t2)tw−1
2 dt2)dt1

En effectuant le changement de variable t′2 = t1 + t2, on trouve

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞
0

tz−1
1

∫ ∞
t1

(t
′

2 − t1)w−1e−t
′
2dt

′

2dt1

=

∫ ∞
t1

e−t
′
2

∫ ∞
0

(t
′

2 − t1)w−1tz−1
1 dt1dt

′

2

Si on pose t′1 = t1
t
′
2

, on obtient

Γ(z)Γ(w) =

∫ ∞
0

e−t
′
2dt

′

2

∫ 1

0

(t
′

2 − t
′

1t
′

2)w−1(t
′

1t
′

2)z−1t
′

2dt
′

1

=

∫ ∞
0

e−t
′
2dt

′

2

∫ 1

0

(t
′

2(1− t′1))w−1(t
′

1t
′

2)z−1t
′

2dt
′

1

=

∫ ∞
0

e−t
′
2dt

′

2

(
(t
′

2)w−1(t
′

2)z−1t
′

2

∫ 1

0

(1− t′1)w−1(t
′

1)z−1dt
′

1

)
=

∫ ∞
0

e−t
′
2dt

′

2((t
′

2)z+w−1β(z, w))

=

∫ ∞
0

e−t
′
2(t
′

2)z+w−1dt
′

2β(z, w)

= Γ(z + w)β(z, w)

Ce qui donne le résultat désiré. �
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1. OUTILS DE BASE

1.1.3 Fonction Mittag - Leffler

La fonction exponentielle ez joue un rôle très important dans la théorie des équa-

tions différentielles d’ordre entier. La généralisation de la fonction exponentielle à un seul

paramètre a été introduite par G.M. Mittag-Leffler [27, 28] et désignée par la fonction

suivante :

Définition 1.3. [23, 24]

Pour z ∈ C et α est un nombre réelle stréctement positive, on définie la fonction Mittag

- Leffler Eα(z) par le dévleppement en série suivant :

Eα(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)

Pour tout α > 0 et β > 0, la fonction Mittag-Leffler généralisée Eα,β(z) peut être

définie par deux paramétre α et β comme suit :

Eα,β(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
α > 0, β > 0

Exemple 1.1. [51]

1.

E1,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
k=0

zk

k!
= ez

E1,2(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

+∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

+∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
=

1

z
(ez − 1)

E1,3(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3)
=

1

z2

+∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)!
=

1

z2
(ez − z − 1)

On générale

E1,m(z) =
1

zm−1

{
ez −

m−2∑
k=0

zk

k!

}
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2.

E2,1(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=

+∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z)

E2,2(z2) =
+∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

+∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=
sinh(z)

z

Remarque 1.1. [53]

Pour tout α > 0 et k ∈ N on a :

Eα,1(z) =
+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
= Eα(z)

1.2 Transformée de Laplace

Définition 1.4. [1]

Soit la fonction f est d’ordre exponentiel (c’est à dire qu’il existe deux constantes positives

M et T telles que |f(t)| ≤Meαt pour t > T ) alors la fonction F de la variable complexe

s définie par :

F (s) = L {f(t)} (s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt

est appelée la transformée de Laplace de la fonction f .

Définition 1.5. [67]

L’inversion de transformation de Laplace s’effectue par le moyen d’une intégrale dans le

plan complexe, pout t positive,

f(t) = L−1 {F (s)} =
1

2πi

∫ γ+∞

γ−∞
estF (s)ds

Où γ est choisi pour que l’intégrale soit convergente, ce qui implique que γ soit supérieur

à la partie réelle de singularité de F (s).

Proposition 1.8. [67]

Soit f, g deux fonctions sont d’ordre exponentiel. La transformée de Laplace est vérifiée

les propritées suivants :
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- Linéairité : pour tout α, β ∈ C on a :

L {αf + βg} = αL {f}+ βL {g}

- Dérivation : La transformée de Laplace d’une dérivée d’ordre entier est :

L
{
f (n)(t)

}
= snL {f(t)} −

n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0)

= snL {f(t)} −
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0)

- Intégration :

L

{∫ t

a

f(u)du

}
=

1

s
L {f}

+
1

s

∫ 0

a

f(u)du

- Convolution :

L {f ∗ g} = L {f} × L {g}

- La transformation de Laplace de la fonction tα−1 est :

L
{
tα−1

}
(s) = Γ(s)s−α

1.3 Quelques théorèmes de point fixe

Nous allons donner quelques théorèmes de point fixe utilisés pour démontrer l’existence

des solutions d’équations différentielles.

Théorème 1.9. (Banach)[10]

Soient E un espace métrique complet et Ψ : E → E un opérateur contractant, alors Ψ

admet un point fixe unique. i.e :

∃!u ∈ E tel que Ψu = u

Théorème 1.10. (Schauder)[68]

Soient (E, d) un espace métrique complet, U une partie convexe et fermé de E et Ψ : U →
U une application telle que l’ensemble {Ψu : u ∈ U} est relativement compacte dans E.

Alors Ψ possède au moins un point fixe.
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Théorème 1.11. (Schaefer)[29, 30]

Soient E un espace de Banach et Ψ : E → E un opérateur complètement continue, si

l’ensemble

ε = {u ∈ E : Ψu = λu, pour un certainλ ∈]0, 1[}

est borné, alors Ψ possède au moins un point fixe.

Théorème 1.12. (Ascoli-Arzelà)[10] Soit K un espace métrique compact et soit k un

sous ensemble borné de C(K).

On suppose que k est uniformément équicontinue i.e. pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel

que

|x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| ≤ ε pour tous f ∈ k

Alors k est relativement compacte dans C(K)

Théorème 1.13. (Krasnoselskii-Burton)[36]

Soit M sous-ensemble non vide d’un espace de Banach E, borné, fermé et convexe .On

Suppose deux applictions que A : M →M et B : M →M telle que :

(i) Ax+By ∈M pour tout x, y ∈M .

(ii) A est continue et AM est contenu dans un sous-ensemble compact de M .

(iii) B est une contraction.

Alors, il existe z ∈M telle que z = Az +Bz

Dans ce mémoire nous allons utilisé le théorèmes de point fixe de Banach.

1.4 Rappels de semi-groupe

Définition 1.6. [55]

Soit E un espace de Banach, une famille {S(t)}t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur E est

appelé semi-groupe fortement continu si elle satisfait :

i) S(0) = I.

ii) S(t+ s) = S(t)S(s) ∀ t, s ≥ 0.
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iii)

lim
t→0+
S(t)x = x ∀x ∈ E

Définition 1.7. [55]

Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit uniformément continu si :

lim
t→0+

‖ S(t)− I ‖L(E)= 0

Définition 1.8. [47]

On appelle le générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe {S(t)}t≥0, un opérateur A
défini sur l’ensemble.

D(A) =

{
x ∈ E, lim

t→0

S(t)x− x
t

existe
}

par :

Ax = lim
t→0

S(t)x− x
t

∀x ∈ D(A)

Définition 1.9. [46]

Nous designerons par ∆ l’ensemble : {t ∈ C/Re t > 0 et Φ1 < arg t < Φ2, Φ1 < 0 < Φ2},
on appelle semi-groupe fortement continus analytique une famille {S(t)}t∈4 tel que {S(t)}t∈∆

verifiant les proprietes suivantes :

1) S(0) = I.

2) S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) t1, t2 ∈ ∆.

3) limt→0 S(t)x− x = 0 , x ∈ E t ∈ ∆

4) L’application : ∆ 3 t→ S(t) ∈ B(E), est analytique dans le secteur ∆.
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Chapitre 2
Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche de l’analyse dont l’étude se rapporte aux opé-

rateurs d’intégration et de dérivation d’ordre non entier. Il existe plusieurs définitions

de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas toutes équivalentes. Nous

présentons dans ce chapitre, les définitions de Riemann-Liouville, Liouville, Caputo ainsi

que Grunwald-letnikov qui sont les plus utilisées.

2.1 Dérivation fractionnaire au sens de Grunwald-Letnikov

Cette définition se base sur l’obtention de dérivées par différences finies. Nous repre-

nons ici la présentation de [18].

Soit f : R→ Rn. Pour h > 0, notons τh l’opérateur de translation à gauche :

τhf(t) = f(t− h)

On a ainsi

f
′
(t) = lim

h→0

1

h
(f(t)− f(t− h)) = lim

h→0

1

h
(id− τh)f(t)

En notant τ 2
h = τh ◦ τh, on a : τ 2

hf(t) = f(t− 2h).
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Concernant la dérivée seconde

f
′′
(t) = lim

h→0
(
1

h
(id− τh))2f(t)

= lim
h→0

1

h2
(id− 2τh − τ 2

h)f(t)

= lim
h→0

1

h2
(f(t)− 2f(t− h) + f(t− 2h))

Plus généralement, la dérivée nime de f est donnée par

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn
(id− τh)nf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(
n

k

)
idn−k(−τh)kf(t)

= lim
h→0

1

hn

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh)

(2.1)

où (
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

Il est possible d’étendre à k > n, en posant
(
n
k

)
= 0. La formule (2.1) devient alors

f (n)(t) = lim
h→0

1

hn

∞∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh)

La généralisation de cette formule grâce à la fonction Gamma, pour α non entier (avec

0 ≤ n − 1 < α < n) en posant pour α ∈ R+/N et k ∈ N, Notons que
(
α
k

)
= 0 même si

k > α

GDα
a f(t) = lim

h→0

1

hα

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh)

D’après la proposition 1.6, on a

(−1)k
(
α

k

)
=

Γ(k − α)

Γ(k + 1)Γ(−α)

Nous donne :
GDα

a f(t) = lim
h→0

1

hα

∞∑
k=0

Γ(k − α)

Γ(k + 1)Γ(−α)
f(t− kh)
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et

GD−αa f(t) = lim
h→0

1

h−α

∞∑
k=0

Γ(k + α)

Γ(k + 1)Γ(α)
f(t− kh)

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ

Si f est de classe Cn alors en utilisant l’intégration par parties on obtient :

GD−αa f(t) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k+α

Γ(k + α + 1)
+

1

Γ(n+ α)

∫ t

a

(t− τ)n+α−1f (n)(τ)dτ

Et aussi :

GDα
a f(t) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ

Exemple 2.1. La dérivée de f(t) = (t− a)p au sens de Grunwald-Letnikov.

Soit p non entier et 0 ≤ n − 1 < α < n avec p > n − 1 alors on a : f (k)(a) = 0 pour

k = 0, 1, . . . , n− 1 et f (n)(τ) = Γ(p+1)
Γ(p−n+1)

(τ − a)p−n d’où

GDα
a (t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)p−ndτ

On prent τ = a+ s(t− a) on aura :

GDα
a (t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t− a)p−α

∫ 1

0

(1− s)n−α+1sp−nds

=
Γ(p+ 1)β(n− α, p− n+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

Remarque 2.1.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Grünwald-Letnikov n’est pas nulle ni

constante.
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Si f(t) = C et α non entier on a : f (k)(t) = 0 pour k = 1, 2, . . . , n

GDα
a f(t) =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α +

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α

Γ(k − α + 1)︸ ︷︷ ︸
0

+
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1fn(τ)dτ︸ ︷︷ ︸
0

=
C

Γ(1− α)
(t− a)−α

2.1.0.1 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Proposition 2.1. [41]

Pour m entier positif et α non entier on a :

dm

dtm
(GDα

a f(t)) =G Dm+α
a f(t)

Et
GDα

a (
dm

dtm
(f(t))) =G Dm+α

a f(t)−
m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α−m

Γ(k − α−m+ 1)

Preuve

Pour m entier positif et α non entier avec (n− 1 < α < n) on a :

dm

dtm
(GDα

a f(t)) =
m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−(α+m)

Γ(k − (α +m) + 1)
+

1

Γ(n+m− (p+m))

×
∫ t

a

(t− τ)n+m−(p+m)−1fn+mτdτ

Alors :
dm

dtm
(GDα

a f(t)) =G Dm+α
a f(t) �
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Mais :

GDα
a (
dm

dtm
f(t)) =

m−1∑
k=0

f (m+k)(a)(t− a)(k−α)

Γ(k − α + 1)
+

1

Γ(n− p))

∫ t

a

(t− τ)n−α−1fn+m(τ)dτ

=
n+m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−(α+m)

Γ(k − (α +m) + 1)

+
1

Γ(n+m− (p+m))

∫ t

a

(t− τ)n+m−(p+m)−1fn+m(τ)dτ

−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−(α+m)

Γ(k − (α +m) + 1)

= GDm+α
a f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α−m

Γ(k − α−m+ 1)

Remarque 2.2.

On déduit alors que la différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle ne

commutent que si :f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . ,m− 1.

2.1.0.2 Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 2.2.

1- Si α′ < 0 et α ∈ R alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =G Dα+α
′

a f(t)

2- Si 0 ≤ m− 1 < α
′
< m et α < 0 alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =G Dα+α
′

a f(t)

Seulement si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . ,m− 2

3- Si 0 ≤ m− 1 < α
′
< m et 0 ≤ n− 1 < α < n alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) = GDα
′

a (GDα
a (f(t)))

= GDα+α
′

a f(t)

Seulement si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , r − 2 avec r = max(m,n)
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Preuve 1- Si α′ < 0 et α < 0 alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =
1

Γ(−α)

∫ t

a

(t− τ)−α−1(GDα
′

a (f(τ)))dτ

=
1

Γ(−α)Γ(−α′)

∫ t

a

(t− τ)−α−1dτ

∫ t

a

(τ − s)−α
′−1f(s)ds

=
1

Γ(−α)Γ(−α′)

∫ t

a

f(s)ds

∫ t

a

(τ − s)−α
′−1(t− τ)−α−1dτ

=
1

Γ(−(α + α′))

∫ t

a

(t− s)−α−α
′−1f(s)ds

= GDα+α
′

a f(t)

Si α′ < 0 et 0 ≤ n− 1 < α < n on a α = n+ (α− n) avec (α− n) < 0 alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =
dn

dtn

{
GDα−n

a (GDα
′

a (f(t)))
}

=
dn

dtn
(GDα

′
+α−n

a (f(t)))

= GDα+α
′

a f(t)

2- Pour 0 ≤ m− 1 < α
′
< m et α < 0 on a :

GDα
′

a f(t) =
m−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α
′

Γ(k − α′ + 1)
+

1

Γ(m− α′)

∫ t

a

(t− τ)m−α
′−1f(m)(t)dτ

et (t − a)k−α
′
ont des singularités non-integrables donc GDα

a (GDα
′

a (f(t))) n’existe

que si f(k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . ,m− 2 et dans ce cas on a :

GDα
′

a f(t) =
f (m−1)(a)(t− a)m−1−α′

Γ(m− α′)
+G Dα

′−m
a fm(t)

Alors :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =
f (m−1)(a)(t− a)m−1−α′−α

Γ(m− α′ − α)
+G Dα+α

′−m
a fm(t)

=
f (m−1)(a)(t− a)m−1−(α

′
+α)

Γ(m− α′ − α)

+
1

Γ(m− (α′ + α))

1

Γ(m− α′)

∫ t

a

(t− τ)m−(α+α
′
)−1f(m)(t)dτ

= GDα+α
′

a f(t)
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3- Pour 0 ≤ m− 1 < α
′
< m et 0 ≤ n− 1 < α < n on a :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =
dn

dtn

{
GDα−n

a (GDα
′

a (f(t)))
}

Si f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . ,m− 2 alors :

GDα−n
a (GDα

′

a (f(t))) =G Dα+α
′−n

a f(t) �

Par suite :

GDα
a (GDα

′

a (f(t))) =
dn

dtt

G

Dα+α
′−n

a f(t)

= GDα+α
′

a f(t)

2.1.0.3 Transformée de Laplace de dérivation fractionnaire au sens de Grunwald-

Letnikov

Soit f une fonction qui possède la transformée de Laplace F (s). Pour 0 ≤ α < 1 on

a :
GDα

0 f(t) =
f(0)t−α

Γ(n− α)
+

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)−αf
′
(τ)dτ

alors :

L
[
GDα

0 f(t)
]

(s) =
f(0)

s1−α +
1

s1−α [sF (s)− f(0)]

= sαF (s)

Pour α ≥ 1 il n’existe pas de transformée de Laplace dans le sens classique mais dans le

sens des distributions on a aussi :

L
[
GDα

0 f(t)
]

(s) = sαF (s)

2.2 Intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Cette section sera consacrée aux défintions élémentaires pour les intégrales fraction-

naires de Riemann-Liouville et quelques propriétés de ces notions.
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Soit f une fonction réelle continue et intégrable sur l’intervalle [a, b]. On considère

l’intégrale :

I1f(t) =

∫ t

a

f(τ)dτ

I2f(t) =

∫ t

a

I1f(u)du

=

∫ t

a

(

∫ u

a

f(s)ds)du

=

∫ t

a

(

∫ t

s

du)f(s)ds

=

∫ t

a

(t− s)f(s)ds

En répétant n fois on obtient d’après la formule de Cauchy

Inf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s)ds (2.2)

Et de puis la généralisation du factoriel par la fonction Gamma : Γ(n) = (n − 1)!.

Riemann rendu compte que le second membre de paurait avoir un sens même quand n

prenant une valeur non-entiere, il a définit l’intégrale fractionnaire de la manière suivante :

Définition 2.1. [67]

Soit f ∈ C[a, b], α ∈ R+, on appelle intégrale fractionnaire(à gauche) de Riemmann

Liouville de f d’ordre α, et on la note Iαa+f la fonction définie par :

Iαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds

Et on appelle intégrale fractionnaire(à droite) de Riemmann Liouville de f d’ordre α,

et on la note Iαb−f la fonction définie par :

Iαb−f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(t− s)α−1f(s)ds

Remarque 2.3.

Dans tout ce qui suit on va utiliser uniquement l’intégrale (à gauche)et not Iαa .
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Exemple 2.2. Soit f(t) = tβ avec β > −1 On a :

Iαa f(t) = Iαa t
β

=
1

Γ(α)

∫ t

a

sβ(t− s)α−1ds

(2.3)

En posant s = tu, (2.3) devient

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(tu)β(1− tu)α−1tdu

En utilisant la définition de fonction Béta 1.2 puis de proposition 1.7 on arrive à :

Iαa f(t) =
tβ+α

Γ(α)

∫ 1

0

uβ(1− u)α−1tdu

=
tβ+α

Γ(α)
β(β + 1, α)

=
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

Proposition 2.3. [7]

Si f une fonction intégrable et bornée, et α et α′ deux nombres réels stréctement positifs.

Alors

Iαa [Iα
′

a f(t)] = Iα+α
′

a f(t)

Preuve

Iαa [Iα
′

a f(t)] =
1

Γ(α)

∫ t−a

0

sα
′−1Iαa f(t− s)ds

=
1

Γ(α)Γ(α′)

∫ t−a

0

sα
′−1ds

∫ t−s

a

(t− s− u)α−1f(u)du

=
1

Γ(α)Γ(α′)

∫ t

a

f(u)du

∫ t−u

a

tα
′−1(t− u− s)α−1ds

Posons s = v(t− u)

Alors ds = (t− u)dv
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Par suite, il résulte que

=
1

Γ(α)Γ(α′)

∫ t

a

f(u)du

∫ 1

0

(v(t− u))α
′−1(t− u− v(t− u))α−1(t− u)dv

=
1

Γ(α)Γ(α′)

∫ t

a

(t− u)α+α
′−1f(u)du

∫ 1

0

vα
′−1(1− v)α−1dv

=
1

Γ(α)Γ(α′)

∫ t

a

(t− u)α+α
′−1f(u)duβ(α

′
, α)

=
1

Γ(α + α′)

∫ t

a

(t− u)α+α
′−1f(u)du

= I(α+α
′
)

a f(t)

Proposition 2.4.

Soient f , g deux fonction continue et intégrable sur [a, b], Iαa est linèaire cet-à-dire :

∀γ, λ ∈ R α > 0 on a Iαa [λf(t) + γg(t)] = λIαa f(t) + γIαa g(t)

Preuve

Iαa [λf(t) + γg(t)] =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1[λf(s) + γg(s)]ds

= λ
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s)ds+ γ
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1g(s)ds

= λIαa f(t) + γIαa g(t)

Proposition 2.5. [67]

La transformé de Laplace de l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville pour a = 0

d’une fonction f qui possède la transformé de Laplace F (s) dans le demi plan Re(s) > 0

est :

L(Iαf)(s) = s−αF (s)

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2. [32]

Soit f une fonction intégrable sur [a, b] alors la dérivée fractionnaire d’ordre α (avec
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n− 1 < α < n, n ∈ N∗) au sens de Riemann-Liouville Dα
a f est définie par :

Dα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(s)

(t− s)α−n+1
ds

Cette dérivée d’ordre fractionnaire peut aussi se écrire comme suit :

Dα
a f(t) =

dn

dtn
{
In−αa f(t)

}
(2.4)

Exemple 2.3. La dérivée de f(t) = (t − a)p au sens de Riemann-Liouville. Soit α non

entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et p > −1 alors on a :

Dα
a f(t) = Dα

a (t− a)p

=
1

Γ(n− α)

dt

dtn

∫ t

a

(τ − a)p

(t− τ)α−n+1
dτ

En changement de variable τ = a+ s(t− a) on aura :

Dα
a (t− a)p =

1

Γ(n− α)

dtn

dtn
(t− a)n+p−α

∫ 1

0

(1− s)α−n+1spds

=
Γ(n+ p− α + 1)β(n− α, p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(n+ p− α + 1)β(n− α, p+ 1)Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)Γ(n+ p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

Proposition 2.6. [42]

Si α = n ∈ N on a :

D0
af(t) = f(t), D2

af(t) = f (2), . . ., Dn
af(t) = f (n)(t)

Remarque 2.4. [54]

La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville n’est pas

nulle ni constante mais on a :

Dα
aC =

C

Γ(1− α)
(t− a)−α

On note dn

dtn
par Dn.
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2.3.0.4 Composition avec l’intégrale fractionnaire

Proposition 2.7. [42, 62]

Soit α > 0 et n = [α] + 1 alors pour tout entier m ∈ N∗ on a :

Dα
a f(t) = Dm

a (Im−αf(t), m > α

Preuve Comme m ≥ n, on a :

Dm
a I

m−αf(t) = DnDm−nIm−nIn−αf(t)

= DnIn−αf(t)

= Dα
a f(t)

Lemme 2.8.

Soient α > 0 et f ∈ L1[a, b], alors l’égalité :

Dα
a I

α
a f(t) = f(t) (2.5)

est vraie pour presque tout t ∈ [a, b]

Preuve En utilisant la définition on a :

Dα
a I

α
a f(t) = DnIn−αa Iαa f(t)

= DnIna f(t)

= f(t)

Théorème 2.9.

Soient α, β > 0 et n− 1 ≤ α < n, m− 1 ≤ α < m tel que (n,m ∈ N) alors :

(1) Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1[a, b] l’égalité :

Dβ
a (Iαf)(t) = Iα−βf(t)

est presque partout sur [a, b].
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(2) S’il existe une fonction ϕ ∈ L1[a, b] tel que f = Iαa ϕ alors :

IαaD
α
a f(t) = f(t)

pour presque tout x ∈ [a, b].

(3) Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−α
a f existe, alors :

Dβ
a (Iαa f)(t) = Dβ−α

a f(t)

Preuve .En utilisant la définition 2.2 et la proposition 2.3 on obtient :

(1) Pour α > β > 0, alors pour tout n ≥ m, on a :

Dβ
a (Iαa )f(t) = DnIn−β(Iα)f(t)

= Dn(In+α−β
a )f(t)

= Dn(Ina (Iα−βa )f(t)

= Iα−βa f(t)

presque pour tout t ∈ [a, b]

(2) Par la relation 2.5, on obtient :

IαaD
α
a f(t) = Iαa (Dα

a I
α
a ϕ(t))

= Iαa ϕ(t)

= f(t)

(3) on a :

Dβ
a (Iαa )f(t) = Dm

a I
m−β
a Iαa f(t)

= DmIm−(β−α)f(t)

= Dβ−α
a f(t)

Existe pour i− 1 ≤ β − α < i et i ≤ m �
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2.3.0.5 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Théorème 2.10.

Soient α, β > 0 et n− 1 ≤ α < n, m− 1 ≤ α < m tel que (n,m ∈ N) alors : Pour α > 0,

k ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dα
a f et Dk+α

a f existes, alors :

Dk(Dα
a f(t)) = Dk+α

a f(t)

Preuve On a :

Dk[Dα
a f(t)] = DkDnIn−αa f(t)

= Dk+nIk+n−α+k−k
a f(t)

= Dk+nIk+n−(α+k)
a f(t)

= Dk+α
a f(x)

D’où le résultat. �

Proposition 2.11. [54]

Pour α > 0, n ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dn+α
a f et Dkf , pour tout 1 ≤ k ≤ n−1

existes, alors

Dα
a (Dnf(t)) = (Dn+α

a f(t))−
n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k−α−n

Γ(k − α− n+ 1)

Remarque 2.5.

La différentiation fractionnaire et la différentiation conventionnelle ne commutent que si :

f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

2.3.0.6 Composition avec les dérivées fractionnaires

Proposition 2.12. [54]

Pour tout n− 1 ≤ α < n et m− 1 ≤ β < m on a :

Dα
a (Dβ

af(t)) = Dα+β
a f(t)−

m∑
k=1

[Dβ−k
a f(t)]t=a

(t− a)−α−k

Γ(−α− k + 1)
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Proposition 2.13. [54]

Pour tout n− 1 ≤ α < n et m− 1 ≤ β < m on a :

Dβ
a (Dα

a f(t)) = Dα+β
a f(t)−

n∑
k=1

[Dα−k
a f(t)]t=a

(t− a)−β−k

Γ(−β − k + 1)

Remarque 2.6. Les deux opérateurs de dérivations fractionnaires Dα
a et Dβ

a ne com-

mutent que si α = β et [Dβ−k
a f(t)]t=a pour tout k = 1, 2, . . . ,m et [Dα−k

a f(t)]t=a pour

tout k = 1, 2, . . . , n

2.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dans la modélisation mathématique l’utilisation des dérivées fractionnaires au sens

de Riemann-Liouville à des conditions initiales contenant les valeurs limites des dérivées

fractionnaires en la borne inférieure t = a. Une certaine solution de ce problème a été

proposée par M. Caputo.

Dans cette secction on donne une défnition et quelques propriétés de la dérivée frac-

tionnaire de Caputo.

Définition 2.3. [32]

Pour tout α un nombre réel stréctement positive, la dérivée fractionnaire de Caputo cDα
a f

d’ordre α sur [a, b], est définie par :

cDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

fn(s)

(t− s)α−n+1
ds

= In−αa f (n)(t)

Exemple 2.4. La dérivée de f(t) = (t− a)p au sens de Caputo .

Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et p > −1 alors on a :

cDα
a f(t) = cDα

a (t− a)p

=
Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

∫ t

a

(τ − a)p−n(t− τ)n−α−1dτ
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On prend τ = a+ s(t− a) on aura :

cDα
a (t− a)p =

Γ(p+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t− a)p−α

∫ 1

0

(1− s)n−α−1sp−nds

=
Γ(p+ 1)β(n− α, p− n+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)Γ(n− α)Γ(p− n+ 1)

Γ(n− α)Γ(p− α + 1)Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

=
Γ(p+ 1)

Γ(p− α + 1)
(t− a)p−α

2.4.0.7 Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire

Théorème 2.14. [54, 67]

Soit α > 0, et f est une fonction continue sur [a,+∞) dans R on a :

Iαa (cDα
a f(t)) = f(t)−

n−1∑
k=1

f (k)(a)(t− a)k

k!

Théorème 2.15. [49]

Soit α > 0 et f est une fonction continue sur [a,+∞) dans R on a :

cDα
a (Iαa f)(t) = f(t)

Remarque 2.7.

Alors l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégra-

tion fractionnaire mais il n’est pas un inverse droite.

Remarque 2.8. Le résultat du théorème 2.14 signifie que la dérivation au sens de Caputo

d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor

de f .

Théorème 2.16. [42]

Si α = n ∈ N on a :
cDα

a f(t) = f (n)(t)

c’est à dire :

cD0
af(t) = f(t), cD2

af(t) = f (2), . . ., cDn
af(t) = f (n)(t)
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2.5 Relation entre la dérivée fractionnaire au sens Riemann-

Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Ca-

puto

Le théorème suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

et celle au sens de Riemann-Liouville.

Théorème 2.17. [51, 67]

Soient α ≥ 0(avec m− 1 ≤ α < n et m ∈ N∗) si f posséde m− 1 dérivées en a et si cDα
a f

et Dα
a f existe, alors : Pour presque tout t ∈ [a,+∞) :

cDα
a f(t) = Dα

a f(t)−
m−1∑
j=1

(t− a)j−α

Γ(−α + 1 + j)
f (j)(a)

Preuve On a :

Iαa f(t) =
(t− a)α

Γ(α + 1)
f(a) +

1

Γ(α + 1)

∫ t

a

(t− s)αf ′(s)ds

=
(t− a)α

Γ(α + 1)
f(a) + Iα+1

a f
′
(t)

Iαa f(t) =
m−1∑
j=1

(t− a)α+j

Γ(α + 1 + j)
f (j)(a) + Iα+n

a fn(t)

On pose n = m et α = m− α on trouve :

Im−αa f(t) = I2m−α
a f (m)(t) =

m−1∑
j=1

(t− a)m−α+j

Γ(m− α + 1 + j)
f (j)(a)

Alors

dm

dtm
[Im−αa f(t)] =

dm

dtm
[I2m−α
a f(t)(m) +

m−1∑
j=1

(t− a)m−α+j

Γ(m− α + 1 + j)
f (j)(a)]

=
dm

dtm
[I2m−α
a f (m)(t)] +

m−1∑
j=1

(t− a)j−α

Γ(−α + 1 + j)
f (j)(a)

= Im−αa f (m)(t) +
m−1∑
j=1

(t− a)j−α

Γ(−α + 1 + j)
f (j)(a)
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Donc

Dα
a f(t) =c Dα

a f(t) +
m−1∑
j=1

(t− a)j−α

Γ(−α + 1 + j)
f (j)(a) (2.6)

�

Corollaire 2.18. [63]

Pour α > 0, on déduit que si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, . . . , n− 1, (n = [α] + 1) on aura

Dα
a f(t) =c Dα

a f(t)

2.6 Propriétés générales des dérivées fractionnaire

2.6.1 Linéairité

Proposition 2.19. [1, 53]

Soient f , g deux fonction continue sur [a, b], La différentiation fractionnaire est une opé-

ration linéaire c’est-à-dire : ∀γ, λ ∈ R, α > 0, on a

Dα[λf(t) + γg(t)] = λDαf(t) + γDαg(t)

Ou désigne Dα n’importe quelle sens de dérivée fractionnaire.

Exemple 2.5. [53]

- La linéarité dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov

Soient α, β ∈ C on a :

GDα
a [λf(t) + γg(t)] = lim

h→0

1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
[λf(t− kh) + γg(t− kh)]

= λ lim
h→0

1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh)

+γ lim
h→0

1

hα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
g(t− kh)

= λGDα
a f(t) + γGDα

a g(t)
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- La linéarité dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soient α, β ∈ C on a :

Dα
a [λf(t) + γg(t)] =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

[λf(s) + γg(s)]

(t− s)α−n+1

=
λ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

f(s)

(t− s)α−n+1

+
γ

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

g(s)

(t− s)α−n+1

= λDα
a f(t) + γDα

a g(t)

2.6.2 Règle de Leibniz

Pour un entier n on a

dn

dtn
(f(t)g(t)) =

n∑
k=0

(
n

k

)
fk(t)gn−1(t)

La généralisation de cette formule nous donne

Dα(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(
α

k

)
fk(t)Dα−kg(t) +Rα

n(t)

où n ≥ α + 1 et

Rα
n(t) =

1

n!Γ(−α)

∫ t

a

(t− τ)−α−1g(τ)dτ

∫ t

τ

f (n+1)(τ − ξ)n(ξ)dξ

Avec limn→∞R
α
n(t) = 0

Si f et g sont continues dans [a, t] ainsi que toutes leurs dérivées, la formule devient :

Dα(f(t)g(t)) =
n∑
k=0

(
α

k

)
fk(t)Dα−kg(t) +Rα

n(t)

Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Grünwald-Letnikov et au sens de Riemann-

Liouville.

Preuve (vois page 91-96 de [53]) �
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Chapitre 3
Calcul stochastique

3.1 Rappels de probabilité

3.1.1 Espace probabilité

Définition 3.1.

Une tribu (ou σ algébre) sur Ω est une famille F de sous ensembles de Ω (appelés événe-

ments) tels que :

i) ∅ ∈ F .

ii) A ∈ F ⇒ Ac ∈ F .

ii) (An)∞n=1 ⊂ F ⇒
⋃∞
n=1 An ∈ F .

Définition 3.2.

Une probabilite sur (Ω,F) est une application P de F dans [0, 1] telle que

a) P(Ω) = 1.

b) P(∪∞n=0An) =
∑n=0
∞ P(An) pour des An appartenant a F deux à deux disjoints.

Définition 3.3.

Un espace de probabilité est un triplet (Ω,F ,P) ou :

- Ω est un ensemble.

- F est une tribu (ou σ-algébre) sur Ω.

- P est une (mesure de) probabilite sur (Ω,F).
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3.1.2 Variable aléatoire

Définition 3.4. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. on appelle variable aléatoire sur

cet espace, toute application X : Ω→ R telle que :

{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = {X ∈ B} ∈ F ,∀B ∈ B(R)

Définition 3.5.

La loi d’une v.a. X est l’application µx : B(R)→ [0, 1] définie par

µx(B) = P(X ∈ B), B ∈ B(R)

3.1.3 Espérance d’une variable aléatoire

3.1.3.1 Fonction de répartition

Définition 3.6. (fonction de répartion )

On appelle fonction de répartition d’une variable aléatoire X définie sur (Ω,F ,P) la

fonction FX(x) définie sur R par :

FX(x) = P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x})

Définition 3.7.

Si FX(x) est une fonction dérivable sa dérivé notée fX(x) s’appelle densité de probabilité

de la variable X :
∂FX(x)

∂x
= fX(x)

Définition 3.8.

On appelle espérance mathématique ou moyenne la quantité notée E(X) et égale :

1. Cas discret :

Si X prend des valeurs discontinues(des nombres entiers est discret) dans un inter-

valle donné (borné ou non borné)

E(X) =
∞∑
K=1

xKP (X = xK)
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2. Cas continu :

Si X est une variable aléatoire réelle (absolument continue)

E(X) =

∫ +∞

−∞
xfX(x)dx

Définition 3.9.

Soient X et Y deux v.a. de carré intégrable. On pose :

V ar(X, Y ) = E((X − E(X))2)

= E(X2)− E(X)2 ≥ 0

Cov(X, Y ) = E((X − E(X))(Y − E(Y )))

= E(XY )− E(X)E(Y )

3.1.3.2 Espérance conditionnelle

Conditionnement par rapport à un évènement B ∈ F :

Soit A ∈ F :

P(A/B) =
P(A ∩B)

P(B)

Soit X une v.a. intégrable (i.e.E(| X |) <∞) :

E(X/B) =
P(X1B)

P(B)
si P(B) 6= 0

Conditionnement par rapportà une v.a.Y (à valeurs dans D dénombrable) :

Soit X une v.a. intégrable :

E(X/Y ) = ψ(Y )

Où

ψ(y) = E(X/Y = y), y ∈ D

Conditionnement par rapport à une tribu F1

Soit X une v.a.(intégrable) définie sur (Ω,F ,P) et F1 une sous-tribu de F :

Définition 3.10.

On applle l’espérance conditionnelle de X par rapport à F1. notée E(X/F1) tout Z une

v.a telle que E (|Z|) <∞ et vérifiée :
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i) Z est une v.a. F1-mesurable.

ii) E(XU) = E(ZU), ∀U v.a. F1-mesurable et bornée.

Propriétés 3.1. de l’espérance conditionnelle[55]

Soient X et Y deux v.a. intégrables et soit F1 ⊂ F on a :

1) E (aX + Y/F1) = aE (X/F1) + E (Y/F1).

2) Si X ≤ Y alors E(X/F1) ≤ E(Y/F1).

3) E(E(X/F1)) = E(X) (on prend A = Ω dans la définition).

4) Si X est indépendante de F1 on a E(X/F1) = E(X), c-à-d qu’en l’absence de

toute information sur X, la meilleure estimation que l’on puisse faire sur X est son

espérance.

5) Si X est F1−mesurable alors E(X/F1) = X. Cela traduit le fait que F1 contient

déja toute information sur X.

6) Si X est F1−mesurable et E(| XY |) < +∞, alors E(XY/F1) = XE(Y/F1).

7) Si F1 ⊂ F2 ⊂ F , alors E(E(X/F2)/F1) = E(X/F1).

3.1.4 Convergences de suites de variables aléatoires

Soient (Xn)∞n=1 une suite de v.a et X une autre v.a. toutes définies sur (Ω,F ,P). Il y

a plusieurs façons de définir la convergence de la suite (Xn) vers X.

- Convergence en probabilité :

Xn
P−−−→

n→∞
X si : ∀ε > 0, lim

n→∞
P (ω ∈ Ω : Xn(ω)−X(ω) > ε) = 0

- Convergence presque sûre :

Xn −−−→
n→∞

X p.s si : P
(
ω ∈ Ω : lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

)
= 1

- Convergence en moyenne (ou convergence dans L1) :

lim
n→∞

E
(
|Xn −X|1

)
= 0
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- Convergence quadratique (ou convergence dans L2) :

lim
n→∞

E
(
|Xn −X|2

)
= 0

3.2 Filtration et processus stochastique

3.2.1 Filtration

Définition 3.11.

Sur un espace probabilisé (Ω, B,P) on appelle filtration toute suite croissante (Fn)n≥0 de

sous-tribus de B, c’est-à-dire Ft ⊂ Fs pour tout t ≤ s.

Définition 3.12. [38]

Soit (Ω,F) un espace mesurable. On dit que une variable aléatoire réelle X est une

application mesurable de (Ω,F) dans R si :

X−1(B) ∈ F ∀B ∈ B(R)

Définition 3.13.

La tribu engendrée par une famille de variables aléatoires (Xt, t ∈ [0, T ]) est la plus petite

tribu contenant les ensembles X−1
t (B) pour tout t ∈ [0, T ] et B ∈ B(R). On la note

σ(Xt, t ≤ T )

Définition 3.14. [37]

Soit (Ft)t≥0 est une filtration,

On dit qu’une filtration est continue à droite si :

Ft =
⋂
ε>0

Ft+ε ∀t ≥ 0

On dit qu’une filtration est continue à gauche si :

Ft = σ(
⋃

0≤s<t

Fs) ∀t > 0

Cette même filtration est dite complète par rapport à une mesure de probabilité P si F0

contient l’ensemble des parties de F négligeables, c’est-à-dire de mesure nulle, pour P.
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Définition 3.15.

On appelle espace de probabilité filtré, et l’on note (Ω,F , {Ft, t ≥ 0} ,P), l’espace de pro-

babilité (Ω,F ,P) muni de la filtration compatible {Ft, t ≥ 0}.

Définition 3.16.

On dit qu’une filtration (Ft)t≥0 satisfait les conditions habituelles si elle est a la fois

continue a droite et complete.

3.2.2 Processus stochastique

Dans cette partie nous introduisons quelques notions fondamentales liées aux processus

stochastiques et nous commençons par les définir.

Définition 3.17.

Soit T un sous-ensemble non vide de R. Un processus stochastique (Xt)t∈T dans Rn est

une famille de variables aléatoires a valeurs dans Rn indexée par T .

Pour ω ∈ Ω fixé t 7−→ Xt(ω) est appelée trajectoire.

Définition 3.18. (filtration naturelle)[37]

La filtration naturelle d’un processus stochastique X = {Xt, t ≥ 0}, notée FX , est la

famille croissante de tribus engendrées par {X(s), 0 ≤ s ≤ t}.
t ≥ 0 c’est-à-dire :

FX =
{
FX
t = σ({X(s), 0 ≤ s ≤ t}), t ≥ 0

}
Définition 3.19.

Un processus X = (X)t≥0 est mesurable si l’application :

X : R× Ω→ Rn

(t, ω) 7→ Xt(ω)

est mesurable par rapport aux tribus B(R+)
⊗
F et B(Rn)

Définition 3.20.

Un processus (Xt)t∈T est dit continu si pour presque tout w ∈ Ω, t→ Xt(w) est continue

(i.e. les trajectoires sont continues).
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Définition 3.21.

Le processus stochastique X est dit càd-làg si pour chaque ω ∈ Ω la trajectoire X(ω) est

continue à droite et admet une limite à gauche.

Définition 3.22.

Soit (Xt) un processus et (Ft) une filtration de (Ω,F ,P). On dit que X = (X)t≥0 est

adapte a la filtration (Ft)t≥0 si ∀t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable.

Définition 3.23.

Soit X = (X)t∈T un processus stochastique. Les lois de dimension finie du processus X

sont les lois des vecteurs du type (Xt1 , . . . , Xtn) où n ≥ 1 et t1, . . . , tn ∈ T
On dit que deux processus (X)t≥0 et (Y )t≥0 ont meme loi s’ils ont les mêmes lois de

dimension finie .

Définition 3.24.

On dit que le processus X = (X)t≥0 est a accroissements indépendants si : ∀n ≥ 1,

∀t1 < t2 <, . . . , < tn ∈ T , (Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1) sont independantes.

Définition 3.25.

Un processus progressif Xt, t ∈ T ( par rapport à F ) est un processus tel que pour tout

t ∈ T , l’application :

(s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7→ Xs(ω)

est mesurable de B([0, t])⊗Ft dans B(R).

Définition 3.26.

Soient p ≥ 1 et X = (Xt)t≥0 un processus stochastique, on dit que X = (Xt)t≥0 est bornée

dans Lp si :

sup
t≥0

E[| Xt |p] <∞

Définition 3.27.

Soit (Ft) une filtration et T : Ω→ R+ ∪{∞} une application. On dit que T est un temps

d’arrêt par rapport a (Ft)t≥0 si

∀t ∈ R+ {T ≤ t} ∈ Ft
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Théorème 3.1. [31]

Si (Xt, t ≥ 0) est un processus adapté et à trajectoires continues, et si T est un temps

d’arrêt. Alors on a : ∫ T

0

E | Xt | dt = E(

∫ T

0

| Xt | dt)

De plus, si cette quantité est finie, alors on a :∫ T

0

EXtdt = E(

∫ T

0

Xtdt)

3.2.2.1 Martingales

Définition 3.28. [71]

On suppose donné un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Ft)t≥0,P), Soit X = (Xt)t≥0 un

processus adapté et intégrable, on dit que X est :

1. Une martingale si :

∀0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) = Xs

2. Une sur-martingale si :

∀0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) ≤ Xs

3. Une sous-martingale si :

∀0 ≤ s ≤ t E(Xt/Fs) ≥ Xs

Définition 3.29.

Soient (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré, X = (Xt)t≥0 un processus continu.

On dit que X est une (Ft,P)martingale locale, s’il existe une famille de temps d’arrêt

{Tn, n ≥ 1}, telle que

i) La suite (Tn)n≥1 est croissante et limt→∞ Tn = +∞ p.s.

ii) Pour tout n, le processus XTn1{Tn>0} = (XTn

t 1{Tn>0})t≥0 est une (Ft,P) martingale

uniformement integrable.

Proposition 3.2. [3]

Toute martingale continue est une martingale locale.

Une martingale locale positive est une sur-martingale.

Une martingale locale bornée est une martingale.
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3.2.2.2 Quelques inégalitées

Théorème 3.3. (Inégalitée de Hõlder)[64]

Si X ∈ Lq, Y ∈ Lp, tele que q > 1 et 1
q

+ 1
p

= 1, alors :

E [|XY |] ≤ E [|X|q]
1
q E [|Y |p]

1
p

Théorème 3.4. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)[39]

Soient X et Y deux v.a. de carré intégrable. Alors

i) XY est intégrable.
ii)

(E (|XY |))2 ≤ E
(
X2
)
E
(
Y 2
)

Théorème 3.5. :(Inégalité de Doob)[48]

Soit (Mn, n ∈ N) une martingale réelle de carré intégrable. On a :

E[ max
0≤k≤n

M2
k ] ≤ 4E[M2

n]

En particulier,

E[sup
n∈N

M2
n] ≤ 4 sup

n∈N
E[M2

n]

3.3 Mouvement brownien

3.3.1 Vecteur gaussien

Dans tout ce qui suit, (Ω,F ,P) désigne un espace de probabilité complet.

Définition 3.30. [3]

On dit qu’une v.a.r, X définie sur (Ω,F ,P) est une variable aléatoire gaussienne ou

normale de parametres (m,σ2), (m ∈ R, σ ∈ R∗+) si sa fonction de densité fX est donnée

par

fX =
1

σ
√

2π
e(− 1

2
(x−m

σ
)2)

Dans ce cas, sa loi PX est donnée par

∀A ∈ B(R) PX(A) =

∫
F
fX(x)dx
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Et on note

X ∼ N (m,σ2)

Si m = 0 le vecteur X est dit centré.

Remarque 3.1. Lorsque σ = 0, X est une variable constante i.e. X = mP.p.s.

Proposition 3.6. [40]

Une variable aléatoire X de loi N (m,σ2) a pour

- esperance : E[X] = m.

- variance : V ar(X) = σ2.

- Cov(Xs, Xt) = min(s, t) ∀ 0 ≤ s, t < T .

Définition 3.31.

X = (X1, X2, . . . , Xn) est un vecteur aléatoire gaussien si toutes les combinaisons linéaires

de ses composantes sont gaussiennes i.e :

∀a1, . . . , a2 ∈ R
n∑
i=0

aiXi est une v.a.r, gaussienne

Définition 3.32.

Un processus X = (X)t∈T est un processus gaussien si toutes ses lois de dimension finie

sont gaussiennes i.e :

∀n ≥ 1 ,∀t1 < t2 < . . . < tn ∈ T, (Xt1 , . . . , Xtn) est un vecteur gaussien

Proposition 3.7. [48]

Si le vecteur (X1, X2) est Gaussien, les v.a. X1 et X2 sont indépendantes si et seulement

si Cov(X1, X2) = 0 :

Proposition 3.8. [48]

Tout vecteur de variables aléatoires Gaussienne indépendantes est un vecteur Gaussien.
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3.3.2 Définition du mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulières du pollen en

suspension dans un liquide. Ce mouvement aléatoire, dû aux chocs successifs entre le

pollen et les molécules du liquide, entraine la dispersion ou la diffusion du pollen dans le

liquide. Il a été observé pour la première fois en 1827 par le botaniste Robert Brown.

Définition 3.33. (Mouvement brownien standard)[5]

Un mouvement brownien standard vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0, T ] ou R+ est un

processus continue à valeurs dans Rd, (Wt)t∈T = (W 1
t , . . . ,W

d
t )t∈T tel que :

1. W0 = 0 p.s.

2. 0 ≤ s < t dans T , l’accroissement Wt −Ws indépendant de σ(Wu, u ≤ s).

3. 0 ≤ s < t dans T , l’accroissement Wt −Ws suit une loi normale centrée, de matrice

de variance covariance (t− s)Id où Id désigne la matrice identité d× d.

Définition 3.34. (Mouvement brownien par rapport à une filtration)[5]

Un mouvement brownien vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0, T ] ou R+ par rapport

à une filtration F = (Ft)t∈T est un processus continu F -adapté, à valeurs dans Rd,

(Wt)t∈T = (W 1
t , . . . ,W

d
t )t∈T tel que :

1. W0 = 0 p.s.

2. 0 ≤ s < t dans T , l’accroissement Wt −Ws est indépendant de Fs.

3. 0 ≤ s < t dans T , l’accroissement Wt −Ws suit une loi normale centrée, de matrice

de variance covariance (t− s)Id où Id désigne la matrice identité d× d.

Remarque 3.2.

Un mouvement brownien standard est un mouvement brownien par rapport à sa filtration

naturelle.

Remarque 3.3. [33]

De cette définition, il suit que pour t ≥ s ≥ 0,

Wt −Ws ∼ Wt−s ∼ N (0, t− s)

c’est à dire :

E(Wt −Ws) = 0 et E((Wt −Ws)
2) = t− s
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Proposition 3.9. [3]

Soit W = (Wt)t≥0 un mouvement brownien défini sur un espace de probabilité (Ω,F ,P)

alors :

a) Symetrie :.

Le processus (−W ) = (−Wt)t≥0 est encore un mouvement brownien.

b) Changement d’echelle (scaling) :.

Soit λ > 0. Le processus W λ = (W λ
t )t≥0 avec W λ

t = ( 1
λ
)Wλ2t est encore un mouve-

ment brownien.

c) Propriété de Markov simple :.

Pour s ≥ 0, posons Fs := σ(Wu, u ≤ s) et W (s)
t = Wt+s −Ws alors W (s) = (W s

t )t≥0

est un mouvement brownien indépendant de Fs.

3.3.2.1 Variation totale, quadratique et bornée

Définition 3.35. [52]

La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus Xt défini sur [0, T ] associée à une

subdivision Πn = (tn1 , . . . , t
n
n) est définie par :

V p
T (Π) =

n∑
i=1

∣∣∣Xtni
−Xtni−1

∣∣∣p
Si V p

T (Π) a une limite dans un certain sens (convergence presque sûre, convergence Lp)

lorsque

πn =‖ Πn ‖∞= max
i≤n

∣∣tni+1 − tni
∣∣→ 0

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous l’appellerons alors la variation

d’ordre p de Xt sur [0, T ]. En particulier,

. si p = 1, la limite s’appelle la variation totale de Xt sur [0, T ].

. si p = 2, la limite s’appelle la variation quadratique de Xt sur [0, T ] et est notée

< X >T .

Définition 3.36. [52]

Un processus Xt est un processus à variation bornée sur [0, T ] s’il est à variation bornée
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trajectoire par trajectoire, c’est-à-dire que

sup
πn

n∑
i=1

∣∣Xti −Xti−1

∣∣ <∞ p.s

.

Remarque 3.4.

Si la variation totale d’un processus existe presque sûrement, alors elle vaut :

V p
T = sup

π∈P

n∑
i=1

∣∣Xti −Xti−1

∣∣ p.s

où P est l’ensemble des subdivisions possibles de [0, T ].

Proposition 3.10. [52]

La variation quadratique sur [0, T ] du mouvement Brownien existe dans L2(Ω) et vaut T .

De plus, si la subdivision Πn satisfait
∞∑
n=1

πn <∞

on a la convergence au sens presque sûr. On a donc :

< W >T= T

3.4 Intégrale stochastique

On commençons par définir l’intégrale pour les processus élémentaires. Ensuite, nous

étendons la définition aux processus adaptés ayant un moment d’ordre 2, en utilisant un

résultat sur les espaces complets. Pour finir, nous regardons la formule d’Itô, de même

que l’intégrale par rapport à un processus d’Itô.

3.4.1 Définition

Définition 3.37. (Intégrale de Wiener )[71]

L’intégrale de Wiener est simplement une intégrale du type∫ t

0

XsdWs
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Où : les processus Xt sont définis pour t ∈ [0, T ] sur C. Avec :C l’ensembele des fonction

suivantes X : [0, T ]× Ω→ R, continue et stochastique et a), b), c) sont satisfaits, où

a) X est B([0, t])× F mésurabele

b) X(t, .) : Ω→ R est Ft mésurable.

c) X(t, .) ∈ L2(Ω) et
∫ T

0
E[|X(t, .)|2]dt <∞ ie X ∈ L2([0, T ]× Ω)

1. Cas de processus étagés

Définition 3.38.

On dit qu’un processus {θt}t∈[0,T ] est processus étagé (ou élémentaire) s’il existe une

suite de réels tj, 0 ≤ t0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn = T et une suite de variables aléatoires telles

que θj soit Ftj mesurable, appartienne a L2(Ω) et que θt = θj pour tout t ∈]tj, tj+1]

soit :

θs(w) =
n−1∑
j=0

θj(w)1]tj ,tj+1](s)

On définit alors l’intégrale d’Itô :

Définition 3.39.

Pour tout processus élémentaire θ, on définit l’intégrale d’Itô de θ par rapport au

mouvement brownien W par :∫ T

0

θs(ω)dWs =
n−1∑
j=0

θj(ω)(Wtj+1
−Wtj)

Propriétés 3.2. [44]

L’intégrale stochastique sur l’ensemble des processus élèmentaires satisfait les pro-

priétés suivantes :

1. Linéarité : ∫ t

0

(θs + ηs) dWs =

∫ t

0

θsdWs +

∫ t

0

ηsdWs∫ t

0

c θsdWs = c

∫ t

0

θsdWs

2. Additivité : Pour 0 ≤ u < t ≤ T :∫ t

s

θvdWv =

∫ u

s

θvdWv +

∫ t

u

θvdWv
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3. Pour tout t ≤ T :

E
[(∫ t

0

θsdWs

)(∫ t

0

ηsdWs

)]
= E

[∫ t

0

(θsηs) dWs

]
4. t 7→

∫ t
0
θsdWs est continue p.s.

5. (
∫ t

0
θsdWs)0≤t≤T est un processus F−adapté.

6.

V ar(

∫ t

0

θsdWs) = E[

∫ t

0

θ2
sdWs]

Proposition 3.11.

1. Si
∫ t

0
E (|θs|) ds <∞ alors :

E
(∫ t

0

θsdWs

)
= 0

2. Si
∫ t

0
E (θ2

s) ds <∞ on a l’isométrie d’Itô

E

((∫ t

0

θsdWs

)2
)

=

∫ t

0

E
(
θ2
s

)
ds (3.1)

Preuve 1. On pose que tn = t on a :

E
(∫ t

0

θsdWs

)
= E

[
n−1∑
j=0

θj(Wtj+1
−Wtj)

]

=
n−1∑
j=0

E(θj)E(Wtj+1
−Wtj)︸ ︷︷ ︸

0

= 0

2. On pose que tn = t on a :

E

((∫ t

0

θsdWs

)2
)

= E

[
n−1∑
j,i=0

θjθi(Wtj+1
−Wtj)(Wti+1

−Wti)

]

=
n−1∑
j=0

E(θ2
j )E(Wtj+1

−Wtj)
2︸ ︷︷ ︸

tj+1−tj

=

∫ t

0

E
(
θ2
s

)
ds

49 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017



3. CALCUL STOCHASTIQUE

2. Cas général

On peut prolonger la définition de l’intégrale de Wiener a une classe plus grande de

processus. On perd le caractere gaussien de l’intégrale, ce qui est déja le cas pour le

processus étagé.

On défininit Γ comme l’ensemble des processus X càglàd de carré intégrale appar-

tenant à L2(Ω× R+) tels que :

‖ θ ‖2= E[

∫ ∞
0

θ2
t dt] <∞

Les processus étagés θ(n) appartiennent à Γ que converge vers X dans l’espace com-

plet L2(Ω× R+) c-à-d :

lim
n→∞

∫ T

0

E((Xs − θ(n)
s ))2ds = 0

L’isométrie (3.1) nous permet alors d’affirmer que la limite suivante existe dans L2 :

lim
n→+∞

∫ t

0

θ(n)
s dWs =

∫ t

0

XsdWs

C’est par définition l’intégrale d’Itô de Xs.

Proposition 3.12. [55]

Le processus
{∫ t

0
XsdWs

}
t≥0

est une martingale.

Preuve Soit 0 ≤ u < t on a :

E
(∫ t

0

XsdWs|Fu
)

= E
(∫ u

0

XsdWs|Fu
)

+ E
(∫ t

u

XsdWs|Fu
)

=

∫ u

0

XsdWs + 0

=

∫ u

0

XsdWs

Exemple 3.1. Nous pouvons montrer que pour tout t∫ t

0

WsdWs =
1

2
(W 2

t − t)

En effet, nous avons, par définition, que∫ t

0

WsdWs = lim
n→∞

n−1∑
i=0

Wti(Wti+1
−Wti)
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Ensuite, en utilisant l’identité

2
n−1∑
i=0

Wti(Wti+1
−Wti) =

n−1∑
i=0

(W 2
ti+1
−W 2

ti
)−

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2

nous obtenons ∫ t

0

WsdWs =
1

2

(
W 2
t + lim

n→∞

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2

)
=

1

2
(W 2

t − t)

Car d’après Proposition 3.10 le terme

lim
n→∞

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2

converge dans L2 vers la variation quadratique sur [0, t] du mouvement brownien qui vaut

t.

3.4.2 Formules d’Itô

Une nouvelle classe de processus sera introduite, par rapport à laquelle une intégrale

stochastique sera définie : il s’agit de la famille des processus d’Itô. Cette classe permet

d’établir plusieurs formules pratiques qui forment la base du calcul différentiel et intégral

stochastique. Nous débutons avec la première formulation de formule d’Itô .

Théorème 3.13. [52] Toute fonction f ∈ C2(R), telle que f ′′ est bornée, satisfait presque

sûrement,

f(Wt) = f(W0) +

∫ t

0

f
′
(Wr)dWr +

1

2

∫ t

0

f
′′
(Wr)dr

Exemple 3.2.

Si f(x) = x2 nous avons d’après le Théorème 3.13 que :

W 2
t −W 2

0 =

∫ t

0

2WrdWr +
1

2

∫ t

0

2ds = 2

∫ t

0

WrdWr + t

Ainsi, nous déduisons que ∫ t

0

WrdWr =
1

2
W 2
t − t
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3.4.3 Processus d’Itô

On définit le processus d’Itô.

- Cas un-demension

Définition 3.40. [9]

Soient (Ω,F ,Ft,P) un espace de probabilité muni d’une filtration et (Wt)t≥0 un Ft
mouvement brownien un-demensionnel. On appelle processus d’Itô un-demensionnel,

un processus (Xt)0≤t≤T à valeurs dans R tel que :

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+

∫ t

0

HsdWs

où les processus Hs et Ks sont adaptés continus et vérifient pour tout t ∈ R+

E
∫ t

0

[
H2
s + |Ks|

]
ds < +∞

L’équation précédente est notée de manière infinitésimale par

dXt = Ktdt+Htdwt et X0 = Z

Définition 3.41.

Soient Xt et Yt des processus d’Itô. Alors

- Les variations quadratiques sur [0, t] sont données par

< X >t=

∫ t

0

H2
s,1ds et < Y >t=

∫ t

0

H2
s,2ds

- La covariation quadratique entre Xt et Yt est donnée par

< X, Y >t=

∫ t

0

Hs,1Hs,2ds

où

dXt = Ks,1ds+Hs,1dWs et dYt = Ks,2ds+Hs,2dWs

La conclusion est obtenue en notant que < X >t=< X,X >
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Définition 3.42.

L’intégrale stochastique d’un processus φt par rapport à un processus d’Itô

dXt = Ktdt+HtdWt

est définie par : ∫ t

0

φsdXs =

∫ t

0

φsHsdWs +

∫ t

0

φsKsds

Par la suite, une formule importante d’intégration stochastique par rapport aux

processus d’Itô sera établie.

Théorème 3.14. [32]

Si f ∈ C2, alors

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f
′
(Xs)dXs +

1

2

∫ t

0

f
′′
(Xs)d < X >s

= f(X0) +

∫ t

0

f
′
(Xs)Ksds+

∫ t

0

f
′
(Xs)HsdWs +

1

2

∫ t

0

f
′′
(Xs)H

2
sds

Proposition 3.15.

Soient Xt et Yt des processus d’Itô. Nous avons

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + d < X, Y >s

Preuve Comme on a :

dX2
t = 2XtdXt + d < X >t

dY 2
t = 2YtdYt + d < Y >t

d(X + Y )2
t = 2(Xt + Yt)d(X + Y )t + d < X + Y >t

donc :

d(XY )t =
1

2
(d(X + y)2

t − d < X >2
t −dY 2

t )

= XtdYt + YtdXt +
1

2
(d < X + Y >t −d < X >t −d < Y >t)

= XtdYt + YtdXt + d < X, Y >t

- Cas multivarié
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Définition 3.43.

SoitWt = (W 1
t ,W

2
t , . . . ,W

d
t ) un mouvement brownien s-dimensiennel dont les com-

posantes sont d mouvement brownien indépendants à trajectoires continues.

Nous appellerons processus d’Itô r-dimensiennel un prcessus Xt à valeurs Rr donnt

chaque composante est de la forme

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

Ki
sds+

d∑
m=1

∫ t

0

H i,m
s dWm

s

où les processus H i,m
s et Ki

s sont adaptés continus et vérifient

E
∫ t

0

[
(H i,m

s )2 + |Ki
s|
]
ds < +∞ ∀m = 1, . . . , di i = 1, . . . , r

On pose :

< X i, X i >t=
d∑

m=1

∫ t

0

(Hj,m
s )2ds

Et

< X i, Xj >t=
d∑

m=1

∫ t

0

H i,m
s Hj,m

s ds

Proposition 3.16. [9]

Soit X un processus d’Itô à valeurs Rr et f une application de Rr dans R de classe

C2 à dérivées bornées alors on a :

f(Xt) = f(X0) +
r∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(Xs)dX

s
i +

1

2

r∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f

∂xi∂xj
(Xs)d < X, Y >s

où

dXs
i = H i,1

s dW
1
s + . . .+H i,d

s dW d
s +Ki

sds
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Chapitre 4
Equations différentielles stochastiques(EDS)

On rappelle dans cette chapitre quelques résultats sur les équations différentielles sto-

chastiques (EDS) à coefficients aléatoires par rapport à mouvement brownien.

4.1 Définition

Définition 4.1. Une équation différentielle stochastique sur Rd de coefficient de dérive b

et de diffusion σ est donnée sous la forme : dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt ∀t ∈ [0, T ]

X0 = ξ

(4.1)

où

- T est un réel strictement positif.

- b : [0, T ]× Rn → Rn et σ : [0, T ]× Rn → Rn×d sont deux fonctions boréliennes.

- (Wt)t≥0 un mouvement brownien standard sur Rd défini sur un espace filtré

(Ω,F , (Ft)t≥0,P).

- ξ est une variable aléatoire quelconque indépendante du M.B appartient Rn.

Nous allons préciser les notions d’existence et d’unicité des solutions d’une E.D.S.
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Définition 4.2. (Solution forte d’EDS)[5]

Une solution forte de l’EDS (4.1) est un processus vectoriel X = (X1, . . . , Xn) progressif

tel que l’on ait :∫ t

0

| b(t,Xt) | ds+

∫ t

0

| σ(t,Xt) |2 dWs <∞ P− p.s ∀ 0 ≤ t ∈ T

et que les relations

Xt = X0 +

∫ t

0

b(u,Xu)du+

∫ t

0

σ(u,Xu)dWu <∞ P− p.s ∀ 0 ≤ t ∈ T

i.e.

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

bi(u,Xu)du+
d∑
j=1

∫ t

0

σij(u,Xu)dW
j
u <∞ P− p.s ∀ 0 ≤ t ∈ T, 1 ≤ i ≤ n

soient vraies p.s.

Définition 4.3. (Solution faible d’EDS)[31]

Une solution faible de (4.1) est la donnée d’un triplet (X,W ), (Ω,F ,P) et (Ft) où :

- (Ω,F ,P) est un espace de probabilité et (Ft) est une filtration de cet espace.

- W est un mouvement brownien de dimension d tel que (Wt) est une martingale

relativement a la filtration (Ft) :

- X est un processus adapté a la filtration (Ft) :

- On a :

Xt = X0 +

∫ t

0

b(u,Xu)du+

∫ t

0

σ(u,Xu)dWu <∞ P− p.s ∀ 0 ≤ t ∈ T

On dira alors que le couple (Wt, Xt) est une solution faible de (4.1).

Il est clair, par définition, une solution forte est aussi une solution faible.

Définition 4.4. [31]

L’équation différentielle stochastique (4.1) est dit bien posée si, pour toute condition

initiale ξ ∈ Rn, elle admet une solution faible qui est unique dans le sens de la loi de

probabilité.
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Définition 4.5. [31]

– On dira qu’il y a unicité forte pour l’équation si, pour toutes solutions Xt et Yt, on

a :

P [Xt = Yt ∀t ∈ [0, T ]] = 1

– On dit qu’il y a unicité faible (ou en loi) des solutions de (4.1) si deux solutions

faibles ont toujours même loi i.e, pour tout ξ ∈ Rn, étant données deux solutions

(W 1
t , Xt) et (W 2

t , Yt) de (4.1) telles que X i
0 = ξ, i = 1, 2 les processus (Xt, t ≥ 0)

et(Yt, t ≥ 0) ont même loi.

– On dit qu’il y a unicité trajectorielle des solutions de (4.1) si, pour tout ξ ∈ Rn,

étant données deux solutions (WtXt) et (Wt, Yt) de (4.1) telles X i
0 = ξ, i = 1, 2 on

a Xt = Yt p.s.

4.2 Existence et unicite de solutions (EDS)

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous

des conditions un peu restrictives sur les coefficients b et σ.

Théorème 4.1. [3]

Supposons que les coefficients b et σ satisfont les deux conditions suivantes : On suppose

qu’il existe une constante K positive telle que pour tout t ≥ 0, X, Y ∈ Rn.

H1 Condition de Lipschitz :

| b(t,X)− b(t, Y ) | + | σ(t,X)− σ(t, Y ) |≤ K | X − Y |

H2 Condition de croissance linéaire :

| b(t,X) |≤ K(1+ | X |) , | σ(t,X) |≤ K(1+ | X |)

Alors EDS (4.1) admet, pour toute condition initiale ξ de carrée intégrable (E
(
|ξ|2
)
<∞),

une solution forte (Xt)t∈[0,T ], presque sûrement continue. Cette solution est unique, de plus
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cette solution vérifie :

E
(

sup
0≤t≤T

∣∣X2
t

∣∣) <∞

Pour démontrer l’unicité, on utilise le lemme de Gronwall :

Lemme 4.2. (Lemme de Gronwall)[3]

Soit g : [0, T ]→ R une fonction continue telle que, pour

g(t) ≤ a+ b

∫ t

0

g(s)ds , a ∈ R, b ≥ 0

Alors, pour tout t ∈ R,

g(t) ≤ ae(bt)

Preuve On pose G(t) = a + b
∫ t

0
g(s)ds alors g(t) ≤ G(t) : Si g est continue, G est une

fonction dérivable et

(e−btG(t))
′
= −be−btG(t) + e−btG

′
(t) = −be−btG(t) + bebtg(t) ≤ 0

donc e−btg(t) ≤ e−btG(t) ≤ G(0) = a.

Si g est seulement mesurable bornée, G est continue et vérifie

G(t) = a+ b

∫ t

0

g(s)ds ≤ a+ b

∫ t

0

G(s)ds

donc la même conclusion est vraie. �

Noter que l’espace vectoriel XT muni de la norme ||E
(
sup0≤t≤T |X2

t |
)
|| est complet, où :

XT =
{

(Xt, t ∈ [0, T ]) processus continu et adapté à (Ft) tel queE
(
sup0≤t≤T |X2

t |
)
< +∞

}

Preuve de l’unicité Soit (Wt)t≥0 : Considérons les deux processus (Xt) et (Yt) :

Xt = ξ +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs

Yt = ξ +

∫ t

0

b(s,Ys)ds+

∫ t

0

σ(s,Ys)dWs

On va montrer que Xt = Yt P− p.s
Ce qui revient à montrer que :

E
[

sup
0≤t≤T

(Xt − Yt)2

]
= 0 0 ≤ t ≤ T
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Alors

| Xt − Yt |2 = |
∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dWs −
∫ t

0

b(s, Ys)ds+

∫ t

0

σ(s, Ys)dWs |2

= |
∫ t

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds+

∫ t

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs |2

= 2[|
∫ t

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds |2 + |
∫ t

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs |2]

Comme (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 pour 0 ≤ t ≤ r ≤ T

sup
0≤t≤T

| Xt−Yt |2≤ 2 sup
0≤t≤T

[|
∫ t

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds |2 + |
∫ t

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs |2]

En utilisant l’inégalité de Doob.

E
(
sup0≤t≤T |Xt − Yt|2

)
≤ 2E

[
sup0≤t≤T

∣∣∣∫ t0 (b(s,Xs)− b(s, Ys))ds
∣∣∣2]

+E
[
sup0≤t≤T

∣∣∣∫ t0 (σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs

∣∣∣2]
≤ 2E

[∣∣∣∫ T0 (b(s,Xs)− b(s, Ys))ds
∣∣∣2]

+2× 4E
[∣∣∣∫ T0 (σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs

∣∣∣2]
En utilisant l’inégalité de Cauchy Schwartz,

E
(

sup
0≤t≤T

|Xt − Yt|2
)
≤ 2TE

[∣∣∣∣∫ T

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))ds
∣∣∣∣2
]

+8E

[∣∣∣∣∫ T

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))dWs

∣∣∣∣2
]

≤ (8 ∨ 2T )E
[∫ T

0

|(b(s,Xs)− b(s, Ys))|2 ds

+

∫ T

0

|(σ(s,Xs)− σ(s, Ys))|2 dWs

]
Comme les fonctions b et σ sont Lipschitzienne en espace (Ω,F ,P), on obtient, pour tout

59 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017



4. EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES(EDS)

r ∈ [0, T ]

E
(

sup
0≤t≤T

|Xt − Yt|2
)
≤ (8 ∨ 2T )K2E

[∫ T

0

|Xt − Yt|2 ds
]

≤ C(T,K)E
[∫ T

0

|Xt − Yt|2 ds
]

≤ C(T,K)

∫ T

0

E
(
|Xt − Yt|2

)
ds

≤ C(T,K)

∫ T

0

E
(

sup
r≤s
|Xs − Ys|2

)
ds

Donc

E
(

sup
0≤t≤T

| Xt − Yt |2
)
≤ C(T,K)

∫ T

0

E
(

sup
r≤s
|Xt − Yt|2

)
ds

Le lemme de Gronwall permet d’écrire

E
(

sup
0≤t≤T

|Xt − Yt|2
)
≤ 0eC(T,K)T = 0

⇒ E
(

sup
0≤t≤T

|Xt − Yt|2
)

= 0

⇒ sup
0≤t≤T

|Xt − Yt|2 = 0

⇒ unicite forte �

Preuve Existence de la solution Pour démontrer l’existence d’une solutionX de l’EDS

(4.1) on utilise la méthode des approximations successives dite "méthode d’itération de

Picard". On définit par récurrence une suite de processus (X(n))
X0
t = ξ

X1
t = ξ +

∫ t
0
b(s, ξ)ds+

∫ t
0
σ(s, ξ)dWs

...

Xn+1
t = ξ +

∫ t
0
b(s,Xn

s )ds+
∫ t

0
σ(s,Xn

s )dWs

Par recurrence pour chaque n, Xn
t est continu et adapte, donc le processus σ(t,Xn

t )

l’est aussi. Fixons T > 0 et raisonnons sur [0, T ], nous vérifions d’abord par recurrence

sur n que

∃Cn : ∀t ∈ [0, T ] E
[
(Xn

t )2
]
≤ Cn (4.2)
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Pour n = 0, il n’y a rien a montrer.

Supposons a present que ceci est vrai a l’ordre n − 1 et verifions que cela reste vrai a

l’ordre n.

Le calcul du moment d’ordre deux de l’integrale stochastique se justifie par le fait que

E
[∫ t

0
σ(s,Xn−1

t )2ds
]
< ∞, ce qui decoule de la croissance linèaire et de l’hypothèse de

récurrence.

En utilisant encore la croissance linèaire, on ecrit :

E
[
(Xn

t )2
]
≤ 3(ξ2 + E

[
(

∫ t

0

b(s,Xn−1
s )ds)2

]
+ E

(
[

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )dWs)

2

]
)

≤ 3(ξ2 + tE
[∫ t

0

(b(s,Xn−1
s ))2ds

]
+ E

[∫ t

0

(σ(s,Xn−1
s ))2dWs

]
)

≤ 3(ξ2 + tE
[∫ t

0

(K +K
∣∣Xn−1

s

∣∣)2ds

]
+ E

[∫ t

0

(K +K
∣∣Xn−1

s

∣∣)2dWs

]
)

≤ 3(ξ2 + (t+ 1)E
[∫ t

0

(K +K
∣∣Xn−1

s

∣∣)2ds

]
)

≤ 3ξ2 + 3(t+ 1)E
[∫ t

0

(2K2 + 2(K
∣∣Xn−1

s

∣∣2))ds

]
≤ 3ξ2 + 6T (t+ T )(K2 + 4Cn−1) := Cn

La majoration (4.2) et l’hypothese de croissance linéaire sur σ entrainent que la martingale

locale (
∫ t

0
σ(s,Xn

s )dWs) est une vraie martingale bornée dans L2 pour tout n. On utilisera

ceci pour majorer par recurrence

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣2]
On a

Xn+1
t −Xn

t =

∫ t

0

(b(s,Xn
s )− b(s,Xn−1

s ))ds+

∫ t

0

(σ(s,Xn
s )− σ(s,Xn−1

s ))dWs
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D’où

E
[

sup
0≤s≤t

∣∣Xn+1
s −Xn

s

∣∣2] ≤ 2E

[
sup

0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

(b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u ))du

∣∣∣∣2
+ sup

0≤s≤t

∣∣∣∣∫ s

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))dWu

∣∣∣∣2
]

≤ 2

(
E
[
(

∫ t

0

(
∣∣b(u,Xn

u )− b(u,Xn−1
u )

∣∣)du)2

]
+4 E

[
(

∫ t

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))dWu)
2

])
≤ 2

(
TE
[∫ t

0

(b(u,Xn
u )− b(u,Xn−1

u ))2du

]
+4

[∫ t

0

(σ(u,Xn
u )− σ(u,Xn−1

u ))2dW 2
u

])
≤ 2(T + 4)K2E

[∫ t

0

∣∣Xn
t −Xn−1

t

∣∣2 du]
≤ CTE

[∫ t

0

sup
0≤r≤u

∣∣Xn
r −Xn−1

r

∣∣2 du]
Avec CT = 2(T + 4)K2, posons

gn(u) = sup
0≤r≤u

∣∣Xn
r −Xn−1

r

∣∣2
Ainsi on vient de montrer que

gn+1(t) ≤ CT

∫ t

0

gn(u)du (4.3)

D’autre part, ∀n, gn est bornée sur [0, T ]

En effet, pour n ≥ 0 :

gn(u) ≤ 2(T + 4)K2E
[∫ t

0

∣∣Xn
u −Xn−1

u

∣∣2 du]
≤ 2(T + 4)K2E

[∫ t

0

(2(Xn
u )2 − 2(Xn−1

u )2)du

]
≤ 4T (T + 4)(C2

n + C2
n−1)

g0(t) = ξ2 qu’on appelle C ′T . Une recurrence simple sur (4.3) donne :

gn(t) ≤ C
′

T (CT )n
tn

n!
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Et, en vertu du critere de D’alembert, on obtient
∞∑
n=0

gn(T )
1
2 <∞

Comme la norme de L1 est dominée par la norme de L2, on aura
∞∑
n=0

E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣] <∞
Le theoreme de la convergence monotone nous permet de dire que

E

[
∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣] <∞
Ce qui entraine que p.s.

∞∑
n=0

sup
0≤t≤T

∣∣Xn+1
t −Xn

t

∣∣ <∞
Mais si n,m ∈ N avec n < m :

sup
0≤t≤T

|Xm
t −Xn

t | ≤
m−1∑
k=n

sup
0≤t≤T

∣∣Xk+1
t −Xk

t

∣∣ <∞→ 0

quand n,m→∞
Par suite, p.s. la suite (Xn

t , 0 ≤ t ≤ T )n converge uniformement sur [0, T ] vers un processus

limiteX = (Xt)t≥0 qui est continu et adapte. En effet, on verifie par recurrence que chaque

processus Xn est adapte par rapport a la filtration canonique de B, et donc X l’est aussi.

On a P.p.s.

sup
0≤s≤T

|Xs −Xn
s | = lim

m→∞
sup

0≤s≤T
|Xm

s −Xn
s |

≤
∞∑

k=n+1

sup
0≤s≤T

∣∣Xk
s −Xk−1

s

∣∣
En introduisant la norme L2, on trouve que

E
[

sup
0≤s≤T

|Xs −Xn
s |

2

]
≤

(
∞∑
k=n

gk(T )1/2

)2

→ 0

, et on en déduit que ∫ t

0

σ(s,Xs)dWs = lim
n→∞

∫ t

0

σ(s,Xn
s )dWs
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dans L2 ∫ t

0

b(s,Xs)dWs = lim
n→∞

∫ t

0

b(s,Xn
s )dWs

En effet,

E

[(∫ t

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Y n
s ))dWs

)2
]

= E
(∫ t

0

(σ(s,Xs)− σ(s, Y n
s ))2dWs

)
≤ E

(
K2

∫ t

0

|Xs −Xn
s |

2 ds

)
≤ T 2K2E

[
sup

0≤s≤T
|Xs −Xn

s |
2

]
→ 0

et on procede de la même manière pour b. En passant à la limite dans l’équation de

recurrence pour Xn, on trouve que X est une solution (forte) sur [0, T ]. �

4.3 Equations différentielles stochastiques Neutre (EDSN)

Définition 4.6. [9]

Soit (Ω,F ,Ft,P) un espace de probabilité muni d’une filtration Ft, (Wt)t≥0 un Ft mouve-

ment brownien d-dimensionnel. On appelle équations différentielles stochastiques Neutre

(EDSN) n-dimensionnel l’équation se écrire sous la forme suivant :

d[X(t)−D(Xt)] = f(t,Xt)dt+ g(t,Xt)dWt ∀t0 ≤ t ≤ T (4.4)

Avec pour tout τ > 0 et 0 ≤ t0 < T <∞ on a :

D : C([−τ, 0];Rn)→ Rn

f : [t0, T ]× C([−τ, 0];Rn)→ Rn

g : [t0, T ]× C([−τ, 0];Rn)→ Rn×d

Avec la définition d’Itô, pour tout t0 ≤ t ≤ T l’équation diffrentielle stochastique (4.4)

écrire sous la forme suivant :

X(t)−D(Xt) = X(t0)−D(Xt0) +

∫ t

t0

f(s,Xs)ds+

∫ t

t0

g(s,Xs)dWs (4.5)
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Avec le condition initialle

Xt0 = ξ = {ξ(θ) : −τ ≤ θ ≤ 0} ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn) (4.6)

où :

ξ est Ft0-mesurable et ξ ∈ C([−τ,Rn]) ils variéent stochastique et E(|ξ|2) <∞

Définition 4.7. Si l’équation (4.4) a la solution X(t) ≡ 0 correspondant à la valeur

initiale ξ = 0. Cette solution est appelée solution triviale ou position d’équilibre.

Définition 4.8. [9]

Soit (Ω,F ,Ft,P) un espace de probabilité muni d’une filtration Ft, (Wt)t≥0 un Ft mou-

vement brownien d-dimensionnel. On appelle une équations différentielles stochastiques

Neutre avec retard (EDSN) l’équation se écrire sous la forme suivant :

d[X(t)− D̃(X(t− τ))] = F (t,X(t), X(t− τ))dt+G(t,X(t), X(t− τ))dWt ∀t ∈ [t0, T ]

(4.7)

Avec :

F : [t0, T ]× Rn × Rn → Rn

G : [t0, T ]× Rn × Rn → Rn×d

D̃ : Rn → Rn

Si on définie f(t, ϕ) = F (t, ϕ(0), ϕ(−τ)), g(t, ϕ) = G(t, ϕ(0), ϕ(−τ)) et D(ϕ) = D̃(ϕ(−τ))

pour ϕ ∈ C([−τ, 0],Rn) et t ∈ [t0, T ], alors l’équation (4.7) on peut ècrire comme l’équation

(4.4)

4.4 Stabilité des équations différentielles stochastiques

En 1892 Lypunov introduit le concèpte de stabilité d’un système dynamique. Il définie

la stabilité comme insensibilité de l’état du système à de petits changements dans l’état

initial ou les paramètres du système. Pour une étable système, les trajectoires qui sont

"proches" l’une de l’autre à un instant spécifique devraient donc rester proches l’un de

l’autre à tous les instants ultérieurs. Pour rendre la théorie de stabilité stochastique plus

compréhensible.

Dans cette section on parelle de quelques types de stabilité de solutions d’équations

différentielles stochastques (EDS) (4.1) à la valeur initiale ξ :
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4.4.0.1 Stabilité en probabilité

Définition 4.9. [72]

(i) La solution triviale de l’équation EDS (4.1) est dite stable en probabilité ou sto-

chastiquement stable pour t ≥ 0 si pour tout ε > 0 on a :

lim
ξ→0

P
{

sup
t≥0
|X(t)| > ε

}
= 0

(ii) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastiquement stable si elle

est stochastiquement stable et :

lim
ξ→0

P
{

sup
t→∞
|X(t)| = 0

}
= 1

(iii) On dit que la solution triviale est asymptotiquement stochastiquement stable dans

le large s’il est stochastiquement stable et pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn) on a

P
{

lim
t→∞

X(t) = 0
}

= 1

Définition 4.10. [9]

La solution triviale de équation EDS (4.1) est dite presque sûrement exponentiellement

stable si :

lim
t→∞

sup
1

t
e|Xt| < 0

pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn)

4.4.0.2 Stabilité du pmemoment

Définition 4.11. [59]

Soit p ≥ 2 on dit la solution de EDS (4.1) est stable du pemmoment si pour tout ε > 0 il

existe δ > 0 tq :

E
(

sup
t≥0
|X(t)|p

)
< ε |ξ| < δ

Définition 4.12. [59]

Soit p ≥ 2 on dit la solution de EDS (4.1) est asymptotiquement stable du pemmoment si

stable du pemmoment et pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn) On a

lim
T→∞

E
(

sup
t≥T
|X(t)|p

)
= 0
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4.4.0.3 Stabilité exponentielle du pemmoment

Définition 4.13. [9]

La solution triviale de l’équation EDS (4.1) est dite exponentiellement stable du pemmoment

s’il existe deux constantes positives λ et C telle que :

E|Xt|p ≤ C|X0|pe−λ(t−t0) ∀t ≥ t0

pour tout ξ ∈ L2
Ft0

([−T, 0];Rn)

Si p = 2 cette solution est dite exponentiellement stable de moyenne carée.
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Chapitre 5
Application : Existence, unicité et stabilité

asymptotique d’une équation différentielle

stochastique neutre d’ordre fractionnaire avec

retard infini

5.1 Introduction

Soient H et K deux espaces de Hilbert réel séparables, leurs munissent des normes

| · |H et | · |K . Pour éviter toute confusion on utilise < ·, · > pour le produit intérieur et | · |
pour la norme. Soit {ei}∞i=1 est une base orthonormale de K. Tout au long du chapitre,

on suppose que (Ω,F ,P, F ), (F = {Ft}t≥0) est un espace de probabilité filtré complet

satisfait que F0 contient toute P-ensembles nulles de F .
Supposons W (t) : t ≥ 0 est cylindrique K−mouvement brownien ,On désigne la trace

par Q =
∑∞

i=1 λi = λ <∞ qui satisfait Qei = λiei. Donc, On fait, W (t) =
∑∞

i=1

√
λiWiei

oùWi(t)
∞
i=1 sont des mouvements browniens standards en 1-dimension. On définit L(K,H)

comme l’ensemble des opérateurs borné linéaire A : K → H avec la norme suivante :

|A| =

(
∞∑
i=1

|Aei|2
)1/2

<∞

Il est évident que L(K,H) est un espace de Hilbert muni produit intérieur induite par
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la norme ci-dessus. Soit A ∈ L(K,H) est appelé un opérateur de Hilbert-Schmidt. On

suppose que Ft un outre filtration est engendré par le mouvement brownien cylindrique

W (·), qui est, Ft = σ {W (s); 0 ≤ s ≤ t} ∨ N avec N l’ensemble de P−nulle.
Dans ce chapitre, nous considérons l’équation différentielle stochastique neutre d’ordre

fractionnaire avec retard infini non linéaire sous la forme suivante [59] cDα
0 [X(t) + g(t,X(t− τ(t)))] = AX(t) + f(t,X(t− τ(t))) + σ(t,X(t− ν(t)))dW (t)

dt
t ≥ 0

X0 = ϕ ∈ BF([m(0), 0], H)

(5.1)

Où : A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continue linéaire borné

S(t) pour tout t ≥ 0 dans un espase de HilbertH, f : R+×H → H, σ : R+×H → L(K,H)

sont deux applications mesurables et g : R+×H → H est continue, cDα
0 une dérivée frac-

tionnelle au sense de Caputo, tele que α ∈ (0, 1) et τ(t), ν(t) ∈ C(R+,R+) satisfait

t−τ(t)→∞, t−ν(t)→∞ lorsque t→∞. Soitm(0) = max {infs≥0(s− τ(s)), infs≥0(s− ν(s))}.
Dans cette partie BF([m(0), 0], H) est notée à la famille des variables aléatoires, bor-

nées presque sûrement, F0-mesurabeles continues ϕ(t) : [m(0), 0] → H avec la norme

|ϕ|B = supm(0)≤t≤0 E|ϕ(t)|H . Dans ce chapitre, on suppose que p ≥ 2 est un entier.

Soit A un générateur infinitésimal de semi groupe analytique S(t) dans H, alors pour

tout η > 0 est assez grand on a (A − ηI) est invérsible et generate de semi groupe

analytique bornée, on peut supposer le somi-groupe S(t) est bornée et A est invérsible

donc pour tout 0 < η ≤ 1 on définie (−A)η un l’opérateur linèaire, fermé et invérsible

dans le domaine D(−A)η ce que dense dans H, on notée par |Hη| à l’éspace de Banach

D(−A)η avec la norme |x|η = |(−A)ηx|.

Lemme 5.1. [70]

On suppose que les conditions précédentes sont satisfait.

(a) Soit 0 < η ≤ 1 alors Hη est un espace de Banach.

(b) Si 0 < ν ≤ η alors Hν ⊂ Hη est compact pour tout l’opérateur résolvante de A est

compact.

(c) Pour tout η ∈ (0, 1], il existe un constante positive Cη telle que

||AηS(t)|| ≤ Cη
tη

(5.2)
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On va trouver la solution de l’équation (5.1)

. D’aprés la défintion de dérivée fractionnaire au sens de Caputo 2.3 dans le chapitre 2,

avec 0 ≤ α < 1. On a :

I1−α[
d

dt
[X(t) + g(t,X(t− τ(t)))]] = AX(t) + f(t,X(t− τ(t))) + σ(t,X(t− ν(t)))

dW (t)

dt
(5.3)

D’aprés la défintion de l’ intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouvill 2.1 dans le

chapitre 2, on intégré les deux termes de l’équation (5.3) on obtient :

Iα[I1−α(
d

dt
[X(t)+g(t,X(t−τ(t)))])] = Iα

[
AX(t) + f(t,X(t− τ(t))) + σ(t,X(t− ν(t)))

dW (t)

dt

]
D’aprés la proposition 2.3 avec α = α et α′ = 1 − α, et la linèarité de l’opérateur de

l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (Proposition 2.4), on obtient

I1[
d

dt
[X(t)+g(t,X(t−τ(t)))] = Iα[AX(t)]+Iαf(t,X(t−τ(t)))+Iα[σ(t,X(t−ν(t)))

dW (t)

dt
]

Alors

∫ t

0

d

ds
[X(s) + g(t,X(t− τ(t)))]ds =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1AX(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s,X(s− τ(s)))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1[σ(s,X(s− ν(s)))
dW (s)

ds
]ds

Donc

X(t) + g(t,X(t− τ(t)))− [ϕ(0) + g(0, ϕ)] =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1AX(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s,X(s− τ(s)))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)
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C’est à dire

X(t) = [ϕ(0) + g(0, ϕ)]− g(t,X(t− τ(t))) +
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1AX(s)ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s,X(s− τ(s)))ds

+
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

(5.4)

Lemme 5.2.

Si (5.4) est vérifiée, Alors on a :

X(t) =

∫ ∞
0

ηα(θ)S(tαθ)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθ − g(t,X(t− τ(t)))

−α
∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)AS((t− s)αθ)g(s,X(s− τ(s)))dθds

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)S((t− s)αθ)f(s,X(s− τ(s)))dθds

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)S((t− s)αθ)σ(s,X(s− ν(s)))dθdW (s)

avec ηα est une fonction de densité de probabilité définie sur (0,1) telle que ηα(θ) ≥ 0,

θ ∈ (0,∞), et
∫∞

0
ηα(θ)dθ = 1.

Preuve

Soit λ > 0, et on pose que

ϑ(λ) =

∫ ∞
0

e−λsX(s)ds χ(λ) =

∫ ∞
0

e−λsg(s,X(s− τ(s)))ds

et

ω(λ) =

∫ ∞
0

e−λsf(s,X(s− τ(s)))ds ρ(λ) =

∫ ∞
0

e−λsσ(s,X(s− τ(s)))dW (s)

On applique la transformée de Laplace sur les deux termes de (5.4), on obtient :

ϑ(λ) =
1

λ
[ϕ(0) + g(0, ϕ)]− χ(λ) +

1

λα
Aϑ(λ) +

1

λα
ω(λ) +

1

λα
ρ(λ)

= λα−1(λαI −A)−1[ϕ(0) + g(0, ϕ)]− λα(λαI −A)−1χ(λ)

+(λαI −A)−1ω(λ) + (λαI −A)−1ρ(λ)

= λα−1

∫ ∞
0

e−λ
αsS(s)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]ds− λα

∫ ∞
0

e−λ
αsS(s)χ(λ)ds

+

∫ ∞
0

e−λ
αsS(s)ω(λ)ds+

∫ ∞
0

e−λ
αsS(s)ρ(λ)ds
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(5.5)

Où I l’opérateur identité en H, on considére

ψα(θ) =
1

π

∞∑
n=1

(−1)n−1θ−nα−1 Γ(nα + 1)

n!
sin(nπα)

la transformée de Laplace de ψ est donnée par∫ ∞
0

e−λθψα(θ)dθ = e−λ
α

(5.6)

où α ∈ (0,1)

D’apèrs (5.6), on a

λα−1

∫ ∞
0

e−λ
αsS(s)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]ds =

∫ ∞
0

α(λt)α−1e−(λt)αsS(tα)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dt

=

∫ ∞
0

−1

λ

d

dt
[e−(λt)αs]S(tα)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

θψα(θ)e−λtθS(tα)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθdt

=

∫ ∞
0

e−λt
[∫ ∞

0

ψα(θ)S(
tα

θα
)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθ

]
dt

(5.7)∫∞
0
e−λ

αsS(s)ω(λ)ds

=

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αS(tα)ω(λ)dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αS(tα)e−λsf(s,X(s− τ(s)))dsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα(θ)e−(λtθ)S(tα)e−λstα−1f(s,X(s− τ(s)))dθdsdt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα(θ)e−λ(t+s)S(
tα

θα
)
tα−1

θα
f(s,X(s− τ(s)))dθdsdt

=

∫ ∞
0

e−λt
[
α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)f(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

]
dt

(5.8)
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∫∞
0
e−λ

αsS(s)ρ(λ)ds

=

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αS(tα)ρ(λ)dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αS(tα)e−λsσ(s,X(s− τ(s)))dW (s)dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα(θ)e−(λtθ)S(tα)e−λstα−1σ(s,X(s− τ(s)))dθdW (s)dt

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αψα(θ)e−λ(t+s)S(
tα

θα
)
tα−1

θα
σ(s,X(s− τ(s)))dθdW (s)dt

=

∫ ∞
0

e−λt
[
α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)σ(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθdW (s)

]
dt

(5.9)

Et

λα
∫∞

0
e−λ

αsS(s)χ(λ)ds

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αλαtα−1e−(λt)αS(tα)e−λsg(s,X(s− τ(s)))dsdt

=

∫ ∞
0

[∫ ∞
0

−S(tα)e−λsg(s,X(s− τ(s)))ds

]
de−(λt)α

=

(
e−(λt)α

∫ ∞
0

−S(tα)e−λsg(s,X(s− τ(s)))ds

)
|∞t=0

+

∫ ∞
0

∫ ∞
0

αtα−1e−(λt)αAS(tα)e−λsg(s,X(s− τ(s)))dsdt

=

∫ ∞
0

e−λt
[
g(t,X(t− τ(t))) + α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)AS(
(t− s)α

θα
)g(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

]
dt

(5.10)

D’après (5.5) et (5.7)-(5.10) on a :
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ϑ(λ) =

∫ ∞
0

e−λt
[∫ ∞

0

ψα(θ)S(
tα

θα
)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθ

− g(t,X(t− τ(t)))− α
∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)AS(
(t− s)α

θα
)g(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

+ α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)f(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

+ α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)ρ(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθdW (s)

]
dt

On applique l’inversion de transformation de Laplace, on obtient :

X(t) =

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
tα

θα
)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθ

+ g(s,X(s− τ(s))) + α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)AS(
(t− s)α

θα
)g(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

+ α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)f(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθds

+ α

∫ t

0

∫ ∞
0

ψα(θ)S(
(t− s)α

θα
)ρ(s,X(s− τ(s)))

(t− s)α−1

θα
dθdW (s)

=

∫ ∞
0

ηα(θ)S(tαθ)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]dθ − g(t,X(t− τ(t)))

−α
∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)AS((t− s)αθ)g(s,X(s− τ(s)))dθds

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)S((t− s)αθ)f(s,X(s− τ(s)))dθds

+α

∫ t

0

∫ ∞
0

θ(t− s)α−1ηα(θ)S((t− s)αθ)σ(s,X(s− ν(s)))dθdW (s)

où ηα(θ) = 1
α
θ−1− 1

αψα(θ−
1
α ) ≥ 0 est une fonction de densité de probabilité définie sur

(0,∞). �

D’après le lemme (5.2), nous présentons la définition suivante de solution milde d’équa-

tion (5.1) comme suite :

Définition 5.1. Le processus stochastique {X(t) : t ∈ [0, T ], 0 ≤ T <∞} est appelé la

solution milde d’équation (5.1) si
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(i) X(t) est Ft-adaptée, t ≥ 0.

(ii) X(t) ∈ H est càdlàg sur t ∈ [0, T ] presque sûrement et pour chaque tout t ∈ [0, T ]

la fonction (t− s)α−1ATα(t− s)g(s,X(s− τ(s))) est intégrable, de telle sorte que

X(t) = Sα(t)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]− g(t,X(t− τ(t)))

−
∫ t

0

(t− s)α−1ATα(t− s)g(s,X(s− τ(s)))ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s,X(s− τ(s)))ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

(5.11)

(iii) X0(.) = ϕ ∈ BF([m(0), 0], H)

où

Sα(t)X =

∫ ∞
0

ηα(θ)S(tαθ)Xdθ

Tα(t)X = α

∫ ∞
0

θηα(θ)S(tαθ)Xdθ

On mentionne quelques proprétes de Sα(t) et Tα(t) suivants :

Lemme 5.3.

Si les hypothèses précédentes sur S(t), t ≥ 0 et A sont vérifiée on a :

(i) Sα(t) et Tα(t) sont fortement continues c’est à dire, pour tout X ∈ E, et 0 ≤ t
′
< t

′′

on a.
∣∣Sα(t

′′
)X − Sα(t′)X

∣∣→ 0 et
∣∣Tα(t

′′
)X − Tα(t

′
)X
∣∣→ 0, lorsque t′′ − t′ → 0

(ii) pour tout X ∈ H, β ∈ (0, 1) et η ∈ (0, 1] on a :
a)

ATα(t)X = A1−βTα(t)AβX

(5.12)

b)

|AηTα(t)| ≤ αCη
tαη

Γ(2− η)

Γ(1 + α(1− η))
t ∈ [0, T ]
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Preuve (i) pour tout X ∈ E et 0 ≤ t
′
< t

′′ , on a :∣∣Tα(t
′′
)X − Tα(t

′
)X
∣∣

=

∣∣∣∣α ∫ ∞
0

θηα(θ)S((t
′′
)αθ)Xdθ − α

∫ ∞
0

θηα(θ)S((t
′
)αθ)Xdθ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣α ∫ ∞
0

θηα(θ)[S((t
′′
)αθ)− S((t

′
)αθ)]Xdθ

∣∣∣∣
≤ αM

∫ ∞
0

θηα(θ)
∣∣∣[S((t

′′
)αθ − (t

′
)αθ)− I]X

∣∣∣ dθ
D’après la continuité forte de {S(t)}t≥0 on a

∣∣Tα(t
′′
)X − Tα(t

′
)X
∣∣→ 0 lorsque

t
′′ − t′ → 0, donc {Tα(t)}t≥0 est continue forte, et on prouve de la même manière

pour {Sα(t)}t≥0.

(ii) Pour tout X ∈ E, β ∈ (0, 1) and η ∈ (0, 1],

a) On a

ATα(t)X = α

∫ ∞
0

θηα(θ)AS(tαθ)Xdθ

= α

∫ ∞
0

θηα(θ)A1−βS(tαθ)A1−βXdθ

= A1−βTα(t)AβX

b) Comme ∫ ∞
0

1

θν
ψα(θ)dθ =

Γ(1 + ν
α

)

Γ(1 + α)

Alors ∫ ∞
0

θνηα(θ)dθ =

∫ ∞
0

θ−ανψα(θ)dθ =
Γ(1 + ν)

Γ(1 + αν)
�

Et d’après (5.2), on a :

|AηTα(t)| =

∣∣∣∣α ∫ ∞
0

θηα(θ)AηS(tαθ)Xdθ

∣∣∣∣
≤ α

∫ ∞
0

θηα(θ)
Cη

(tαθ)η
|X| dθ

≤ αCη |X|
(tαη)η

∫ ∞
0

θ1−ηηα(θ)dθ

≤ αCη
tαη

Γ(2− η)

Γ(1 + α(1− η))
|X| t ∈ [0, T ]
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Dans cete chapitre, nous démontrons l’existence, l’unicité et la stabilité de solution d’équa-

tions différentielles stochastiques (5.1), on utilisant la théorème de point fixe de Banach

1.9.

Pour obtient l’existence et la stabilité de la solution à (5.1), On suppose les hypothèses

suivantes :

(H1) Ils existent deux constantes M ≥ 1 et a > 0 tel que |S(t)| ≤Me−at

(H2) Il existe une constante positive L1, pour tout t ≥ 0 et X,Y ∈ H telle que

|f(t,X)− f(t, Y )| ≤ L1|X − Y |

(5.13)

|σ(t,X)− σ(t, Y )| ≤ L1|X − Y |

(H3) Il existe 0 < β < 1 telle que g appartient à Hβ, où (−A)βg est continue et il existe

un constant positive Mg telle que∣∣(−A)βg(t,X)− (−A)βg(t, Y )
∣∣ ≤Mg|X − Y | pour tout t ≥ 0 et X, Y ∈ H

(5.14)

(H4)

θ =

[
4(p−1)|(−A)(−β)|pMp

g + 4p−1Mp
g k(α, β)(

Tαβ

αβ
)p + 4p−1αpMpLp1L

p

+4p−1Cpα
pMpLp1L

′ p
2

]
< 1

Avec Cp = (p(p−1)
2

)
p
2 , Mt =

∫ t
0
θηα(θ)e−at

αθdθ, L =
∫ T

0
Mt−s(t− s)α−1ds

et
∫ T

0
[Mt−s(t− s)α−1]2ds.

(H5) g(t, 0) = 0, f(t, 0) = 0, σ(t, 0) = 0

Il est évident que d’équation (5.1) admet un solution trivial si ϕ = 0 dans l’hypothèse

(H5).

Lemme 5.4. [59]

Soient p ≥ 2, t > 0 et Φ ∈ L(K,H) telle que E
∫ t

0
|Φ(s)|pLds <∞ telle que

sup
0≤s≤t

E
∣∣∣∣∫ s

0

Φ(u)dW (u)

∣∣∣∣p ≤ (p(p− 1)

2

) p
2
(∫ t

0

(E |Φ(s)pL|)
2
pds

) p
2
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5.2 Existence et l’unicité de la solution

Dans cette partie nous allons montrer l’existence et l’unicité de la solution de l’ équa-

tion (5.1).

Théorème 5.5. Soit p ≥ 2 un entier. on supposons que les conditions (H1)-(H4) sont vé-

rifiée, alors l’équations différentielle stochastiques neutre d’ordre fractionnaire non linèaire

(5.1) admet une et une seule solution.

Preuve On note par B l’espace des processus F0-adaptée, φ(t, w) : [m(0), 0] × Ω → R,

continue presque sûrement pour w fixé et elle vérifiant φ(t, w) = φ(t) pour t ∈ [m(0), 0]

et E|φ(t, w)|p → 0 lorsque t → ∞, B est un espce de Banach muni de la norm definit

par |ϕ|B = supt≥0 E|ϕ(t)|pH , on définit un opérateur non linèaire Ψ : B → B telle que

(ΨX)(t) = ϕ(t), t ∈ [m(0), 0] et pour t ≥ 0.

(ΨX)(t) = Sα(t)[ϕ(0) + g(0, ϕ)]− g(t,X(t− τ(t)))

−
∫ t

0

(t− s)α−1ATα(t− s)g(s,X(s− τ(s)))ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s,X(s− τ(s)))ds

+

∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

(5.15)

Il suffit de montrer que l’ opérateur Ψ a un point fixe en H. Pour prouver ce résultat,

on utilise le théorème de point fixe.

D’abord on va vérifier que Ψ(B) ∈ B c’est à dire

i) Ψ est continue du pemmoment sur l’intérvalle [0,∞).

ii) E|(ΨX)(t)|p → 0, lorsque t→∞.

i) On va montre que Ψ est continue du pemmoment sur l’intérvalle [0,∞) : Soit X ∈ B,

pour t1 ≥ 0, et pour |h| est suffisamment petit, on obtient

E |(ΨX)(t1 + h)− (ΨX)(t1)|p ≤ 5p−1

5∑
i=1

E |Fi(t1 + 1)− Fi(t1)|p (5.16)
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On note

E |F1(t1 + h)− F1(t1)|p = E |(Sα(t1 + 1)− Sα(t1))[ϕ(0)− g(0, ϕ)]|p (5.17)

La continuité forte de Sα(t) est impliqué que la côté droite de (5.17) tend vers 0

lorsque |h| → 0, et d’après le lemme 5.3 et l’inégalité de Hõlder 3.3 avec q = p
p−1

et

p = p, le troisième terme de (5.16) devient :

E |F3(t1 + h)− F3(t1)|p

= E
∣∣∣∣∫ t1+h

0

(t+ h− s)α−1(−A)Tα(t1 + h− s)g(s,X(s− τ(s)))ds

−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1(−A)Tα(t1 − s)g(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p

≤ 3p−1E
∣∣∣∣∫ t1+1

t1

(t1 + h− s)α−1(−A)Tα(t1 + h− s)g(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p
+3p−1E

∣∣∣∣∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1](−A)Tα(t1 + h− s)

×g(s,X(s− τ(s)))ds|p

+3p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)α−1(−A)[Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)]

×g(s,X(s− τ(s)))ds|p

≤ 3p−1E
(∫ t1+h

t1

(t+ h− s)α−1
∣∣(−A)1−βTα(t1 + h− s)

∣∣
×
∣∣(−A)βg(s,X(s− τ(s)))

∣∣ ds)p
+3p−1E

(∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1]

×
∣∣(−A)1−βTα(t1 + h− s)

∣∣× ∣∣(−A)βg(s,X(s− τ(s)))
∣∣ ds)p

+3p−1E
(∫ t1

0

(t1 − s)α−1
∣∣(−A)1−β∣∣× |Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)|

×
∣∣(−A)βg(s,X(s− τ(s)))

∣∣ ds)p
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≤ 3p−1k(α, β)Mp
g

(∫ t1+1

t1

(t+ h− s)αβ−1ds

)p−1

×
∫ t1+1

t1

(t+ h− s)αβ−1E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1k(α, β)Mp
g ×

(∫ t1

0

(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

(t+ h− s)α(β−1)
ds

)p−1

×
∫ t1

0

(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

(t+ h− s)α(β−1)
E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1εpMp
g

∣∣(−A)1−β∣∣p(∫ t1

0

(t1 − s)α−1ds

)p−1

×
∫ t1

0

(t1 − s)α−1E |X(s− τ(s))|p ds

≤ 3p−1k(α, β)Mp
g

(
hαβ

αβ

)p−1

×
∫ t1+h

t1

(t1 + h− s)αβ−1E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1k(α, β)Mp
g ×

(∫ t1

0

(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

(t1 + h− s)α(β−1)
ds

)p−1

×
∫ t1

0

(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

(t+ h− s)α(β−1)
E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1εpMp
g

∣∣(−A)1−β∣∣p(tα1
α

)p−1

×
∫ t1

0

(t1 − s)α−1E |X(s− τ(s))|p ds

(5.18)

où : k(α, β) =
αpΓp1+βC

p
1−β

Γp
(1+αβ)

. Etant donné que ε est suffisamment petit, le côté droit de

l’équation (5.18) tend vers zéro lorsque |h| → 0.

On considére que

E |F4(t1 + h)− F4(t1)|p

= E
∣∣∣∣∫ t1+h

0

(t+ h− s)α−1Tα(t1 + h− s)× f(s,X(s− τ(s)))ds

−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1Tα(t1 − s)f(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p
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≤ 3p−1E
∣∣∣∣∫ t1+h

t1

(t1 + h− s)α−1Tα(t1 + h− s)

×f(s,X(s− τ(s)))ds|p

+3p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1]

×Tα(t1 + h− s)f(s,X(s− τ(s)))ds|p

+3p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)α−1[Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)]f(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p

≤ 3p−1E
(∫ t1+h

t1

(t1 + h− s)α−1 |Tα(t1 + h− s)| × |f(s,X(s− τ(s)))| ds
)p

+3p−1E
(∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1]

× |Tα(t1 + h− s)| × |f(s,X(s− τ(s)))| ds)p

+3p−1E
(∫ t1

0

(t1 − s)α−1 |Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)|

× |f(s,X(s− τ(s)))| ds)p

D’aprés l’inégalité de Hõlder 3.3 avec q = p
p−1

et p = p, on obtient :

≤ 3p−1Lp1M
pαp

(∫ t1+h

t1

Mt1+h−s(t1 + h− s)α−1ds

)p−1

×
∫ t1+h

t1

Mt1+h−s(t1 + h− s)α−1 × E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1Lp1M
pαp ×

(∫ t1

0

Mt1+h−s
[
(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
ds

)p−1

×
∫ t1

0

Mt1+h−s
[
(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1εpLp1

(
tα1
α

)p−1

×
∫ t1

0

(t1 − s)α−1E |X(s− τ(s))|p ds

Par conséquence, le côté droit de l’ équation ci-dessus tend vers zéro lorsque |h| → 0

et ε suffisamment petit. De plus, on a

E |F5(t1 + h)− F5(t1)|p

= E
∣∣∣∣∫ t1+h

0

(t+ h− s)α−1Tα(t1 + h− s)× σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

−
∫ t1

0

(t1 − s)α−1Tα(t1 − s)σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

∣∣∣∣p
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≤ 3p−1E
∣∣∣∣∫ t1+h

t1

(t1 + h− s)α−1Tα(t1 + h− s)

×σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)|p

+3p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1]

×Tα(t1 + h− s)σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)|p

+3p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)α−1[Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)]

×σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)|p

≤ 3p−1CpE
(∫ t1+h

t1

(t1 + h− s)2(α−1) [Tα(t1 + h− s)|2

× |σ(s,X(s− ν(s)))|2 ds
) p

2

+3p−1E
(∫ t1

0

[(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1]2 × |Tα(t1 + h− s)|2

× |σ(s,X(s− ν(s)))|2 ds
)P

2

+3p−1CpE
(∫ t1

0

(t1 − s)2(α−1) × |Tα(t1 + h− s)− Tα(t1 − s)|2

× |σ(s,X(s− ν(s)))|2 ds
) p

2

D’aprés l’inégalité de Hõlder 3.3 avec q = p
p−2

et p = p
2
, on obtient :

≤ 3p−1CpL
p
1M

pαp ×
(∫ t1+h

t1

(Mt1+h−s(t1 + h− s)α−1)
p

(p−2)ds

) p−2
2

×
∫ t1+h

t1

(Mt1+h−s(t1 + h− s)α−1)
p
2E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1CpL
p
1M

pαp

×
(∫ t1

0

(Mt1+h−s
[
(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
)

p
p−2ds

) p−2
2

×
∫ t1

0

Mt1+h−s
[
(t1 + h− s)α−1 − (t1 − s)α−1

]
)
p
2 × E |X(s− τ(s))|p ds

+3p−1εpCpL
p
1

t pα−2
p−2

1
pα−2
p−2


(p−2)

2

×
∫ t1

0

(t1 − s)
p(α−1)

2 E |X(s− τ(s))|p ds

Donc le côté droit de l’équation ci-dessus tend vers zéro lorsque |h| → 0, en même fa-

çon on montre que F2 → 0 lorsque |h| → 0. Ainsi Ψ(B) est continue du pemmoment
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en [0,∞).

ii) On va montre que E|(ΨX)(t)|p → 0, lorsque t→∞ :

E |(ΨX)(t)|p ≤ 6p−1E |Sα(t)ϕ(0)|p + 6p−1E |Sα(t)g(0, ϕ)|p

+6p−1E |g(t,X(t− τ(t)))|p

+6p−1E
∣∣∣∣∫ t1

0

(t1 − s)α−1(−A)Tα(t1 − s)× g(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p
+6p−1E

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)f(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣∣p
+6p−1E

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)× σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

∣∣∣∣p
(5.19)

En utilisant les hypothèses (H1), (H3) et (H4) pour on montre que E |(ΨX)(t)|p → 0

lorsque t→∞. On a :

6p−1E |Sα(t)ϕ(0)|p ≤ 6p−1Mp

(∫ ∞
0

ηα(θ)e−αt
αθdθ

)p
|ϕ|pB → 0 lorsque t→∞

6p−1E |Sα(t)ϕ(0, ϕ)|p ≤ 6p−1Mp

(∫ ∞
0

ηα(θ)e−αt
αθdθ

)p ∣∣(−A−β)
∣∣pMp

g |ϕ|
p
B

→ 0 lorsque t→∞

6p−1E |g(t,X(t− τ(t)))|p ≤ 6p−1
∣∣(−A−β)

∣∣pMp
gE |X(t− τ(t))|p

(5.20)

Pour X(t) ∈ B et pour ε > 0 il existe t1 > 0 telle que E |X(t− τ(t))|p ≤ ε pour

t ≥ t1. Donc

6p−1E |g(t,X(t− τ(t)))|p → 0 lorsque t→∞ (5.21)

Pour le quatrième côté de (5.19) on a :
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6p−1E
∣∣∣∫ t0 (t− s)α−1(−A)Tα(t− s)g(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣p
≤ 6p−1E

(∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣(−A)1−βTα(t− s)

∣∣
×
∣∣(−Aβ)g(s,X(s− τ(s)))

∣∣ ds)p
≤ 6p−1k(α, β)Mp

g

(∫ t

0

(t− s)αβ−1

)p−1

×
∫ t1+h

0

(t− s)αβ−1E |X(s− τ(s))|p

≤ 6p−1k(α, β)Mp
g

(
Tαβ

αβ

)p−1

×
∫ t1+h

0

(t− s)αβ−1E |X(s− τ(s))|p ds

→ 0 si t→∞

(5.22)

Pour le cinquième côté de (5.19) on a :

6p−1E
∣∣∣∫ t0 (t− s)α−1Tα(t− s)f(s,X(s− τ(s)))ds

∣∣∣p
≤ 6p−1E

(∫ t

0

(t− s)α−1 |Tα(t− s)|

× |f(s,X(s− τ(s)))| ds)p

≤ 6p−1Lp1M
pαp ×

(∫ t

0

Mt−s(t− s)α−1ds

)p−1

×
∫ t

0

Mt−s(t− s)α−1E |X(s− τ(s))|p ds

Pour le sixième côté de (5.19) on a

6p−1E
∣∣∣∫ t0 (t− s)α−1Tα(t− s)× σ(s,X(s− ν(s)))dW (s)

∣∣∣p
≤ 6p−1CpE

∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)2(α−1) |Tα(t− s)|2

× |σ(s,X(s− ν(s)))|2 ds
∣∣ p2

≤ 6p−1CpL
p
1M

pαp

×
(∫ t

0

[Mt−s(t− s)α−1]
p
p−2ds

) p−2
p

×
∫ t

0

Mt−s(t− s)α−1E |X(s− τ(s))|p ds
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(5.23)

Alors ( 5.23) tend à zéro lorsque t→∞, Donc E |ΨX(t)|p → 0 lorsque t→∞,

En conclure que Ψ(B) ∈ B
Enfin, on va montre que Ψ est contractant. En effet, pour tout X, Y ∈ B, on a

supt∈[0,T ] E |(ΨX)(t)− (ΨY )(t)|p

≤ 4p−1 sup
t∈[0,T ]

E |g(s,X(s− τ(s)))− g(s, Y (s− τ(s)))|p

+4p−1 sup
t∈[0,T ]

E
∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)× [g(s,X(s− tau(s)))− g(s, Y (s− τ(s)))]ds

∣∣∣∣p
+4p−1 sup

t∈[0,T ]

E
∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)× [f(s,X(s− τ(s)))− f(s, Y (s− τ(s)))]ds

∣∣∣∣p
+4p−1 sup

t∈[0,T ]

E
∣∣∣∣∫ t

0

(t− s)α−1Tα(t− s)× [σ(s,X(s− ν(s)))− σ(s, Y (s− τ(s)))]dW (s)

∣∣∣∣p
≤ 4p−1

∣∣(−A)−β
∣∣pMp

g sup
t∈[0,T ]

E |X(t)− Y (t)|p

+4p−1 sup
t∈[0,T ]

E
(∫ t

0

(t− s)α−1
∣∣(−A)1−βTα(t− s)

∣∣× ∣∣(−A)β [g(s,X(s− τ(s)))

−g(s, Y (s− τ(s)))]| ds)p

+4p−1 sup
t∈[0,T ]

E
(∫ t

0

(t− s)α−1 |Tα(t− s)| × |f(s,X(s− τ(s)))− f(s, Y (s− τ(s)))| ds
)p

+4p−1Cp sup
t∈[0,T ]

E
(∫ t

0

(t− s)2(α−1) |Tα(t− s)|2 × |σ(s,X(s− ν(s)))

−σ(s, Y (s− ν(s)))|2 ds
) p−2

p

≤
[
4p−1

∣∣(−A)−β
∣∣pMp

g + 4p−1Mp
g k(α, β)

(
Tαβ

αβ

)p
+4p−1Lp1L

pMpαp + 4p−1CpL
p
1L
′ p
2MpαpE |X(t)− Y (t)|p

]
sup
t∈[0,T ]

E |X(t)− Y (t)|p

(5.24)

Par conséquent, Ψ est une application contractant, donc il existe un point fixe unique,

qui est une solution milde de (5.1). �

85 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2016–2017



5. APPLICATION : EXISTENCE, UNICITÉ ET STABILITÉ ASYMPTOTIQUE D’UNE ÉQUATION
DIFFÉRENTIELLE STOCHASTIQUE NEUTRE D’ORDRE FRACTIONNAIRE AVEC RETARD INFINI

5.3 Stabilité de la solution

Dans cette partie nous allons établir la stabilité asymptotique de la solution milde de

l’équation (5.1).

Théorème 5.6. Soit p ≥ 2 un entier. on supposons que les condutions (H1)-(H4) sont vé-

rifiée, alors l’équations différentielle stochastiques neutre d’ordre fractionnaire non linèaire

(5.1) est assymptotiquement stable du pemmoment.

Preuve

Pour montrer la stabilité asymptotique de la solution milde de (5.1), la première étape,

on va montre la stabilité dans pemmoment.

Soit ε > 0, on choisis δ > 0 tel que δ < ε satisfait(
6p−1[Mp +Mp

∣∣(−A)−β
∣∣pMp

g ]δ + 6p−1
[∣∣(−A)−β

∣∣pMp
g + Mp

g k(α, β)

(
Tαβ

αβ

)p
+ Lp1L

pMpαp + CpL
p
1L
′ p
2Mpαp

]
ε
)
< ε

Si X(t) = X(t, ϕ) une solution mild de (5.1) avec |ϕ|pB < δ telle que (ΨX)(t) = X(t)

satisfait : E |X(t)|p < ε pour t ≥ 0. On note que E |X(t)|p < ε pour t ∈ [m(0), 0]. S’il exist

t̄, telle que E |X(t̄)|p = ε et E |X(s)|p < ε pour s ∈ [m(0), t̄], on a :

E |X(t̄)|p ≤ 6p−1[Mp(ηθe
−αtαθ)p +Mp(ηα(θ)e−αt

αθ)p
∣∣(−A)−β

∣∣pMp
g ]δ

+6p−1

[∣∣(−A)−β
∣∣pMp

g +Mp
g k(α, β)

(
Tαβ

αβ

)p
+ Lp1L

pMpαp + CpL
p
1L
′ p
2Mpαp

]
ε

< ε

(5.25)
�

Ce qui contre dit la définition de t̄. Par conséquent, le solution milde de (5.1) est asymp-

totiquement stable du pemmoment.

En particulier, lorsque p = 2 du théorème 5.5, on obtenir les résultats suivants :

Théorème 5.7. [59]

On supposons que les conditions (H1)-(H3) détiennent. Alors, l’équation (5.1) est asymp-

totiquement stable du moyenne carré si 4M2
g [
∣∣(−A)−β

∣∣2+V (α, β)
(
Tαβ

αβ

)2

]+4αpMpL2
1[L2+
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L
′
] < 1 où : V (α, β) = α2Γ2

(1+β)C
2
1−β/Γ

2
(1+αβ) lorsque g ≡ 0, p = 2 se réduit que (5.1) de

la forme suivante cDα
0X(t) = AX(t) + f(t,X(t− τ(t))) + σ(t,X(t− ν(t)))dW

dt
t ≥ 0

X0 = ϕ ∈ BF([m(0), 0], H)

(5.26)

D’aprés des théorèmes 5.5 et 5.7 on peut facilement obtenir les résultats suivants :

Corollaire 5.8. [59]

On suppose qui (H1) et (H2) sont vérifiées alors l’équation (5.11) est asymptotiquement

stable du moyenne carré si 2α2M2L2
1[L2 + L

′
] < 1.

5.4 Exemple

Exemple 5.1. Considérons l’équation différentielle partielle fractionnée stochastique non

linéaire avec retard infini sous la forme suivante
cD[u(t, y) + ĝ(t, u(t− τ, y))] = ∂2u(t,y)

∂y2
+ f̂(t, u(t− τ, y)) + σ̂(t, u(t− τ), y)dW

dt

u(t, 0) = u(t, π) = 0

u(t, y) = φ(t, y) y ∈ [0, π], t ≤ 0

(5.27)

oùW (t) désigne un processus de Wiener cylindrique standard et un mouvement brow-

nien un-dimensionne standard, pour écrire le système (5.27) à la forme (5.1), on considère

l’éspace H = K = L2[0, π], on définie l’opérateur A : D(A) ⊂ H → H avec Aw = w
′′

dans le domaine

D(A) =
{
w ∈ X;w,w

′
est absolument continue w

′′ ∈ X, w(0) = w(π) = 0
}

Aw =
∞∑
n=1

n2(w,wn)wn, w ∈ D(A)

où : wn(s) =
√

2 sin(ns), n = 1, 2, . . . est l’ensemble orthogonal de vecteurs propres de A.
On sait que A un générateur de semi-groupe analytique compact S(t), t ≥ 0 dans X et

S(t)w =
∞∑
n=1

e−n
2t(w,wn)wn
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Il est bien connu que |S(t)| ≤ e−π
2t, on prend p = 2, M = 1 on peut obtenir l’inégalité

4[
∣∣(−A)−β

∣∣2 + V (α, β)
(
παβ

αβ

)2

+ α2L2
1(L2 + L

′
)] < 1. De plus, si on suppose que des

conditions appropriées de ĝ, f̂ et σ̂ pour vérifier les hypothèses de Théorème 5.7, on peut

conclure que la solution milde de (5.27) est asymptotiquement stable du moyenne carré .
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Conclusion

Le formalisme de la dérivation fractionnaire consiste á généraliser la notion de la déri-

vation aux ordres non entiers. L’étude de quelques phénomène en sciences physiques et en

sciences pour l’ingénieur ont fait apparaître l’intégration d’ordre un demi dans les équa-

tions de chaleur. Dès lors, les développements ont été nombreux et différentes définitions

de la dérivation non entier ont été établies, telles que la dérivée d’ordre fractionnaire au

sens de Riemmann-liouville et au sens de Caputo.

L’approche de Caputo permet de considérer des conditions initiales faciles à interpré-

ter, car les problèmes appliqués en visco-élasticité, mécanique des solides et en rhéologie,

exigent des conditions initiales physiquement interprétables par des dérivées classiques,

ce qui n’est pas le cas dans la modélisation par l’approche de Riemann-Liouville qui exige

la connaissance des conditions initiales des dérivées fractionnaires.

Dans ce travail, nous avons présenté des notions générales et quelques définitions et

notions préliminaires essentielles, utilisées dans la dérivation fractionnaire, et quelques

propriétés de l’intégration et la dérivation de différents types d’ordre fractionnaire et

calcul stochastique .

Comme application, nous avons développé un travail de Sakhtivel et al.(2012) sur

l’existence, l’unicité et la stabilité asymptotique d’une équation différentielle stochastique

neutre d’ordre fractionnaire avec retard infini.

Nous avons utilisé la théorie du point fixe de Banach et la théorie de somi groupe et le

calcul stochastique pour démontrer l’existence, l’unicité, et la stabilité asymptotique de

la solution.
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Comme perspectives de ce travail, on peut étudier :

1. L’existence et la stabilité de la solution par le théorème de point fixe de Krasnoselskii.

2. L’existence et la stabilité de la solution pour une équation impulsive par le théorème

de point fixe de Krasnoselskii.
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