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Introduction

En mathématiques, les inclusions différentielles sont une généralisation du concept
d’équation différentielle ordinaire de la forme8<

: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(0.1)

où F est une application multivoque, c’est-à-dire que F (t, x) est un ensemble plutôt qu’un
seul point dans Rn. Les inclusions différentielles surviennent dans de nombreuses situations,
y compris les inégalités variationnelles différentielles, les systèmes dynamiques projetés, le
processus de balayage de Moreau, les systèmes dynamiques de complémentarité linéaire et
non linéaire, les équations différentielles ordinaires discontinues, les systèmes dynamiques
de commutation et l’arithmétique des ensembles flous [29], [30].

L’objective principal de ce mémoire est l étude quelques résultats d’existences des soul-
tios d’inclusions différentielles par la méthode de la cathégoré de Baire et ses applications
dans les espaces de Banach de dimensions finies et infinies, ou F n’est pas a valeur convexe
[30], [24], [18].

Ce mémoire se compose de trois chapiters. Le premier chapitre sera consacré à des
définitions et des notions générales dont on aura besoin dans les autres chapitres, le
deuxiéme chapitre contient deux sections. Dans la premiére nous avons étudier les problèmes
de Cauchy suivantes en dimension fini et infini8<

: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(0.2)
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où E est un espace de Banach réflexif séparable, F un multifonction continue définie sur un
sous-ensemble ouvert non vide de R×E avec des valeurs dans l’espace des sous-ensembles
bornés convexes fermés de E avec un intérieur non vide
et 8<

: ẋ ∈ extF (t, x)
x(t0) = x0

(0.3)

où extF (t, x) désigne l’ensemble des points extrêmes de F (t, x). On remarque que, en
général, l’ensemble extF (t, x) n’est pas fermé et la fonction (t, x)→ extF (t, x) n’ est pas
continue.

Par exemple Plis, l’ensemble des solutionsMextF de (2.1) est en général, non dense dans
l’ensemble des solutionsMF de (2.2). Cependant, nous montrerons queMextF n’est pas
vide et se rapproche de certains sous-ensembles significatifs deMF . Plus spécifiquement,
nous doit prouver que, pour toute sélection f de F dans une classe admissible, qui
comprend localement les sélections de α -Lipschitz, si l’on note Pf , l’ensemble des solutions
de problème du Cauchy 8<

: x′ = f(t, x)
x(t0) = x0

(0.4)

alors nous avons que l’ensembleMextF a une intersection non vide avec chaque quartier
de Pf .

En dimension finie ce type de résultat d’approximation a été établi par Pianigiani [38],
en utilisant la technique d’Antosiewicz et Cellina [1]. Pour des résultats antérieurs voir
Filippov [24] et Wazcwski [43].

L’approche utilisée ici est une variante de la méthode des catégories de Baire introduit
dans [15], [16], [17] afin de prouver l’existence de solutions pour inclusions différentielles
en absence de convexité, dans les espaces de Banach. Nous mentionnons que récemment,
cette méthode a été améliorée par Bressan et Colombo [6], qui ont obtenu un théorème
d’existence contenant a la fois le théorème d’existence de [17] et théorème de Filippov [25].
dans le deuxiéme Nous avons etudier les même problèmes de la section précédente avec F
est compact, on montre que l’ensembleMextF des solutions du problème (2.1) n’est pas
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vide. Notons d’ailleurs que, comme extF (t,x) n’est pas forcément fermé,
le théorème d’existence mentionné ci-dessus est nouveau également en dimension finie,
Théoréme de Filippov. En fait, l’existence de solutions au problème découle aussitôt d’un
résultat de densité qui est d’un intérêt indépendant (voir Théoréme 2.3 ). Ces théorèmes
de densité se révèlent utiles. En effet, en les utilisant, il est possible de montrer que sous
une condition d’invariance sur le flux, l’inclusion différentielle (2.1) admet une solution
périodique qui réglé une question retour a Cellina [7].

Dans le trois-iéme chapitre, ona deux sections la premiére conserne la condition que F
est Caratheodory, le deuxiéme prouve quelques extensions et applications [37].

Les Mots clés : inclusion différentielle, espace de Baire, les ponts extrêmes, la fonction
de choquet.
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                                                                                                                               ملخص

      مختلفة  بشروط  وغير منتهية لاحتواء التفاضلي في ابعاد منتهيةالهدف من هذه المذكرة هو دراسة وجود حلول ا

                                                                 . المشاكل على متعدد الوظائف وتطبيق هذه النتائج على بعض 

                                                                                                                          

, فضاء بير , النقاط المتطرفة , دالة شوكي . التفاضلي الاحتواء   الكلمات المفتاحية      

                

Résume 

    L’objectif de ce mémoire est d’étudier  l’existence des solutions  d’inclusions différentielles  

en dimension finie et infinie avec différentes conditions sur un multifonction  F et applique  

ces résultats sur quelques problèmes. 

Les mots clés : inclusion différentielle, espace de Baire, les points extrêmes, la fonction de  

choquet. 

 

Abstracts 

      The objective of  this  thesis  is to study the existence of the solutions of différential  

inclusions  in finite and infinite dimension with different conditions on a multifunction F 

and apply  these  results on some problems. 

Key words :  differential inclusion, Baire space, extreme points, the choquet function. 
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0.1 Notations mathématique

extF (t, x) l’ensemble des points extrêmes de F (t, x).
MF l’ensemble des soulutions de

8<
: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(0.5)

MextF l’ensemble des soulutions de
8<
: ẋ ∈ extF (t,x)
x(t0) = x0

(0.6)

Pf l’ensemble des soulutions de 8<
: x′ = f(t,x)
x(t0) = x0

(0.7)

B(x0, r) la boule ouvert de center x0 et de rayon r.
B̃(x0, r) la boule fermé de center x0 et de rayon r.
S(x0, r) la sphére de center x0 et de rayon r.
Gδ est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts.
P(Y ) = {A ⊂ Y, A 6= ∅}.
H(Y ) = {A ⊂ P(Y ), A est fermé }.
Hc(Y ) = {A ⊂ P(Y ), A est fermé, convexe }. ∂F (t, x) désigne la frontiére de lF (t, x).
coF l’envlope convexe de F .
MF l’ensemble de toutes les mesures de Radon sur K.
E(f) désigne l’epigraphe de f .
A désigne l’ensemble de toutes les fonctions continues affines.
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Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Quelques notions topologiques

Définition 1.1. (Espace topologique[37])
Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble τ de parties de X, i.e.
τ ⊂ P(X), vérifiant les propriétés suivantes :

(i) ∅, X ∈ τ ;

(ii) Si U, V ∈ τ , alors U ∩ V ∈ τ ;

(iii) Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à τ , alors ∪
i∈I
Ui ∈ τ .

L’ensemble X, muni de la topologie τ , est appelé espace topologique. On notera
quelque fois (X, τ) un tel espace.

Définition 1.2. (Espaces métriques[37])
Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d : X ×X −→ R+

(x, y) −→ d(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes :

(1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;

(2) d(x, y) = d(y, x) ;

11



1. PRÉLIMINAIRE

(3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

L’ensemble X muni de la distance d est appelé espace métrique, on notera quelque
fois (X, d). Le nombre réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Définition 1.3. [37] Soient (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0.

(1) On appelle boule ouverte de centre x0 et de rayon r l’ensemble :

B(x0, r) = {x ∈ X; d(x, x0) < r};

(2) On appelle boule fermée de centre x0 et de rayon r l’ensemble :

B̃(x0, r) = {x ∈ X; d(x0, x) ≤ r};

:
B(x0, r) = {x ∈ X; d(x, x0) < r};

(3) On appelle la Sphére de centre x0 et de rayon r l’ensemble :

S̃(x0, r) = {x ∈ X; d(x0, x) = r};

(4) Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) converge vers un élément x0 de X si et seulement si,
pour tout ε > 0, il existe nε ∈ N tel que pour tout n ≥ nε, on ait d(xn, x0) < ε ;

(5) Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe
n0 ∈ N tel que pour tout n,m ∈ N vérifiant n ≥ n0 et m ≥ n0, on ait d(xm, xn) < ε.

Définition 1.4. (Gδ ensemble[25] )
Un ensemble Gδ (lire "G delta") est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts.

Proposistion 1.1. [25]

(1) L’intersection dénombrable d’ensembles Gδ est un ensemble Gδ.

(2) l’union finie d’ensembles Gδ est un ensemble Gδ.

Définition 1.5. (Espace métrique complet[37] )
Soient (X, d) un espace métrique.

12 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

(1) On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.

(2) Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est
un espace métrique complet.

Définition 1.6. (Espace vectoriels normés[7])
Soit X un espace vectoriel sur le corps K=(R où C). On appelle norme sur l’espace vectoriel
X toute fonction, notée x −→ ‖x‖ , possédant les propriétés suivantes :

(1) Posivité : ∀x ∈ X ‖x‖ ≥ 0, pour x 6= 0, ‖0‖ = 0 ;

(2) Transformation par les homothéties : ∀λ ∈ K,∀x ∈ X ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ;

(3) Inégalité de convexité : ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
Un espace X muni d’une telle norme, est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.7. (Espace de Banach)[9]
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c’est-à-dire si toute suite de
Cauchy dans X est convergente (par rapport à la topologie définie par la distance associée
à la norme).

Lemme 1.1. (Lemme de Mazur, 1905-1981)[26].
Soit E un espace de Banach. Si (xn) converge faiblement vers x dans E, alors pour tout n
il existe yn, combinaison convexe des (xn), tel que la suite (yn) converge fortement vers x.

1.2 Espace réflixif et Séparable

Soit X un espace de Banach, X ′ son dual muni de la norme duale et soit X ′′ son bidual,
c’est-à-dire le dual de X ′, muni de la norme ‖ψ‖ = sup

f∈X′,‖f‖≤1
|〈ψ, f〉|

On considère l’injection canonique J de X dans X ′′ par :

J : X −→ X ′′

x −→ J(x) = Jx

13 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

où Jx définie par :
Jx : X ′ −→ R

f −→ Jx(f)
L’application J est une isométrie injective de X dans X ′′.

Définition 1.8. [7]
On dit que X est réflexif si l’isométrie canonique J est surjective de X sur X ′′. Ceci signifie
que pour toute application linéaire continue ψ : X ′ → R, il existe x ∈ X tel que ψ = Jx,
c’est-à-dire ∀f ∈ X ′, 〈ψ, f〉 = Jx(f).

Définition 1.9. [7]
On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble D ⊂ X

dénombrable et dense.

Définition 1.10. (Topologie faible)[7] Soit X un espace de Banach et soit f ∈ X ′, on
désigne par :

ϕf : X −→ R

l’application définie par :
ϕf (x) = 〈f, x〉 .

Lorsque f décrit X ′ on obtient une famille (ϕf )f∈X′ d’applications de X dans R.
La topologie faible σ(X,X ′) sur X est la topologie la moins fine sur X rendant continues
toutes les applications (ϕf )f∈X′ .

Définition 1.11. (métrique de hausdorff)[21]
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de X.
i) Pour tout a ∈ X et C ∈ P(X) on définit la distance entre a et C par :

d(a, C) = inf{d(a, b) : b ∈ C}, d(a, ∅) = +∞.

ii) On définit la distance entre A et B par :

H∗d(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A}.

iii) On considére la distance pseudo-métrique de Hausdorff

Hd : P(Rn)× P(Rn) −→ R+ ∪ {+∞}

14 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

définie par :
Hd(A,B) = max(H∗d(A,B), H∗d(B,A)).

Donc (Pb,f (Rn) , Hd) est un espace métrique et (Pf (Rn) , Hd) est un espace métrique
généralisé.
D’aprés cette définition, on peux facilement vérifier les propriétés suivantes :
−Hd(A,A) = 0, pour tout A ∈ P(X),
−Hd(A,B) = Hd(B,A), pour tout A,B ∈ P(X),
−Hd(A,B) ≤ Hd(A,C) +Hd(C,B), pour tout A,B,C ∈ P(X).

Lemme 1.2. (Caractérisation de la métrique de Hausdorff)[21]
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux parties de X. Pour chaque ε > 0, considérons
les ensembles :

Aε = {a ∈ X : d(a,A) < ε} et Bε = {b ∈ X : d(b, B) < ε}

alors
H∗d(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Bε}, H∗d(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}

et
Hd(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε, A ⊂ Bε}.

1.3 Quelques définitions d’analyse multivoque

Soit Y un espace vectoriel topologique de Hausdorff. Nous désignons par
P(Y ) = {A ⊂ Y, A 6= ∅}.
H(Y ) = {A ⊂ P(Y ), A est fermé }.
Hc(Y ) = {A ⊂ P(Y ), A est fermé, convexe }.

Soit X un espace topologique de Hausdorff et soit F : X → P(Y )

Définition 1.12. [21] Une multi-fonction (ou application multivoque) (ou multi-
application)
F d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X
un sous-ensemble F (x) de Y . On notera F : X −→ P(Y ) (les notations F : X −→ 2Y et
F : X ( Y sont aussi utilisées dans la littérature).

15 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

Exemple 1.1. [21] 1) F : R→ P(R) une multifonction définie par :

F (x) =

8>>><
>>>:

{1} , x > 0

{−1, 1} , x = 0

{1} , x < 0

2) F : R→ P(R) une multifonction définie par :

F (x) =

8>>><
>>>:

{x+ 1} , x > 0

[−1, 1] , x = 0

{x− 1} , x < 0

Définition 1.13. [21] On appelle graphe de la multi-fonction F , l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X × Y . On dira aussi que F est fermée.

Définition 1.14. [21] On appelle image de F l’union des images F (x)

Im(F ) = ∪
x∈X

F (x)

et le domaine de F l’ensemble

DomF = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}.

Définition 1.15. [22] On dit que F est semi-continu supérieurement (s.c.s) en x0 ∈ X si
pour tout voisinage N de F (x0), il existe un voisinage M de x0 tel que F (M) ⊂ N.

Définition 1.16. [22] On dit que F est semi-continu inférieurement (s.c.i) en x0 ∈ X si
pour tout y0 ∈ F (x0) et tout voisinage U de y0 il existe un voisinage V de x0 tel que :
F (x)TU 6= ∅, pour tout x ∈ V.
Définition 1.17. [22] Une fonction F est dite continue en x0 si elle est a la fois (s.c.s) et
(s.c.i) en x0. F est continue(s.c.s) ou (s.c.i) dans un ensemble A ⊂ X s’il en est ainsi en
tout point de A.

16 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

Proposistion 1.2. [22] Soit F : X → H(Y ) (s.c.s) Alors le graphe de F est fermé en
X × Y.

Preuve Soit (xn, yn)n∈N ⊂ Graph(F ) une suite convergeant vers (x0, y0) ∈ X×Y . Soit U
un voisinage de F (x0). Comme F est (s.c.s) il existe un voisinage V de x0 tel que xn ⊂ X,
∀n > n0, sa suite que yn ∈ F (xn) ⊂ U ∀n > n0. Alors y0 ∈ U. Puisque F (x0) ⊂ U est
arbitraire et F (x0) est fermée, on a y0 ∈ F (x0). �

Pour un ensemble non vide A ⊂ X, X un espace métrique et δ > 0, on définit
B(A, δ) = {x ∈ X : d(x, A) < δ} et B̃(A, δ) = {x ∈ X : d(x, A) ≤ δ} ou d(x, A) =
inf{d(x, y) : y ∈ A}. Soient X et Y deux espaces métriques et soit F : X → P(Y ).

Définition 1.18. [22] On dit que F est (s.c.s) en x0 au sens ε− δ si pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que F (x) ⊂ B(F (x0), ε) pour tout x ∈ B(x0,δ).

Définition 1.19. [22] On dit que F est (s.c.i) en x0 au sens ε− δ si pour tout ε > 0, il
existe δ > 0 tel que F (x0) ⊂ B(F (x), ε) pour tout x ∈ B(x0, δ).

Remarque 1.1. Si F est(s.c.s) en x0, alors est aussi (s.c.s) au sens ε− δ et si F est (s.c.i)
en x0 au sens ε− δ alors est aussi (s.c.i) au sens habituel.

Définition 1.20. [22] On dit que F est continue au sens de Hausdorff en x0 si elle est a
la fois(s.c.s) et (s.c.i) au sens ε.
De manière équivalente, F est Hausdorff continue en x0, si pour tout ε > 0, il existe
δ > 0 tel que pour tout x ∈ B(x0, δ) nous avons D(F (x), F (x0)) < ε, ou D représente la
distance.

Proposistion 1.3. [22] Soit F : X → P(Y ) a valeur compacte. Alors F est (s.c.s) (resp
(s.c.i)) si et seulement si F est (s.c.s). (resp (s.c.i)) au sens ε− δ.

Preuve Soit F (s.c.s) au sens ε− δ. Pour montrer que F est (s.c.s). il suffit de observer
que, comme F (x0) est compact, pour tout U ouvert qui contient F (x0), il existe ε > 0
tel que B(F (x0),ε) ⊂ U . Soit F (s.c.i) en x0. En correspondance de ε > 0 et B(y,ε/2),
y ∈ F (x0), il existe un voisinage Vy de x0 tel que F (x)TB(y, ε/2) 6= ∅ pour tout x ∈ Vy.
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Comme y est compris dans F (x0), les ensembles B(y, ε/2) recouvrent F (x0), un ensemble
compact.
ensuite, {B(yi,ε/2)}ni=1 est un revêtement de F (x0), pour certains n ∈ N. Soit δ > 0
tel que B(x0, δ) ⊂ Vyi , i = 1, .. , n. Soit x ∈ B(x0, δ) et soit y ∈ F (x0) arbitraire.
Clairement y ∈ B(yj, ε/2), pour certains 1 < j < n, Comme x ∈ Vyj , Il s’ensuite que
F (x)TB(yj, ε/2) 6= ∅ ce qui implique y ∈ B(F (x), ε). Comme x ∈ B(x0, δ) et y ∈ F (x0)
arbitraire il suit F (x0) ⊂ B(F (x), ε). �

Définition 1.21. [21] Une application multivoque F est dite convexe (resp, fermée, com-
pact, borné) si F (x) est convexe (resp, fermée, compact, borné) pour tout x ∈ X.

Définition 1.22. [21] Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach et F : X −→ P(X) une applica-
tion multivoque. On dit que F est totalement bornée si F (A) = ∪

x∈A
F (x) est borné dans

X pour tout ensemble A ⊂ X, c.à.d.

sup
x∈A
{sup{‖y‖ : y ∈ F (x)}} <∞.

Définition 1.23. [21] Soit X un ensemble. On considère M ⊂ P(X) une famille de
parties de X. On dit queM est une tribu sur X si :

(a) A ∈M =⇒ Ac ∈M;

(b) (An ∈M)n∈N =⇒ ∪n∈NAn ∈M;

(c) X ∈M.

Le couple (X,M) est appelée espace mesurable. Les éléments deM sont appelés ensembles
mesurables.
une application µ :M→ R+ = [0, +∞].
on dit que µ est une mesure positive si elle vérifié les conditions suivantes :

(1) µ(∅) = 0.

(2) si (An)n∈N est une famille d’ensembles mesurable (∀n ∈ N, (An) ∈ M) dont les
ensembles deux à deux disjoint µ(Sn∈NAn) = Pn≥0 µ(An).
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Définition 1.24. [21] Soit I ⊂ R Lebesgue mesurable avec µ(I) <∞ et soit Y un espace
topologique. Une multifonction G : I → P(Y ) est dit mesurable (faiblement mesurable) si
pour tout U ⊂ Y fermé (ouvert) l’ensemble G−(U) = {t ∈ I, G(t)TU 6= ∅} est mesurable.
On dit que G est Lusin mesurable si pour tout ε > 0 il existe un compact Iε ⊂ I, avec
µ(I\Iε) < ε, tel que la restriction de G a Iε soit continue.

Remarque 1.2. [22] Si Y est un espace séparable métrisable, alors la mesurabilité, la
mesurabilité faible et la mesurabilité au sens Lusin équivalent a l’arc.

Définition 1.25. (Sélection)[21]
Soient X et Y deux ensembles. Une multifonction F : X → Y est une application de X
dans P(Y ) l’ensemble des parties de Y .

on dit que f : X → Y est une sélection de F si f(x) ∈ F (x), ∀x ∈ X.

1.4 Théoréme de Michael

Théorème 1.1. (Michael)[22] Soient X un espace métrique, Y un espace de Banach,
et soit F : X → Hc(Y ) une multifonction (s.c.i) alors il existe une fonction continue
f : X → Y qui est une sélection de F .

Preuve Étape 1 :(construction d’une ε -sélection continue).
Fixez ε > 0 et pour chaque x ∈ X choisissez yx ∈ F (x). Puisque F est (s.c.i) il existe
δx > 0 tel que z ∈ Bx = B(x, δx) implique que yx ∈ B(F (z), ε). Comme x gammes sur X
la famille U = {Bx}x∈X est une couverture ouverte de X. Soit V = {Cx}x∈X , Cx ⊂ Bx,
soit un recouvrement de X, qui est aussi un ouvert localement fini raffinement de U . Soit
pxx∈X une partition d’unité subordonné a V . Définir fε : X → Y par fε(z) = Px∈X px(z)yx.
Clairement, fε est continue, nous affirmons que d(fε(z), F (z)) < ε, z ∈ X. En effet, soit
z ∈ X, alors il existe un voisinage U de z ne se croisant un nombre fini de Cx, disons
Cx1 , Cx2 , ...., Cxn . Cela implique que pour tous les u ∈ U que nous avons px(u) = 0 si x 6= xi,
i = 1, ..., n. Par conséquent fε(z) = Pn

i=1 pxi(z)yxi . Si Pxi(z) 6= 0 alors z ∈ Cxi ⊂ Bxi .
ce qui implique yxi ∈ B(F (z), ε). Puisque F (z) est convexe, fε(z) ∈ B(F (z), ε) et la
revendication est prouve.
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Étape 2 : (construction d’une sélection continue).
Nous affirmons qu’il existe une suite de fonctions continues fn : X → Y telles que pour
tout z ∈ X, on a :

(i) fn(z) ∈ B(F (z), 2−n).

(ii) ‖fn(z)− fn−1(z)‖ < 2−n+2.

Supposons (i) et (ii) vrais jus-qu’a (n− 1) et considérons la fonction
G(z) = F (z)TB(fn−1(z), 2−n+2), z ∈ X. Clairement G est (s.c.i), et a valeur convexe.
Ensemble ε = 2−n, et comme a l’étape 1, construisons fn une ε -sélection de G. Cela
implique que fn(z) ∈ B(F (z)TB(fn−1(z) , 2−n+2)) , 2−n).
Par conséquent, pour chaque z ∈ X, nous avons :

fn(z) ∈ B(F (z) , 2−n)

‖fn(z)− fn−1(z)‖ < 2−n + 2−n+1 < 2−n+2

et ainsi la réclamation est prouvée. Comme {fn} est une suite de Cauchy des fonctions
continues, il converge uniformément a une fonction continue f . Puisque F est une valeur
fermée, f est une sélection de F . �

Remarque 1.3. Plus généralement, nous avons ce qui suit. Soit F : X → Hc(Y )(s.c.i)
et soit C ⊂ X fermé. Supposons que f : C → Y est une sélection continue de F sur C. Il
existe alors une extension continue de f au X entier, qui est encore une sélection de F .
Si F : X → Hc(Y ) est uniquement(s.c.s) alors les sélections continues n’ont existes pas.
Cependant, nous avons le résultat d’approximation suivant au sens du graphe.

1.5 Théoréme de sélection de Cellina

Théorème 1.2. [22](sélection de Cellina ) Soit X un espace métrique, Y un espace
de Banach, et soit F : X → Hc(Y ) soit (s.c.s). Alors pour tout ε positif, il existe une
fonction fε : X → Y continue tel que le graphe fε ⊂ B(GraphF, ε).

Preuve Soient x ∈ X et yx ∈ F (x). Soit 0 < δx < 2ε tel que F (B(x, δx)) ⊂ B(F (x), ε/2).
Soit {Ux}x∈X , Ux ⊂ B(x, δx/4), un revêtement de X, qui est aussi un raffinement ouvert
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localement fini de {B(x, δx/4)}x∈X . Soit {px}x∈X une partition d’unité subordonnée a
{Ux}x∈X et définie fε : X → Y par :

fε(z) =
X
x∈X

px(z)yx.

Clairement, fε est continue. Soit z ∈ X. Il existe un voisinage V de z qui intersecte
seulement un nombre fini de Ux, disons Ux1 , ..., Uxn Par conséquent

fε(z) =
nX
i=1

pxi(z)yxi .

Soit j tel que δxj = max{δxi : i = 1, ... , n}. Nous avons

d(xi, xj) ≤ d(xi, z) + d(z, xj) < δxj/4 + δxj/4 < 2δxj/4 = δxj/2.

ensuite yxi ∈ F (xi) ⊂ F (B(xj, δxj/2) ⊂ B(F (xj), ε/2) pour i = 1, ... , n. Il s’ensuite que
fε(z) ⊂ B(F (xj), ε/2), ce qui implique l’existence de vj ∈ F (xj) tel que ‖fε(z)−vj‖ < ε/2.
On obtient

d((z, fε(z)),(xj, Vj)) < d(z, xj) + ‖fε(z)− Vj‖ < δxj/4 + ε/2 < ε.

Comme z ∈ X est arbitraire, nous avons Graphfε ⊂ B(GraphF, ε). �

Remarque 1.4. Si les valeurs de F ne sont pas convexes, il n’est pas nécessaire que les
sélections continues existent comme le montrent les exemples suivants :

Exemple 1.2. (Filippov) [22] :

F (t) =

8<
: (cos θ, sin θ) : 1

t
≤ θ ≤ 1

t
+ 2π − t si t ∈]0, 1]

(cos θ, sin θ) : θ ∈ [0, 2π] si t = 0

F est clairement Hausdorff continue mais n’ a pas de sélection continue.

Exemple 1.3. [22] Soit B la boule unitaire fermée de R2. Soit F : B → H(R2) défini
par :

F (x,y) =

8<
: (cosω, sinω) : π + θ − π(1− ρ) < ω < π + θ + π(1− ρ) si ρ 6= 0

(cosω, sinω) : ω ∈ [0, 2π] si ρ = 0
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où ρ, θ sont les coordonnées polaires du point (x, y).
La fonction F est clairement continue au sens de Hausdorff. Pour voir que F n’a pas des
sélections continues, il suffit d’observer qu’une sélection continue de F être une rétraction
continue de la boule B dans la sphère S. De plus, F n’a pas des points fixes, car F envoie
les points de B sur des sous-ensembles de S et F limité à S est le carte antipodale.

1.6 Sélections et théorème de Filippov

Dans ce qui suit E est un espace de Banach réel, I = [t0, T ] et F : I×B(x0,r)→ H(E).
On considère le problème de Cauchy

8<
: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(1.1)

Définition 1.26. (Sélection continue (mesurable))[21] Une sélection f : X −→ Y

d’une application multivoque F : X −→ P(Y ) est dite sélection continue(mesurable), si f
est continue(mesurable).

Définition 1.27. [22] une solution de probléme (1.1), est une fonction x : J → E, J ⊂ I

un intervalle non dégénéré contenant t0, satisfaisant ẋ(t) ∈ F (t, x(t)), t ∈ J p.p.

On dit que F : I × B̃(x0, r)→ H(E) satisfait l’hypothèse (1.2) si :
8>>><
>>>:
F est Hausdorff continue

‖F‖ < M i.e. ∀(t, x) ∈ I ×B(x0, r) et v ∈ F (t, x) ona ‖v‖ < M.

0 < T − t0 < r/M.

(1.2)

1.7 Théorème de Peano

Théorème 1.3. (Peano)[36]
Soit I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et f : I × Ω → Rn une application
continue. Alors, si t0 ∈ I et y0 ∈ Ω sont donnés, le problème suivant admet au moins une
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solution y de classe C1 définie sur un certain intervalle dans I de la forme [t0 − T, t0 + T ]
avec T > 0. 8<

: y′ = f(t,x)
y(t0) = y0

(1.3)

Si E = Rn et F est une multifonction à valeur convexe satisfaisant (1.2), alors Le
théorème de Michael et le théorème de Peano garantissent l’existence de solutions pour
(0.2). Si E est de dimension infini alors, d’après le théorème de Godunov, l’existence de
les solutions pour (0.2) peuvent échouer même si F est a valeur unique. Dans tous les cas,
nous avons le Suivant.

Proposistion 1.4. [22] Soit F vérifie l’hypothèse (1.2). Alors pour tout ε > 0, il existe
un ε poligonal - solution approchée de (0.2), c’est-a-dire une fonction linéaire par morceaux
x : I → E, avec x(t0) = x0, tel que d(ẋ(t), F (t, x(t))) < ε, p.p. t ∈ I

Preuve Fixez ε > 0. Sélectionnez v0 ∈ F (t0, x0) et définissez x(t) = x0 + v0(t − t0),
t ∈ [t0, t1] ou t1 = inf{t > t0 : d(x(t), F (t, x(t))) = ε}. Sélectionnez v1 ∈ F (t1, x(t1)) et
soit x(t) = x(t1) + (t− t1)v1, t ∈ [t1,t2] ou t2 = inf{t > t1 : d(x(t), F (t,x(t))) = ε}. Nous
affirmons qu’en procédant de cette maniéré, en un nombre fini d’étapes, x peut être défini
dans l’ensemble I. Supposons que pour tout n, tn < T et que t∗ = sup tn. Comme F est
continue en (t∗, x(t∗)) il existe δ > 0 tel que : |t − t∗| < δ et ‖y − x(t∗)‖ < δ implique
d(F (t, y), F (t∗, x(t∗)) < ε/4. Soit n0 tel que pour n > n0 les points (tn,x(tn)) satisfont
|tn − t∗| < δ et ‖x(tn) − x(t∗)‖ < δ. Il s’ensuite que d(F (tn, x(tn)), F (t∗, x(t∗))) < δ/4
et vn ∈ F (tn, x(tn)) ⊂ B(F (t∗, x(t∗)), ε/4) pour n > n0. Donc, pour tout t > tn0 on a
d(vn, F (t, x(t))) < d(vn, F (t∗ , x(t∗))) + d(F (t, x(t)), F (t∗, x(t∗))) < ε/4 + ε/4 est une
contradiction. �

Pour les équations différentielles sous hypothèses de continuité, la convergence uniforme
des solutions approchées xn implique la convergence p.p. de la suite des dérivées ẋn.
Plus précisément, soit ‖ẋn(t) − f(t , xn(t))‖ < εn p.p. et xn → x. ensuite ‖ẋn(t) −
f(t , x(t))‖ < εn+‖f(t, xn(t))−f(t , x(t)‖ p.p. Comme f est continue, le couté droit passe
a zéro, et donc ẋn(t) converge p.p vers f(t, x(t)) = ẋ(t). Pour les équations différentielles a
valeurs multiples, la convergence uniforme de la suite des solutions approchées n’implique
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pas la convergence de la suite des dérivés. C’est une difficulté majeure dans les problèmes
a plusieurs valeurs.
Prenons l’exemple suivant 8<

:
.
x ∈ {−1,1}
x(0) = 0

(1.4)

Ici on peut construire facilement une suite des solutions xn convergeant uniformément vers
x(t) = 0 avec |ẋn(t)| = 1 p.p. il est clair que {ẋn} ne converge pas vers ẋ p.p ; de plus x
n’est pas une solution. En particulier, l’ensemble de solutions n’est pas fermé.
Cependant, si F est fermé a valeur convexe, alors l’ensemble de solutions de (0.2) est fermé
dans l’espace de Banach C(I, E) des fonctions continues avec la norme de convergence
uniforme.

Proposistion 1.5. [22] Soit E un espace de Banach réflexif et soit F satisfait (1.2). Si
F a valeurs convexes alors l’ensemble de solutions de (0.2) est fermé (possible vide) en
C(I, E).

Preuve Soit {xn} ⊂ C(I,E)une suite de solutions de 0.2 et supposons que xn → x. Par
hypothèse ‖ẋn(t)‖ < M , donc {ẋn} est une suite bornée dans L2(I, E). Comme L2(I, E)
est réflexif, une sous-suite {ẋnk} = {yk} converge faiblement vers un élément ω ∈ L2(I, E).
Par le théorème de Mazur une suite de combinaisons convexes converge fortement vers
ω dans L2(I, E) donc aussi dans L1(I,E), soit Prn

k=0 λ
n
kyn+k → ω fortement dans L1(I,E).

Puis une sous-suite de celui-ci converge vers ω presque partout, ce qui implique que
x(t) = x0 + R tt0 w(s)ds, t ∈ I. Ainsi x est une solution de (0.2) et l’ensemble de solutions
de (0.2) est fermé. �

Le problème de l’existence de solutions pour (0.2), quand F n’est pas a valeur convexe,
est resté ouvert pendant longtemps jusqu’à ce que Filippov [25] le résolve en construire
une suite de solutions approchées convergeant conjointement avec le dérivés. Plus tard
Kaczynski et Olech [30] et Antosiewicz et Cellina [1] ont prouvé quelques extensions du
théorème de Filippov par différentes méthodes.
Dans un certain sens, l’approche d’Antosiewicz et de Cellina est analogue a la méthode du
point fixe que l’on utilise pour prouver le théorème de Peano. Soit E = Rn et considérons
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le problème 8<
: x′ = f(t, x)
x(t0) = x0

(1.5)

où f : I × E → E est continue et bornée par une constante M .
Soit K = {x ∈ C(I, E) : x(t0) = x0 et ‖ẋ(t)‖ ≤M p.p, t ∈ I}, K est un sous-ensemble

convexe compact de C(I, E). Pour x ∈ K définissent T : K → C(I, E) par :

(Tx)(t) = x0 +
Z t

t0
f(s, x(s))ds.

Comme T est continue et T (K), T a un point fixe x, qui est un solution de notre problème.
Considérons maintenant le problème (0.2) et définissons F : K → P(K) par

F(x) = {z ∈ K : ż(t) ∈ F (t, x(t)) p.p, t ∈ I}.

On voit facilement que si F est a valeurs compacte et convexe, il en va de même pour F . Si
F n’est pas a valeur convexe alors F n’est en général ni convexe ni a valeur fermé. comme
nous montrera, F a un point fixe. En fait F admet une sélection continue h : K → K.
Alors, si u est un point fixe de h, on a u = h(u) ∈ F(u) = {z ∈ K : ż(t) ∈ F (t, u(t)) p.p},
et donc u̇(t) ∈ F (t, u(t)) p.p.

Théorème 1.4. [21](théorème de sélection de Kuratowski-Ryll-Nardzewski 1965)
Soit Ω un espace mesurable. soit Y un espace métrique complet séparable, alors toute
multifonction mesurable F : Ω→ P(Y ) admet une sélection mesurable.

1.8 Lemme de Filippov

Lemme 1.3. (Filippov)[22] : Soit F : I → H(E) mesurable et compacte. Soit v : I → E

mesurable. Alors il existe une sélection mesurable f de F satisfaisant ‖v(t) − f(t)‖ =
d(v(t), F (t)), t ∈ I.

Preuve Soit `(t) = d(v(t), F (t)) et posons G(t) = F (t)T B̃(v(t), `(t)). Comme F (t) est
compact l’ensemble G(t) est non vide pour tout t ∈ I. Alors G est mesurable comme
intersection des multifonctions mesurables. Par le théorème de Kuratowski - Ryll, il existe
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une sélection mesurable f de G. Clairement f(t) ∈ F (t) et ‖f(t)−v(t)‖ = d(v(t), F (t)), t ∈
I. �

La construction d’une sélection h de F donnée par Antosiewicz et Cellina est basé sur
les lemmes suivants :

Lemme 1.4. [22] Soit E = Rnet soit F satisfait (1.2). Alors pour tout ε > 0 il existe une
fonction continue g0 : K → L1(I, E) telle que, pour chaque u ∈ K, on a
d(g0(u)(t), F (t, u(t))) < ε p.p, t ∈ I.

Preuve Puisque F est continue sur l’ensemble compact I×B̃(x0, r), il existe δ > 0 tel que
‖x− y‖ < δ implique D(F (t, x), F (t, y)) < ε pour tout t ∈ I. Soit {Ui}mi=1une couverture
ouverte de K avec diam{Ui} < δ et soit {pi}mi=1 une partition d’unité subordonnée a
{Ui}mi=1. Pour chaque i = 1, .., m. choisissez ui ∈ Ui et soit vi(t) ∈ F (t, ui(t)), t ∈ I,
mesurables.

Définir τi : K → I par τ0(u) = t0, τi(u) = τi−1(u) + pi(u)(T − t0), i = 1, ..., m.
Clairement, les fonctions τi sont continues et τm(u) = t0 +Pm

i=1 pi(u)(T − t0) = T . Pour
chaque u ∈ K mettre Ji(u) = [τi−1(u), τi(u)] i = 1, ..., m et définir g0 : K → L1(I,E) par

g0(u)(t) =
mX
i=1

χJi(u)(t)vi(t).

Prouvons que g est continue. Soit σ > 0. Pour u, w ∈ K nous avons

g0(u)(t)− g0(w)(t) =
mX
i=1

(χJi(u)(t)− χJi(w)(t))vi(t).

ou χJi(u)(t) 6= χJi(w)(t) si seulement si t ∈ Ji(u)∆Ji(w), les fonctions τi sont continues il
existe δ1 > 0 telles que | τi(u)− τi(w) |< σ/4mM pour ‖u− w‖ < δ1, i = 1, ..., m.
Il s’ensuite que

µ(Ji(u)∆Ji(w)) <| τi(u)− τi(w) | + | τi−1(u)− τi−1(w) |< σ/2mM.

D’ou
µ({t ∈ I : g0(u)(t) 6= g0(w)(t)}) < µ(

m[
i=1

(Ji(u)∆Ji(w))) < σ/2M.

ce qui implique Z
I
‖g0(u)(t)− g0(w)(t)‖dt < 2Mσ/2M = σ.

26 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

et donc g0 est continue. Prouvons que pour tout u ∈ K on a d(g0(u)(t), F (t, u(t))) < ε p.p.
Fixez u ∈ K et t ∈ I. Puisque {Ji(u)}ni=1 est une partition de I, t appartient exactement
a un Ji(u), ce qui implique que pi(u) 6= 0 donc u ∈ Ui. en suite

d(g0(u)(t), F (t, u(t))) < d(vi(t), F (t, ui(t))) + d(F (t, ui(t)), F (t, u(t))) < ε.

comme ‖u− ui‖ < diamUi < δ. �

On démontre maintenant l’existence d’un g continue tel que g(u)(t) ∈ F (t,u(t)).

Lemme 1.5. [22] Sous les hypothèses du lemme 1.3, il existe une fonction g : K →
L1(I, E) telle que, pour chaque u ∈ K on a g(u)(t) ∈ F (t, u(t)), p.p, t ∈ I.

Preuve Définissez εn = 2−n. On prétend que, pour tout n ∈ N, il existe gn : K → L1(I, E)
avec les propriétés suivantes :

(i) d(gn(t), F (t, u(t))) < εn+1 pour tout u ∈ K p.p, t ∈ I.

(ii) ∃δn > 0 : ‖u− w‖ < δn implique µ({t : |gn(u)(t)− gn(w)(t)| > 0}) < εn+1.

(iii) µ({t : |gn(u)(t)− gn1(u)(t)| > εn}) < εn, pour tout u ∈ K.

Supposons que g0, ..., gn−1 satisfasse (i), (ii), (iii) et soit 0 < δ < δn−1 tel que ‖x− y‖ < δ

implique D(F (t, x), F (t, y)) < εn+1.
Soit {Un

i }mni=1 un ouvert recouvrement de K avec diamUn
i < δ. Choisissez uni ∈ Un

i et
laissez

vni (t) ∈ F (t, uni (t)) une fonction mesurable satisfaisant :

‖vni − g(uni )(t)‖ = d(gn−1(uni )(t), F (t, uni (t))). (1.6)

Soit {pni }mni=1 une partition d’unité subordonnée a {Un
i }mni=1 et définissons τni : K → I

par τ 0
i (u) = t0, τni (u) = τn−1

i (u) + pni (u)(T − t0), i = 1, .., m. Maintenant, définir
gn : K → L1(I,E) par

gn(u)(t) =
mnX
i=1

χJn (u)(t)vni (t).

d’après le lemme 1.3, il existe 0 < δn < δ tel que ‖u−w‖ < δn implique µ(Jni (u)∆Jni (w)) <
εn+1

2mnM , Il suit que µ({t : ‖gn(t)− gn(w)(t)‖ > 0}) < εn+1 et donc gn satisfait (ii). Fixez
u ∈ K et t ∈ I. Depuis {Jni (u)}mni=1 . est une partition de I, il existe i tel que t ∈ Jni (u).
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D’ou pni (u) 6= 0 et donc u ∈ Un
i . On a

d(gn(u)(t), F (t, u(t)) < d(vni (t), F (uni (t))) + d(F (t, uni (t)), F (t, u(t))) < εn+1

comme ‖u− uni ‖ < diamUn
i < δ, et aussi (i) est prouvé.

Pour prouver (iii), soit t ∈ Jni (u). Nous avons ‖gn(u)(t) − gn−1(u)(t)‖ < ‖vni (t) −
gn−1(uni )(t)‖ + ‖gn−1(uni )(t) − gn−1(u)(t)‖. De (1.6) et de l’hypothèse d’induction (i),
il s’ensuite que ‖gn(u)(t)− gn−1(u)(t)‖ < εn + ‖gn−1(uni )(t)− gn−1(u)(t)‖
Par conséquent

In(u) = {t : ‖gn(t)− gn−1(u)(t)‖ > cn} ⊂ {t : ‖gn−1(uni )(t)− gn−1(u)(t)‖ > 0}.

Par l’hypothèse d’induction (ii), la mesure du dernier ensemble est plus petite que εn D’ou
µ(In(u)) < εn, qui prouve (iii) et la revendication.
La suite gn des fonctions continues gn : K → L1(I, E) est de Cauchy. Dans fait, pour tout
u ∈ K et p, q > n on a

Z
I
‖gP (u)(t)− gq(u)(t)‖ dt ≤

∞X
k=n+1

Z
I
‖gk(u)(t)− gk−1(u)(t)‖ dt

<
∞X

k=n+1

Z
Ik(u)

2M dt+
Z
I\Ik

εk dt

≤
∞X

k=n+1
2Mεk + εk|I|

≤ 2M + |I|
∞X

k=n+1
εk

= (2M + |I|)εn.

Ainsi {gn} converge vers une fonction continue g : K → L1(I, E). De plus, pour tout
u ∈ K et tout n ∈ N, nous avonsR
I d(g(u)(t), F (t, u(t)) dt ≤ RI d(gn(u)(t), F (t, u(t)) dt+ RI ‖g(u)(t)− gn(u)(t)‖ dt.
En laissant n→∞, on a RI d(g(u)(t), F (t, u(t)) dt = 0, et ainsi g(u)(t) ∈ F (t, u(t)) p.p.�

Théorème 1.5. (théorème du point fixe de Schauder (1930))[21]
Soit E un espace vectoriel normé sur R, C une partie non vide de E, compact et convexe.
Si T est une application continue de C dans C telle que T (C) soit relativement compact,
alors T a un point fixe.
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Théorème 1.6. [22] Soit E = Rn et soit F satisfait (1.2). Alors le problème de Cauchy
8<
:

.
x ∈ F (t, x)
x(t0) = x0

(1.7)

a des solutions.

Preuve Par le lemme 1.4, il existe g : K → L1(I,E) continue telle que pour tout u ∈ K
on a g(u)(t) ∈ F (t, u(t)) p.p.
Définir h : K → K par : h(u)(t) = x0 + R tt0 g(u)(s) ds.
Il est clair que h est continue et mappe K en lui-même. Ensuite, par le théorème du point
fixe de Schauder, h a un point fixe u∗ ∈ K, soit u∗(t) = g(u∗)(t) ∈ F (t, u∗(t)) p.p, t ∈ I.
Ceci complété la démonstration. �

Le point de départ de cette méthode est l’observation suivante en raison de Cellina [12].
Considérez l’inclusion différentielle

8<
:

.
x ∈ {−1,1}
x(0) = 0

(1.8)

8<
:

.
x ∈∈ [−1, 1]
x(0) = 0.

(1.9)

Comme le montre [12], l’ensemble de solutions de (1.8) est un Gδ sous-ensemble dense
dans l’ensemble de solutions de (1.9). Pour le prouver, soit K ⊂ C([0, 1], R) l’ensemble
des solutions de (1.9). Clairement K est un sous-ensemble compact de C([0, 1], R). Pour
tout ε positif Kε = {x ∈ K : R 1

0 (1−|ẋ(t)|) dt < ε}.
Nous affirmons que Kε est ouvert et dense dans K.

(i) Kε est dense : Soit x ∈ K et ε > 0. Soit yε construit comme suit. Pour t > 0 définir
yε(t) = (−1)t jusqu’à ce que yε(t) − x(t) = ε. Appelez t1 un tel t et, pour t > t1

définir yε(t) = yε(t1) + (1)(t− t1) jusqu’à ce que yε(t)− x(t) = −ε et ainsi de suite.
Bien sur yε ∈ Kε et ‖yε − x‖ < ε.
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(ii) Kε est ouvert : Nous prouvons que K\Kε est fermé. Soit xn ⊂ K\Kε converger vers
x. Par définition nous avonsR 1

0 (1−|ẋn(t)|) dt ≥ ε. Par contre xn → x implique que la suite {ẋn} des dérivées
converge faiblement dans L1([0,1],R) vers ẋ. Puisque R 1

0 |ẋn(t)|dt ≤ 1− ε il s’ensuite
que R 1

0 |ẋ(t)|dt ≤ 1− ε, d’ou x ∈ K\Kε.

En prenant ε = 1/n on obtient une suite {kn} de sous-ensembles ouverts et denses
de K. Puisque K est un espace métrique complet par le théorème de catégorie de
Baire, il suit que TKn est un Gδ sous-ensemble dense dans K. Si x ∈ TKn, alorsR 1

0 (1−|ẋ(t)|) dt = 0. Puisque |ẋ(t)| ≤ 1, nous avons |ẋ(t)| = 1 p.p. et donc x est une
solution de (1.8). Ce résultat peut être facilement étendu a la boule unitaire d’un
Banach réflexif espace E.

Plus généralement, considérons les problèmes suivants :

8<
:

.
x ∈ ∂F (t, x)
x(t0) = x0

(1.10)

8<
:

.
x ∈ F (t, x)
x(t0) = x0.

(1.11)

où ∂F (t, x) désigne la frontière de F (t, x).

1.9 Espace de Baire

Proposistion 1.6. [37]
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors on a :

◦z }| {
X\A = X\A et X\A = X\

◦
A

où X\A est le complémentaire de A par rapport à X.

Théorème 1.7. (théorème de cantor)[37]
Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) L’espace (X, d) est complet.

(ii) L’intersection de toute suite décroissante (Fn)n≥0 de parties fermées non vides de
(X, d) telle que lim

n→+∞
δ(Fn) = 0 contient un point et un seul. Où δ(Fn) est le diamétre

de Fn et δ(Fn) = sup{d(x, y); x, y ∈ Fn}

(iii) Toute famille filtrante croissante de Cauchy dans (X, d) est convergente.

Proposistion 1.7. [37]
Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Pour toute famille dénombrable (Fn)n≥0 de fermés de X telle que X = ∪
n≥0

Fn, la

réunion des intérieurs ∪
n≥0

◦
Fn est dense dans X.

(2) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides est
d’intérieur vide.

(3) L’intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X est
dense dans X.

Définition 1.28. [37] Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie l’une
des propriétés de la proposition précédente.

Théorème 1.8. (théorème de Baire)[37]
Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors X est un espace de Baire.

Preuve
Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts de X et denses dans X. Pour montrer que ∩

n≥0
Un est dense

dans X, il suffit de montrer que pour tout ouvert non vide V de X, V ∩ ∩
n≥0

Un 6= ∅.
Comme U0 est dense dans X, alors V ∩ U0 6= ∅. et soit x0 ∈ V ∩ U0. Comme V ∩ U0 est
un ouvert de X, il existe r0 > 0 tel que r0 ≤ 1 et B(x0, 2r0) ⊂ V ∩ U0.
On construit, par récurrence sur n, une suite (xn)n≥0 dans X et une suite (rn)n≥0 de
nombres réels strictement positifs tels que rn ≤ 2−n et B(xn, 2rn) ⊂ Un ∩ B(xn−1, rn−1),
pour tout n ≥ 1.
En effet, on a déjà construit x0 et r0 et supposons xn et rn construits ; comme Un+1 est
dense dans X, il existe xn+1 ∈ Un+1 ∩ B(xn, rn). Comme Un+1 ∩ B(xn, rn) est ouvert, il
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existe 0 < rn+1 ≤ 2−n−1 tel que B(xn+1, 2rn+1) ⊂ Un+1 ∩B(xn, rn).
Soit Bn = B′(xn, rn), on a Bn+1 ⊂ B(xn+1, 2rn+1) ⊂ B(xn, rn) ⊂ Bn. Comme l’espace
(X, d) est complet et les Bn forment une suite décroissante de fermés non vides dont les
diamétres tendent vers 0, d’aprés le théorème de Cantor (théorème1.7), on a ∩

n≥0
Bn 6= ∅.

Or B0 ⊂ V et, pour tout n ≥ 0, on a Bn ⊂ Un, donc ∩
n≥0

Bn ⊂ V ∩ ∩
n≥0

Un.
Par conséquent, on a V ∩ ∩

n≥0
Un 6= ∅. Donc ∩

n≥0
Un est dense dans X. �

Théorème 1.9. [22] Soit E un espace de Banach réflexif. Soit F : I × B(x0, r) → Hc

continue et ‖F‖ ≤M . De plus, supposons que pour tout (t,x) ∈ I ×B(x0, r) l’ensemble
F (t, x) a un intérieur non vide. Alors les problèmes de Cauchy (1.10) et (1.11) ont des
solutions et l’ensemble de solutions de (1.10) est un Gδ sous-ensemble dense dans l’ensemble
de solutions de (1.11).

Nous esquissons l’idée de la preuve.
Définir MF = {x ∈ C(I,E) : x est une solution de (1.11)}. MF avec la métrique de
C(I, E) est un espace métrique complet. Pour tout n ∈ N on note

Mn = {x ∈MF :
Z
I
d(ẋ(t), ∂F (t,x(t))) dt < 1/n}.

L’étape principale est de prouver que chaqueMn est un sous-ensemble ouvert et dense de
MF .
Ensuite, par le théorème de catégorie de Baire, il s’ensuite que TMn est un Gδ sous-
ensemble dense dans MF . Si x ∈

TMn alors RI d(ẋ(t), ∂F (t, x(t))) dt = 0, soit ẋ(t) ∈
∂F (t,x(t)) p.p. Considérons maintenant les problèmes :8<

:
.
x ∈ F (t, x)
x(t0) = x0

(1.12)

8<
:

.
x ∈ coF (t, x)
x(t0) = x0

(1.13)

D’après le théorème précédent, nous savons que si F est la frontière de coF et l’intérieur
de coF n’est pas vide, alors les deux problèmes ont des solutions et l’ensemble de solutions
du problème (1.12) est un Gδ sous-ensemble dense dans l’ensemble des solutions du
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problème (1.13). En général, cette résultat n’est pas vrai, comme le montre l’exemple
suivantt.

Exemple 1.4. (Plis)[22] : On considére

8<
: ẋ ∈ {−1, 1} x(0) = 0
ẏ = |x|+

È
|y| y(0) = 0

(1.14)

8<
: ẋ ∈ [−1, 1] x(0) = 0
ẏ = |x|+

È
|y| y(0) = 0.

(1.15)

Alors x(t) = y(t) ≡ 0 est une solution de (1.15) mais n’appartient pas a la fermeture du
ensemble de solutions de (1.14).
En effet, soit (x(t), y(t)) une solution arbitraire de (1.14), soit ẋ(t) ∈ {−1, 1} et ẏ(t) =
|x(t)| +

È
|y(t)|. Pour tout r > 0, il existe t∗ ∈ [0, r] tel que |x(t∗)| > 0. Alors on a

ẏ(t) ≥
È
|y(t)|, ẏ(t∗) > 0 ce qui implique y(t) ≥ (t− t∗)2/4 pour t > t∗. comme t∗ > 0 est

arbitraire, on a y(t) ≥ t2/4, t ≥ 0, d’ou la déclaration découle aussitôt.

Cet exemple montre qu’une nouvelle difficulté survient dans l’application de la catégorie
méthode aux inclusions différentielles non convexes. En fait, considérons le problème de
convexité et notonsM son ensemble de solutions, qui, sous des hypothèses appropriées,
est un sous-ensemble fermé de C(I,E). On peut essayer de construire une suite ouverte et
dense sous-ensemblesMndeM tels que TMn serait l’ensemble de solutions de problème
original. Ceci est en général impossible, car sinonMn serait dense dansM,
ce qui est exclu par l’exemple Plis.
Pour monter cette difficulté due au manque de densité, on peut considérer la manière
suivantes :

(i) d’introduire un sous-espace Ḿ deM commode de sorte que dans une telle densité
d’espace plus petit soit assuré.

(ii) conserver l’espaceM et utiliser une notion plus faible de densité compatible avec le
phénomène de Plis.
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Dans la direction (i), nous avons le théorème suivant.

Théorème 1.10. [22]. Soit E un espace de Banach réflexif et séparable et soit F satisfait
l’hypothèse (1.2). De plus, supposons que pour tout (t, x) ∈ I × B(x0, r), l’ensemble
coF (t, x) a un intérieur non vide. Alors le problème

8<
: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(1.16)

a des solutions.

Esquisse de la preuve. SoitM l’ensemble de solutions du problème de convexité
8<
: ẋ ∈ coF (t,x)
x(t0) = x0

(1.17)

on note M̀ = cl
S∞
n=1{x ∈M : d(ẋ(t), ∂coF (t, x(t))) ≥ 1/n p.p}.

Ici "cl A" désigne la fermeture de l’ensemble A ⊂ C(I, E). M̀ n’est pas vide, et avec la
métrique de C(I, E) est un espace métrique complet. Ensuite, nous construisons une suite
de sous-ensembles ouverts et denses M̀n dans M̀ et nous montrons queTMn ⊂ {x ∈ M̀ : ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = x0}.
Il s’avoir que la méthode (ii) est plus flexible et peut être appliquée a certains cas
intéressants. Cependant, avant d’aller dans cette direction, nous avons besoin des outils
qui seront donnés dans la section suivante.

1.10 Les points extrêmes et la fonction de Choquet

Soit E un espace vectoriel localement convexe de Hausdorff (en bref E.L.C.H),

Définition 1.29. (Espace vectoriel localement convexe de Hausdorff)[37] Un espace vec-
toriel topologique est dit localement convexe si chaque point a une base de voisinage
convexe (autrement, si pour tout voisinage V de x, il existe un ouvert U inclus dans V et
conttenant x qui est de plus convexe). De façon équivalent, un espace vectoriel localement
convexe est un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille de semi-normes.
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Définition 1.30. [31] Un espace topologique X est dit de Hausdorff (séparé) si est
seulement si ∀x,y ∈ X, x 6= y, ∃Vx ∈ V(x),∃Vy ∈ V(y) telle que Vx ∩ Vy = ∅.

pour tout x, x1 et x2 ∈ E, on dit que x est liée entre x1 et x2 si x1 6= x2 et s’il existe
un 0 < t < 1 tel que x = tx1 + (1− t)x2.

Définition 1.31. (Point extrême )[33]
Soient K sous-ensemble de E et x ∈ K est appelé un point extrême de K s’il ne relie pas
entre deux points distincts de K c’est-à-dire qu’il n’existe pas x1, x2 ∈ K et 0 < t < 1 tels
que x1 6= x2 et x = tx1 + (1− t)x2

l’ensemble de tous les points extrêmes de K est noté par extK

Définition 1.32. (Ensemble totalement ordonné)[20]
Soit P un ensemble ordonné i.e (P, 4) muni par une relation d’ordre.
on dit que P est totalement ordonné si ∀a,b ∈ P alors a 4 b

Théorème 1.11. (Principe maximum de Bauer)[22]
Soit E un E.L.C.H. Soit K ⊂ E compact et convexe et soit f : E → R convexe et (s.c.s)
Alors il existe un point extrême de K au quel f atteint son maximum. Si f est strictement
convexe et f(x0) est le maximum, alors x0 est un point extrême de K.

Preuve Soit Γ = {F ⊂ K : F fermé, F 6= ∅ et a, b ∈ K, ]a, b[ TF 6= ∅ =⇒]a, b[⊂ F}.
Observez qu’un singleton {a} ∈ Γ si et seulement si a est un point extrême de K. Γ est
non vide puisque K ∈ Γ. De plus si {Fi}i∈I ∈ Γ puis Ti∈I Fi ∈ Γ a condition que TFi 6= ∅.
Soit G = {x ∈ K : f(x) = sup{f(y) : y ∈ K}}. G est non vide, puisque f est (s.c.s). et K
compact. De plus si x0 ∈]a,b[TG, x0 = λa+(1−λ)b on a sup f = f(x0) ≤ λf(a)+(1−λ)f(b)
ce qui implique f(a) = f(b) = f(x0), d’ou ]a, b[⊂ G.
introduisons maintenant un ordre partiel dans Γ.
en définissant F1 ≺ F2 si F1 ⊂ F2. Si {Fi} est un sous-ensemble totalement ordonné, il a un
borne inférieure qui est TFi 6= ∅. Soit F1 un sous-ensemble totalement ordonné contenant
G et soit F un élément minimal de Γ1. Nous affirmons que F = {a}. Supposons a, b ∈ F .
D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe ` ∈ E∗ tel que `(a) 6= `(b). L’ensemble
F1 = {x ∈ F : `(x) = sup{`(y) : y ∈ F}}. Alors F1 ∈ Γ et F1 ≺ F , une contradiction a la
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minimalité de F .
Si f est strictement convexe et f(x0) = sup{f(x) : x ∈ K} alors x0 est une point extrême
de K. Supposons en fait x0 = λa+ (1− λ)b, λ ∈ (0,1) et f(x0) = sup{f(x) : x ∈ K} alors
f(x0) < λf(a) + (1− λ)f(b) ≤ f(x0) une contradiction. �

Corollaire 1.1. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Soit H
un support fermé par le plan de K. Alors H contient un point extrême de K.

Preuve Soit H = {x ∈ E : `(x) = 1}, ` ∈ E∗ et K ⊂ {x ∈ E : `(x) ≤ 1}. Par le lemme
précédent appliqué a f = ` il existe un point extrême x0 ∈ K tel que `(x0) = max{`(x) :
x ∈ K} = 1. Alors x0 ∈ H. �

Théorème 1.12. (Kerin-Milman) [22]
Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Soit extK l’ensemble des
points extrêmes de K. Alors K = coextK.

Preuve Par définition extK ⊂ K donc coextK ⊂ K. Supposons maintenant que il existe
x0 ∈ K tel que x0 /∈ coextK. Alors il existe ` ∈ E∗ tel que `(x0) = λ́ > λ et `(x) ≤ λ pour
tout x ∈ coextK. L’ensemble H = {x ∈ E : `(x) = λ́} est un hyperplan fermé de support
de K, donc il contient un point extrême z de K. D’ou `(z) ≤ λ. Par contre `(z) = λ́

puisque z ∈ H, une contradiction. �

Soit E un E.L.C.H et soit K ⊂ E compact. Soit C(K) l’ensemble de tous les fonctions
continues f : K → R. Une mesure de Radon sur K est une fonctionnel sur C(K) .
L’ensemble de toutes les mesures de Radon sur K est notéM(K). une mesure µ est dite
positive si µ(f) ≥ 0 pour toute fonction non négative f : K → R. l’ensemble

M1(K) = {µ ∈ K : µ positif et ‖µ‖ = 1}.

Nous mettons surM(K) la topologie faible * du dual de C(K). ClairementM1(K) est
un sous-ensemble compact deM(K). Il est bien connu (théorème de représentation du
Riesz) qu’il existe une correspondance biunivoque entre des Mesures de Borel et mesures
positives du radon sur K. La correspondance est donnée par L(f) = RK f dµ, f ∈ C(K).
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Théorème 1.13. (d’approximation)[22]
Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Soit µ ∈M1(K). Alors il existe
un réseau {µα} ⊂ M1(K) tel que µα est discret et µα → µ, c’est-a-dire µα(f) → µ(f)
pour chaque f ∈ C(K).

Preuve Soit {Uα}α∈Λ l’ensemble de tous les revêtements ouverts finis de K. Soit Uα =
{Uα

i }mαi=1, une couverture ouverte finie de K et soit {gαi } une partition d’unité subordonné a
lui. Pour chaque i = 1, ..,mα, fixez xαi ∈ Sgαi ⊂ Ui, ou Sgαi est le support de gαi , et définissez

µα =
mX
i=1

µ(gαi )δxiα

Clairement µα est discret et µα ∈M1(K). Si on commande {Uα}α∈Λ par raffinement, c’est
Uα ≺ Uβ si Uα est un raffinement de Uβ, les mesures correspondantes {µα}α∈Λ forme un filet.
Nous affirmons que la µα converge vers µ. Autrement dit, pour tout ε > 0 et tout f ∈ C(K)
il existe β tel que pour tous les Uα ≺ Uβ nous avons |µα(f) − µ(f)| < ε. Puisque f est
continue sur K, il existe un recouvrement ouvert fini Uβ = {Uβ

i } tel que|f(x)− f(y)| < ε

si (x, y) ∈ Uβ. Pour tout Uα ≺ Uβ nous avoir

|µα(f)− µ(f)| = |
mαX
i=1

µ(gαi )f(xαi )− µ(f)|

= |
mαX
i=1

µ(gαi f(xαi ))−
mαX
i=1

µ(gαi f)|

≤ |
mαX
i=1

(µ(gαi f(xαi ))− µ(gαi f))|

≤ |
mαX
i=1

µ(gαi (f(xαi )− f)|

≤
mαX
i=1

µ(gαi )‖(f(xαi )− f)‖Sgα
i

ou la dernière inégalité est vraie parce que, pour tout x ∈ K, gαi (x)|f(xαi ) − f(x)| ≤
gαi (x)‖(f(xαi )− f)‖Sgα

i
. Étant Sgαi ⊂ Uα

i et Uα aucun raffinement de Uβ, il suit
‖(f(xαi )− f)‖Sgα

i
< ε. Comme Pmα

i=1 µ(gαi ) = 1 on obtient |µα(f)− µ(f)| < ε. �

Définition 1.33. (L’épigraphe)[22] Soit E un espace L.C.H et f : E → R. un épigraphe
E(f) de f est Défini par E(f) = {(x, β) ∈ E × R : β ≥ f(x)}.
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Proposistion 1.8. [22] Soit E un espace L.C.H. Soit K ⊂ E convexe et f : K → R.
ensuite

(i) f est (s.c.i) si et seulement si E(f) est fermé.

(ii) f est convexe si et seulement si E(f) est convexe.

Preuve Si E(f) est fermé, l’ensemble {x ∈ K : f(x) ≤ β} est fermé. En réalité

{x ∈ K : f(x) ≤ β} × {β} = E(f)
\
{(x,λ) ∈ E × R : λ = β}.

Viceversa soit f (s.c.i). et soit {xα, βα} ⊂ E(f) un réseau convergent vers (x, β). Puisque
f est (s.c.i), f(xα) ≤ βα implique f(x) ≤ β, donc E(f) est fermé. Maintenant, soit f
convexe et soit (x1,β1), (x2, β2) ∈ E(f). Alors f(λx1 +(1−λ)x2) ≤ λf(x1)+(1−λ)f(x2) ≤
λβ1 + (1− λ)β2. Cela implique que (λx1 + (1− λ)x2, λβ1 + (1− λ)β2) ∈ E(f). De manière
analogue , E(f) convexe implique que f est convexe. �

Corollaire 1.2. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E convexe. Soit {fα}, fα : K →
R, soit une famille de convexes, (s.c.i). fonctions telles que f(x) = sup fα(x) < +∞. Alors
f est convexe et (s.c.i).

Preuve Par la proposition précédente, chaque E(fα) est convexe et fermé et donc
E(f) = TαE(fα) est convexe et fermé. Cela implique que f est(s.c.i) et convexe. �

Définition 1.34. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Notons
A l’ensemble de toutes les fonctions continues affines α : K → R. Pour f : K → R borné
définir f̂ : K → R par f̂(x) = sup{α(x) : α ∈ A, α ≤ f} ou par α ≤ f on entend
α(u) ≤ f(u) pour tout u ∈ K. Les principales propriétés de f̂ sont résumées dans la
proposition suivante.

Proposistion 1.9. [22] Soit E un espace L.C.H. Soit K ⊂ E compact et convexe, et soit
f : K → R soit borné. Alors

(i) f̂ est convexe et (s.c.i).

(ii) f̂ ≤ f .

(iii) f → f̂ monotone et sous-linéaire, c’est-a-dire Ø(f + g) ≥ f̂ + ĝ.

38 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. PRÉLIMINAIRE

(iv) f = f̂ ssi f est convexe et (s.c.i).

(v) E(f̂) = coE(f).

(vi) Graphf̂ ⊂ coGraphf .

Preuve (i) découle du corollaire précédent.

(ii) est immédiate.

(iii) f > g implique clairement f̂ > ĝ. Pour prouver la sous-linéarité, laissez f , g et ε > 0
et soit αε , βε ∈ A tel que : αε < f , βε < g et f̂(x)−ε/2 ≤ αε(x), ĝ(x)−ε/2 ≤ βε(x).
Nous avons Ø(f + g)(x) = sup{γ(x) : γ ∈ A , γ ≤ f+g} ≥ αε(x)+βε(x) ≥ f̂+ ĝ−ε.
Comme ε > 0 est arbitraire, il suit Ø(f + g) ≥ f̂ + ĝ.

(iv) si f̂ = f alors de (i) il s’ensuite que f est (s.c.i) et convexe. Supposons maintenant
que f est (s.c.i) et convexe. Nous affirmons que f(x) = sup{α(x) : α ∈ A, α ≤ f}.
Clairement E(f) est fermé et convexe. Soit λ < f(x), de sorte que (x, λ) /∈ E(f).
Il existe ` ∈ (E × R)∗ tels que `(x, λ) < 0 et `(z) ≥ 0 pour tout z ∈ E(f), en
particulier `(y,f(y)) ≥ 0 pour tout y ∈ K. On a `(y, f(y)) = `(y, 0) + `(0, f(y)) =
`(y, 0) + f(y)`(0,1) = a(y) + f(y)γ, ou γ = `(0,1) 6= 0. Puisque `(x, f(x)) 6= `(x,λ)
nous avons a(x) + f(x)γ 6= a(x) + λγ. ce qui implique γ 6= 0. Fixer, pour tout
y ∈ K, α(y) = (a(x − y) + λγ)/γ. Clairement α est affine et α(x) = λ. Nous
allons montrer que α(y) ≤ f(y) pour tout y ∈ K. Nous avons α(y) − f(y) =
(a(x− y) + λγ − γf(y))/γ = ((a(x) + λγ)−(a(y) + γf(y)))/γ ≤ 0.
En fait a(y) + γf(y) ≥ 0 et a(x) + λγ < 0. D’ou f̂(x) = sup{γ(x) : γ ∈ A , γ ≤
f} ≥ α(x) = λ. Étant λ < f(x) arbitraire, il s’ensuite que f̂(x) ≥ f(x).

(v) découle immédiatement de (i) et (iv).

(vi) soit A = E(f) et B = E(f̂). B est un fermé et convexe coA ⊂ B. prouvez que
coA = B supposons qu’il existe (x, γ) ∈ B et (x, γ) /∈ coA. Comme avant il existe un
α ∈ A tel que α(x) > γ ≥ f̂(x) et α(y) ≤ λ pour tout (y, λ) ∈ coA. en particulier
α(y) ≤ f(y) pour tout y ∈ K. Il s’ensuite que f̂(x) = sup{γ(x) : γ ∈ A, γ ≤ f} ≥
α(x) > γ ≥ f̂(x), une contradiction.

(vii) supposons qu’il existe x ∈ K tel que (x, f̂(x)) ∈ Graphf̂ et (x, f̂(x)) /∈ coGraphf .
Comme auparavant il existe un affine α tel que α(x) > f̂(x) et α(y) ≤ γ. pour tout
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(y, γ) ∈ coGraphf . en particulier α(y) ≤ f(y) pour tout y ∈ K.
f̂ = sup{γ(x) : γ ∈ A, γ ≤ f} ≥ α(x) > f̂(x) une contradiction. �

Définition 1.35. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Soit
µ ∈ M1(K). Un point xµ ∈ E est appelé la résultante de µ si µ(`) = `(xµ) pour tout
` ∈ E∗.

Le résultat est unique, en fait si µ(`) = `(xµ) et µ(`) = `(yµ) pour tout ` ∈ E∗ alors
xµ = yµ. Notez que si µ est discret alors xµ est le barycentre de le soutien de µ.

Proposistion 1.10. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe.
Alors pour chaque µ ∈M1(K) on a :

(i) xµ ∈ K.

(ii) l’application µ→ xµ deM1(K) a E est continue.

Preuve Supposons d’abord µ discret µ = P
λiδxi , On a µ(`) = P

λi`(xi) = `(Pλixi),
et donc xµ = P

λixi ∈ K. Soit maintenant µ ∈ M1(K) quelconque. Par le théorème
d’approximation, il existe un réseau {µα} tel que µα soit discret et µα → µ. Il suit
`(xµα) = µα(`)→ µ(`) = `(xµ) pour tout ` ∈ E∗.
Donc xµα converge faiblement vers xµ et puisque xµα ∈ K, K compact et convexe, il
s’ensuite que xµ ∈ K. Pour prouver la continuité, soit µα ∈M1(K), µα → µ. Pour tout
` ∈ E∗ nous avons `(xµα) = µα(`)→ µ(`) = `(xµ) donc xµα converge vers xµ faiblement
et donc fortement puisque K est Hausdorff compact. �

Nous allons maintenant étudier les mesures µ de x résultante donnée, et support Sµ
contenu sur l’ensemble des points extrêmes de K.

Proposistion 1.11. [22] Soit E un espace L.C.H, K ⊂ E soit compact et convexe. ensuite

(i) Pour tout x ∈ K il existe un réseau {µα} ⊂ M1(K) tel que S(µα) ⊂ extK et {xµα}
converge vers x.

(ii) Pour tout x ∈ K il existe µ ∈M1(K) tel que S(µ) ⊂ coextK et xµ = x.
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Preuve Soit x ∈ K. Par le théorème de Kerin-Milman x ∈ coextK, il existe donc un
réseau {xα} ⊂ coextK convergeant vers x. Définir xα = P

λαj y
α
j , yαj ∈ extK et définir

µα = Pλαj δyαj . Clairement µ ∈M1(K), S(µα) ⊂ extK et {xµα} converge vers x.
Pour prouver (ii) soit µ ∈M1(K) un point de cluster de {µα} défini ci-dessus.
Puisque {xµα} converge vers x, il s’ensuite que xµ = x. Comme Sµα ⊂ extK on obtient
Sµ ⊂ clextK. �

Proposistion 1.12. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe.
Alors pour tout µ ∈ M1(K) il existe un réseau {µα} ∈ M1(K) tel que µα soit discret,
xµα = xµ et {µα} converge vers µ.

Preuve Soit U = {Uk} une couverture ouverte finie de K par convexe quartiers Uk et
soit {gk} une partition d’unité qui lui est subordonnée. Définir
les mesures Vk ∈M1(K) par :

Vk(f) =

8><
>:
µ(fgk)/µ(gk) si µ(gk) 6= 0

0 si µ(gk) = 0.

Réglez xk = xVk et définissez µu = Pµ(gk)δxk Clairement µu ∈M1(K). De plus Sgk ⊂ Uk

et xk ∈ SVk ⊂ Sgk ⊂ Uk. Pour chaque ` ∈ E∗, nous avons

µu(`) =
X

µ(gk)δxk(`)

=
X

µ(gk)`(xk)

=
X

µ(gk)Vk(`)

=
X

µ(`gk)

= µ(`
X

(gk))

= µ(`)

= `(xµ)

alors xµu = xµ Soit {uα}α∈A l’ensemble des revêtements ouverts finis aériens de K par
convexe quartiers. Ordre K par raffinement. Le discret correspondant les mesures µα,
définies comme ci-dessus, ont pour résultat xµα = xµ et forment un réseau qui converge
vers µ. �
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Nous sommes maintenant en mesure de donner une caractérisation de la fonction f̂ .

Proposistion 1.13. [22] Soit E un espace L.C.H et soit f ∈ C(K) ou K ⊂ E est compact
et convexe. ensuite nous avons :

(i) f̂(x) = inf{µ(f) : µ ∈M1(K) et xµ = x}.

(ii) f̂(x) = inf{µ(f) : µ ∈M1(K) µ est discret, et xµ = x}.

Preuve Définissez Ψ : M1(K) → K × R par Ψ(µ) = (xµ, µ(f)). Puisque µ → xµ et
µ → µ(f) sont des cartes linéaires continues, aussi Ψ est continue et linéaire. De plus
Ψ(M1(K)) est compact et convexe pourM1(K) est alors.
Comme Ψ(δx) = (x, f(x)) nous avons Ψ(M1(K)) ⊃ Graphf , ce qui implique que
Ψ(M1(K)) ⊃ coGraphf . Par contre, si µ est discret, disons µ = Pλiδxi ,
alors Ψ(µ) = (Pλixi,

P
λif(xi)) ∈ coGraphf . Si µ est quel conque, il existe un réseau

{µα} de mesures discrètes convergeant vers µ. Comme Ψ(µα) ∈ coGraphf , il suit que
Ψ(µ) ∈ coGraphf . D’ou Ψ(M1(K)) = coGraphf .
De la proposition 1.9 (vi) il s’ensuite que (x, f̂(x)) ∈ coGraphf = Ψ(M1(K)),
il existe donc µ ∈ M1(K) tel que Ψ(µ) = (x, f̂(x)) soit xµ = x et µ(f) = f̂(x), ce qui
implique que f̂(x) ≥ inf{µ(f), µ ∈M1(K) et xµ = x}.

Pour prouver (i) il reste et montrer que f̂(x) ≤ inf{µ(f), µ ∈ M1(K) et xµ = x}.
Supposons d’abord µ discret, µ = Pλiδxi . et x = Pλixi, Pour tout un α ∈ A, α ≤ f , on
µ(f) ≥ µ(α) = Pλiδxi(α) = Pλiα(xi) = α(x) donc µ(f) ≥ f̂(x).
Supposons maintenant que µ ∈M1(K), avec xµ = x, soit quelconque. D’après la propo-
sition 1.12, il existe un net {µα} convergeant vers µ, µα discret avec xµα = x. Puisque
µα(f) ≥ f̂(x), il suit que µ(f) ≥ f̂(x) et donc f̂ ≤ inf{µ(f), µ ∈ M1(K) et xµ = x}.
Donc (i) est prouvé. De (i) et de la proposition 1.12, (ii) suit a la fois. �

Définition 1.36. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Dénoter
par

S = {f ∈ C(K) : f est concave sur K}.

Pour f ∈ S définir Kf L’ensemble bordant de f , par

Kf = {x ∈ K : f(x)− f̂(x) = 0}.
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Une famille F ⊂ S est dite séparée par convexité K si, pour tout x1, x2 ∈ K, x1 6= x2, il
existe f ∈ F tel que f n’est pas affine sur [x1, x2].

Nous avons la caractérisation suivante des points extrêmes de K.

Théorème 1.14. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe. Alors
extK ⊂ K, pour tout f ∈ S, et pour toute famille F dont la convexité sépare K nous
avons

extK =
\
{Kf , f ∈ F}

De plus, toute la convexité S sépare K, et donc extK = T{Kf , f ∈ F}.

Preuve Soit x ∈ extK et f ∈ S. D’après la proposition 1.13, il existe un réseau {µα} ⊂
M1(K), avec xµα = x, tel que µα(f) converge vers f̂(x). Puisque x est extrême, xµα = x

implique µα = δc et donc µα(f) = f(x) = f̂(x). D’ou x ∈ Kf et, comme x ∈ extK

est arbitraire, nous avons extK ⊂ K. Supposons maintenant que F sépare strictement
S et que extK soit strictement contenu dans l’ensemble T{Kf , f ∈ F}. Alors il existe
x ∈ T{Kf , f ∈ F} tel que x /∈ extK. Soit x = λx1 + (1− λ)x2, x1, x2 ∈ K,x1 6= x2. Soit
f ∈ F non affine sur [x1, x2], on a f(x) = f(λx1 + (1− λ)x2) > λf(x1) + (1− λ)f(x2) ≥
λf̂(x1) + (1− λ)f̂(x2) ≥ f̂(x).
et donc x /∈ Kf , une contradiction qui prouve que T{Kf ,f ∈ F} ⊂ extK.
Comme, pour tout f ∈ S, extK ⊂ Kf on a extK = T{Kf , f ∈ F} ⊂ extK. Pour
prouver que S sépare K de manière convexe, soit x1, x2 ∈ K, x1 6= x2. soit ` ∈ A tel que
`(x1) 6= `(x2). Alors −`2 est dans S et n’est pas affine sur [x1, x2]. �

Théorème 1.15. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K ⊂ E compact et convexe.
Supposons qu’il existe un f ⊂ S strictement concave. Alors extK = Kf est un Gδ

sous-ensemble de K, aussi est le complément d’un ensemble convexe. De plus, si K est
métrisable, la fonction strictement concave f ∈ S existe.

Preuve Soit f ∈ S strictement concave. Clairement f sépare de manière convexe les
points de K, et donc du théorème précédent, nous avons extK = Kf . Pour voir que
extK est un sous-ensemble Gδ de K, observez que comme f̂ est (s.c.i) et convexe et
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f est continue et concave, la fonction f − f̂ est (s.c.s). et concave sur K. L’ensemble
{x ∈ K : f(x)− f̂(x) ≥ 1

n
} est fermé et convexe. Cela implique que

extK = {x ∈ K : f(x)− f̂(x) = 0} =
\
{x ∈ K : f(x)− f̂(x) < 1

n
}.

Donc extK est un sous-ensemble Gδ de K et, de plus, extK est le complément du
l’ensemble convexe S{x ∈ K : f(x)− f̂(x) ≥ 1

n
}.

Supposons maintenant que K soit métrisable. Comme K est également compact, il
s’ensuite que K et donc C(K) est séparable. Soit {`n} ⊂ E∗, ‖`n‖ = 1 une séquence
séparant les points de K. Soit f : E → R défini par f(x) = −P < `n,v >

2 /2n. Puisque
la fonction réelle x→ x2 est convexe, on a que f est concave. Pour voir que f est notons
que < `n, λv + (1 − λ)w >2= λ < `n, v >

2 +(1 − λ) < `n, w >2 si et seulement si
`n(v) = `n(w). Par conséquent

X < `n, λv + (1− λ)w >2

2n =
X λ < `n, v >

2 +(1− λ) < `n, w >2

2n

ce qui implique que `n(v) = `n(w) pour tout n ∈ N. Comme {`n} sépare les points de K,
il s’ensuite que v = w. Donc f est strictement concave. �

Nous appliquons maintenant cette théorie aux fonctions a valeurs multiples (voir aussi
Castaing Valadier [10]). Soit E un espace de Banach réel séparable réflexif et supposons
que F : I × B(x0, r)→ Hc(E) satisfait l’hypothèse (1.2). Notons Eτ l’espace doté de la
topologie faible ϑ(E,E∗) pa E et soit I ×B(x0,r)× Eτ doté de la topologie induite par
R× E × Eτ .

Définition 1.37. [22] Soit {`n} ∈ E∗), ‖`n‖ = 1 une suite séparant les points de E.
Définissez f : I ×B(x0,r)× Eτ → R par :

f(t,x,V ) = −
∞X
n=1

< `n, v >
2

2n .

Il est immédiat de prouver que f est continue et f(t, x, .) est strictement concave.

Définition 1.38. [22] Soit f̂ : GraphF ⊂ I ×B(x0,r)× Eτ → R défini par :

f̂(t,x, v) = sup{α(v) : α ∈ A, α(u) ≤ f(t, x, u) pour tout u ∈ F (t, x)}.
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Proposistion 1.14. La fonction f̂ : GraphF ⊂ I × B(x0, r)× Eτ → R a les propriétés
suivantes :

(i) f̂(t, x, .) est convexe sur F (t, x).

(ii) f̂ est (s.c.i).

Preuve (i) est prouvée dans la proposition (1.11) (i).Pour prouver (ii) soit ε > 0 et
soit {tα, xα,vα}α∈A, (tα, xα, vα) ∈ GraphF, soit un réseau convergeant vers (t0,x0, v0).Par
définition, il existe β ∈ A tel que β(v0) ≥ f(t0, x0,v0)− ε et β(u) ≤ f(t0, x0,u) pour tout
u ∈ F (t0, x0). Comme f est continue, F est continue au sense de Hausdorff et ‖F‖ < M

il existe δ > 0 tel que si |t− t0| < δ, ‖x− x0‖ < δ nous avons β(v)− ε ≥ f(t, x, v) pour
tout v ∈ F (t,x). a partir de cela et de la définition de f̂ on a que, pour tout α � α0, on a
β(vα)− ε ≥ f̂(tα,xα, vα). Comme β(vα) converge vers β(v0), pour tout α � α1 � α2, nous
avons

f̂(tα, xα, vα) ≥ β(vα)− ε ≥ β(v0)− 2ε ≥ f̂(t0,x0,v0)− 3ε

Comme ε > 0 est arbitraire, la preuve est complété. �

Définition 1.39. (La fonction de choquet)[22] Soit F satisfait (1.2). la fonction de
choquet Φ : I ×B(x0,r)× Eτ → [−∞,+∞[, associe a F , est définie par

Φ(t,x,v) =

8><
>:
f(t,x,v)− f̂(t,x,v) si v ∈ F (t,x)

−∞ si v /∈ F (t,x).

La proposition suivante résume les principales propriétés de Φ.

Proposistion 1.15. Soit F satisfaire (1.2). Alors la fonction Choquet Φ a les propriétés
suivantes :

(i) 0 < Φ(t,x,v) ≤M2 pour tout (t,x,v) ∈ grapheF .

(ii) Φ(t,x,v) = 0 si et seulement si v ∈ extF (t,x).

(iii) la fonction Φ(t,x, .) est strictement concave sur F (t, x).

(iv) la fonction Φ est (s.c.s) sur I ×B(x0,r)× Eτ .

(v) pour tout x ∈MF la fonction Φ(t, x(t), ẋ(t)) est mesurable sur I.
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(vi) si {xn} ⊂ MF converge vers x alors

lim sup
Z
I

Φ(t,xn(t), ẋn(t)) dt ≤
Z
I

Φ(t,x(t),ẋ(t)) dt.

Preuve La preuve des propriétés (i) - (v) est immédiate. Soit {xn} ⊂ MF convergent
vers x. pour Prouver (vi) il suffit pour montrer que, pour presque tout t ∈ I nous avons

lim sup Φ(t,xn(t), ẋn(t)) ≤ Φ(t, x(t), ẋ(t)).

on note βn(t) = Φ(t, xn(t), ẋn(t)) et β(t) = lim sup βn(t). Par le théorème du Mazur,
on a (β(t), ẋ(t)) ∈ co{(βn(t), ẋn(t)),n ≥ k}, pour tout k ∈ N et tout t ∈ J , ou µ(I\J) = 0.
Définir Φt(u) = Φ(t, x(t), u) et soit HΦt = {(γ,v) ∈ R× Eτ ,γ ≤ Φt(v)} soit le sous-graphe
de HΦt , Comme Φt (est concave et (s.c.s) HΦt , est fermé et convexe. Nous allons prouver
que (β(t), ẋ(t)) ∈ HΦt p.p, t ∈ I.
Soit t ∈ J et soit G un voisinage de HΦt , Nous prétendons qu’il existe n0 ∈ N tel
que (βn(t),ẋn(t)) ∈ G pour tout n > n0. Supposons que ne existe pas une sous-suite
{βnk(t), ẋnk(t)} telle que {βnk(t), ẋnk(t)} /∈ G. Comme la suite {ẋn(t)} ⊂ Eτ est relative-
ment compact, on peut supposer que {βnk(t), ẋnk(t)} converge vers (γ, u), disons. Puisque
Φ est (s.c.s).nous avons

γ = lim βnk(t) = lim Φ(t,βnk(t), ẋnk(t)) ≤ Φ(t,x(t), u)

d’ou (β(t),u) ∈ HΦt ⊂ G. Alors (βnk(t), ẋnk(t)) ∈ G pour un k grand, une contradiction
qui prouve la revendication.

CommeHΦt ⊂ G est fermé et convexe, il s’ensuite que (β(t), ẋ(t)) ∈ co{(βnk(t), ẋnk(t),k ≥
n0} ⊂ G, ce qui étant G ⊃ HΦt , arbitraire, implique que (β(t), ẋ(t)) ∈ HΦt , c’est-a-dire

lim sup Φ(t, xn(t), ẋn(t)) ≤ Φ(t, x(t), ẋ(t)).

Comme l’inégalité ci-dessus vaut pour presque tous les t ∈ I, il suit

lim sup
Z
I

Φ(t, xn(t),ẋn(t)) dt ≤
Z
I

Φ(t, x(t), ẋ(t)) dt.
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Chapitre 2
Inclusion différentielle sur un espace de
Banach séparable

2.1 Pour un intérieur non vide

Dans ce qui suit, E est un espace de Banach réflexif séparable. Soit F un multifonction
continue définie sur un sous-ensemble ouvert non vide de R × E avec des valeurs dans
l’espace des sous-ensembles bornés convexes fermés de E avec un intérieur non vide. Nous
considérerons le problème de Cauchy8<

: ẋ ∈ extF (t, x)
x(t0) = x0

(2.1)

où extF (t, x) désigne l’ensemble des points extrêmes de F (t, x). On remarque que, en
général, l’ensemble extF (t, x) n’est pas fermé et la fonction (t, x)→ extF (t, x) n’ est pas
continue. Avec (2.1), nous considérerons le problème de convexité8<

: ẋ ∈ F (t, x)
x(t0) = x0

(2.2)

Par exemple de Plis(dans le chapitre precédent), l’ensemble de solutionsMextF de (2.1)
est en général, non dense dans l’ensemble de solutions MF de (2.2). Cependant, nous
montrerons queMextF est non vide et se rapproche de certains sous-ensembles importants
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deMF . Plus spécifiquement, nous doit prouver que, pour toute sélection f de F dans une
classe admissible, qui comprend localement les sélections de α -Lipschitz, si l’on note Pf ,
l’ensemble des solutions de problème du Cauchy

8<
: x′ = f(t, x)
x(t0) = x0

(2.3)

alors nous avons que l’ensembleMextF a une intersection non vide avec chaque quartier
de Pf .
En dimension finie ce type de résultat d’approximation a été établi par Pianigiani [38],
en utilisant la technique d’Antosiewicz et Cellina [1]. Pour des résultats antérieurs voir
Filippov [24] et Wazcwski [43].

L’approche utilisée ici est une variante de la méthode des catégories de Baire introduit
dans [15], [16], [17] afin de prouver l’existence de solutions pour inclusions différentielles
en absence de convexité, dans les espaces de Banach. Nous mentionnons que récemment,
cette méthode a été améliorée par Bressan et Colombo [6], qui ont obtenu un théorème
d’existence contenant a la fois le théorème d’existence de [17] et théorème de Filippov [25].
Les preuves complétés des résultats de cette section peuvent être trouvé dans [18].

Soit U un sous-ensemble non vide de R× E.

Définition 2.1. [21] La mesure de non compacité de Kuratowski α(Ω) d’un ensemble Ω
est la borne inférieure des nombres v > 0 tels que Ω admet un recouvrement fini par des
ensembles de diamètres inférieur ou égal à v.

Définition 2.2. [22] Une fonction f : U → E est dite α- Lipschitzienne de constante k ssi
est continue et bornée sur U , et il existe une constante k ≥ 0 telle que α[f(X)] ≤ kα[X]
pour tout ensemble borné X ⊂ U , ou α est l’indice de Kuratowski de non-compacité.

Définition 2.3. [22] Une fonction f : U → E est dite localement Lipschitzienne (resp.
Localement α-Lipschitzien) si f est bornée (resp. continue et bornée), et pour chaque
(s, u) ∈ U il existe δ(s,u) > 0 et k(s,u) ≥ 0 tels que f restreint a B((s,u), δ(s,u)) est Lipschitzien
(resp.α-Lipschitzien) avec k(s,u) constant.
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Soit J = [a, b[, a < b. On note I(J) la classe de toutes les familles dénombrables {Ji}
d’intervalles disjoints paire non vides Ji = [ai,bi[ tels que

S
i Ji = J .

A est un membre de I(J) sera appelé, pour faire court, une partition de J .

Définition 2.4. [22] Une fonction f : J ×B(x0,r)→ E est dite localement Lipschitzien
par morceaux (resp. Localement α-Lipschitzien par morceaux ) si f est borné et qu’il existe
un partition {Ji} ∈ I(J) de J telle que la restriction de f a chaque ensemble J ×B(x0, r)
est localement Lipschitzien (resp.localement α-Lipschitzien).

On notera £(J × B(x0, r)), £α(J × B(x0, r)) les classes de tous fonctions f : J ×
B(x0, r)→ E qui sont respectivement, localement Lipschitzien par morceaux, localement
α -Lipschitzien par morceaux.
Soit F : I ×B(x0, r)→ Hc(E) une multifonction, ou I = [t0, T [ et B(x0, r) ⊂ E (r > 0).
Nous supposons :

(H1)

8>>><
>>>:

F est Hausdorff continue sur I ×B(x0, r)
‖F‖ < M et 0 < T − t0 < r/M

F (t,x) a un intérieur non vide pour tout (t,x) ∈ I ×B(x0, r)
Pour F satisfaisant (H1), soitMF l’ensemble de toutes les solutions de (2.2).MF doté

de la métrique de C(I,E) est un espace métrique complet. Dénoter par

ρF = {f ∈ £(J ×B(x0, r)) : f est une sélection de F}.

ραF = {f ∈ £α(J ×B(x0, r)) : f est une sélection de F}.

ρF est un sous-ensemble non vide de ραF . Pour f ∈ ραF nous posons

Pf = {x : I → E : x est un solution de (2.3)}.

Pf est un sous-ensemble compact non vide deMF et, si f ∈ ρF , Pf est un singleton.

Proposistion 2.1. Soit F satisfait (H1). Soit f ∈ ραF et η > 0. Alors il existe ρ = ρf (η) >
0 tel que

x ∈MF et sup
t∈I

Z t

t0
[ẋ(s)− f(s, x(s))]ds < ρ impliquent x ∈ B(Pf , η).
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Preuve Supposons que l’énoncé ne soit pas vrai. Alors il existe f ∈ ραF , η > 0, et une
suite {xn} ⊂ MF telle que pour tout n ∈ N

sup
t∈I
‖
Z t

t0
[ẋn(s)− f(s, xn(s))] ds‖ < 1

n
et xn ∈ B(Pf , η).

Par un argument standard on prouve que α{xn} = 0. D’ou la suite {xn} ⊂ C(I,E) est
compact. Soit {xnk} une sous-suite de {xn} convergeant vers x, dire. Comme x ∈ Pf , pour
k assez grand, nous avons {xnk} ∈ B(Pf , η), une contradiction. Ceci complété la preuve.�

Proposistion 2.2. Soit G : J ×B(x0,r)→Mc(E) un multifonction continue au sense de
Hausdorff telle que intG(t, x) 6= ∅ pour chaque (t, x) ∈ J ×B(x0, r), ou J est un intervalle
et B(x0,r) ⊂ E. Supposons que u0 ∈ intG(t, x) pour tout (t,x) ∈ J × B̃(y0, δ), ou y0 ∈ E
et δ > 0. Alors il existe une sélection localement Lipschitzienne g de G satisfaisant
g(t, x) = u0, pour tout (t, x) ∈ J × B̃(y0, δ).

Preuve Supposons s ∈ J et z ∈ B(x0, r), ‖z − y0‖ = δ. Puisque u0 ∈ intG(s, z), et G est
continue, il existe une boule B((s, z), δs,z) ⊂ J × B(x0, r) telle que u0 ∈ intG(t,x) pour
tout (t, x) ∈ B̃(y0, δ). Pour u(s,z) ∈ intG(t, x) et z ∈ B((s, z), δs,z). Notons U = {Uα}α∈A la
famille, dont les membres sont J×B(y0, δ) et chacun des ensembles B((s, z), δs,z) construits
ci-dessus. U est une couverture ouverte J ×B(x0, r).

Pour {Uα} ∈ U , l’ensemble yα =

8<
: u0 si Uα = J ×B(y0, δ)
us,z si Uα = B((s, z), δs,z)

Soit {pα}α∈A une partition d’unité subordonnée a U telle que chaque pα soit localement
Lipschitzien. Maintenant, définissez g : J ×B(x0, r)→ E par

g(t, x) =
X
α∈A

pα(t,x)yα

Il est simple de vérifier que g est une sélection localement Lipschitzien de G et satisfait
g(t,x) = u0 pour tout (t, x) ∈ J × B̃(y0, δ). Ceci complété la preuve. �

Soit F satisfaire (H1). Pour θ > 0 définir

Mθ = {x ∈MF :
Z
I

Φ(t, x(t),ẋ(t)) dt < θ}.
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Théorème 2.1. [22] Soit F satisfaire (H1). Alors pour tout θ > 0 l’ensemble Mθ est
ouvert dansMF .

Preuve Supposons que {xn} ⊂ MF\Mθ converge vers x. De la proposition 1.15, il
s’ensuite que

0 ≤ lim sup
Z
I

Φ(t, xn(t),ẋn(t)) dt ≤
Z
I

Φ(t, x(t),ẋ(t)) dt

et donc x ∈MF\Mθ. Cela prouve queMθ est ouvert dansMF . �

Théorème 2.2. [22] Soit F satisfaire (H1). Soit f ∈ ραF ,η > 0 et θ > 0. Alors, il existe
g ∈ ρF tel que

Pg ∈Mθ

\
B(Pf ,η). (2.4)

La preuve de ce théorème est plutôt technique. Les principales étapes sont les les suivants.
Premièrement, g est construit localement avec des valeurs proches de les points extrêmes de
F et, en utilisant la proposition 2.2, g est défini sur un ensemble de la forme Iδ ×B(x0, r)
pour un certain intervalle Iδ ⊂ I. Par conséquent, g est étendu a l’ensemble entier
I ×B(x0, r) et il est montré que g est dans ρF et satisfait (2.4).

Théorème 2.3. [22] Soit F satisfaire (H1). Alors pour tout f ∈ ραF et tout η > 0 que
nous avons :

MextF

\
B(Pf ,η) 6= ∅

En particulier,MextF est non vide.

Preuve Soit f ∈ ραF . Soit η > 0. Mettre θn = 1/n(n ∈ N). Par le théorème 2.7 il existe
un g1 ∈ ρF tel que Pg1 ∈MF

T
B(Pf ,η) et donc, pour certains 0 < η1 < θ1 nous avons :

B̃(Pg1 ,η1) ⊂MF

\
B(Pf ,η).

Par le théorème 2.7 il existe un g2 ∈ ρF tel que Pg2 ∈ Mθ1

T
B(Pg1,η1) Puisque, par le

théorème 2.1, cet ensemble est ouvert dansMF il existe 0 < η2 < θ2 tel que

B̃(Pg2 ,η2) ⊂Mθ1

\
B(Pg1 ,η1)
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Continuer ainsi donne une suite décroissante des boulles fermées B̃(Pgn ,ηn) ⊂ MF , ou
gn ∈ ρF et 0 < ηn < θn, satisfaisant

B̃(Pgn+1 ,ηn+1) ⊂Mθn

\
B(Pgn ,ηn)

CommeMF est complet, selon le théorème d’intersection de Cantor, il y a un (et un seul)
point x se trouvant dans toutes les boules B̃(Pgn ,ηn). Puisque x se trouve dans tous les
ensemblesMθn , nous avoir Z

I
Φ(t, x(t),ẋ(t)) dt = 0

D’ou ẋ(t) ∈ extF (t, x(t),ẋ(t)) p.p. et donc x ∈ MextF , comme d’autre part, x ∈
B̃(Pg1 ,η1) ⊂ B(Pf ,η), la preuve est complété. �

2.2 F Compact

Dans cette section, nous considérons les problèmes de Cauchy8<
: ẋ ∈ extF (t, x)
x(t0) = x0

(2.5)

8<
: ẋ ∈ F (t, x)
x(t0) = x0

(2.6)

sous des hypothèses compactes sur F .
On dit que F : I ×B(x0, r)→ Hc(E), I = [t0,T ], satisfait l’hypothèse (H2) si :

(H2)

8>>><
>>>:

F est Hausdorff continue sur I ×B(x0, r)
‖F‖ < M et 0 < T − t0 < r/M

F est compact telle que F(I ×B(x0, r)) est relativement compact sur E
Si F satisfait (H2) on montre que l’ensembleMextF de toutes les solutions du problème

(2.5) n’est pas vide. Notons d’ailleurs que, comme extF (t,x) n’est pas forcément fermé,
le théorème d’existence mentionné ci-dessus est nouveau également en dimension finie,
Théoréme de Filippov. En fait, l’existence de solutions au problème (2.5) découle aussitôt
d’un résultat de densité qui est d’un intérêt indépendant (voir Théoréme 2.3 ). Ces
théorèmes de densité se révèlent utiles. En effet, en les utilisant, il est possible de montrer
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que sous une condition d’invariance sur le flux, l’inclusion différentielle (2.5) admet une
solution périodique qui réglé une question retour a Cellina [11].

Dans ce qui suit, nous esquissons les principales idées de l’approche. Pour le preuves
complètes des résultats, ainsi que pour d’autres applications, voir [19].

Soit J ⊂ I un intervalle fermé a gauche, borné, non dégénéré. Par une partition de J
nous entendons une famille finie {Jk}nk=1 non vide, non dégénéré, laissé fermé et intervalles
disjoints par paires dont l’union est J . La famille de toutes les partitions de J est noté
I(J).

Étant donné d ∈ N, on note Zd les ensembles de tous les d-couples ordonnés h =
(h1 , ..., hd) d’entiers.

Soit F satisfaire l’hypothèse (H2). AlorsMF est un sous-ensemble compact non vide de
C(I, E) et ainsi, doté de la métrique de C(I, E),MF est un espace métrique complète. Soit
C ⊂ B(x0, r) tout ensemble convexe compact contenant x0 + St∈I(t− t0)F (I ×B(x0, r)).
Définir l’ensemble

ℵ = {x : I → C : ‖ẋ(t)‖ ≤M p.p}.

Clairement ℵ est un sous-ensemble compact de C(I, E) contenantMF . Enfin, définissons
l’ensemble

ρF = {f : I ×BE(x0, r)→ E : f est une sélection continue de F}.

En vertu du théorème de Michael [35], l’ensemble ρF est non vide.

Définition 2.5. [22] Soit F satisfaire (H2). Soit `i ∈ E∗, ‖`i‖ = 1, i = 1 , .., d. Soit
{Ik}k0

k=1 ∈ F(I) et soit α > 0. Pour k = 1 , ..., k0 et h ∈ Zd , h = (h1, ..., hd), définir
l’ensemble
Shk = {(t , x) ∈ I × E | t ∈ Ik, hiα ≤ `i(x)− 2Mt < ((hi + 1)α, pour chaque i = 1,...,d}.
Réglez Rh

k = Shk
T
I × C. La famille R de tous les ensembles non vides Rh

k est appelée une
partition de I × C transversal a F (correspondant a {`i}di=1 , {Ik}

k0
k=1et α ).

Clairement, comme I ×C est compact, la famille R est finie. Nous convenons d’appeler
α le pas d’espace R et, si tous les intervalles Ik ont la même longueur β, alors on dit que β
est le pas de temps de R. L’intervalle Ik sera appelé l’intervalle de base de Rh

k . Enfin, par
norme v(R) de R on entend le plus grand diamètre de Rh

k lorsque Rh
k varie de plus de R.
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Lemme 2.1. Soit F satisfaie (H2). Alors pour tout λ > 0 il existe une partition R
transversal a F (avec pas de temps constant) et norme v(R) < λ.

Preuve Soit `i ∈ E∗, ‖`i‖ = 1, dénombrable et dense dans l’unité sphère de E. Pour
chaque n ∈ N, notons Rn = {Rh

k(n)} la partition de I ×C transversal a F , correspondant
a {`i}di=1 et {Ik}k0

k=1, du pas d’espace αn et du temps étape βn, ou αn → 0 et βn → 0
quand n→∞. Nous affirmons qu’il existe n0, pour tout n > n0, nous avons v(Rn) < λ.
Supposons le contraire. que il existe une suite strictement croissante nj → ∞ telle que
pour certains Rh

k(nj) ∈ R(nj)
nous avons daimRh

k(nj) > λ . Donc , pour tout j ∈ N, il existe des points (tnj ,xnj ),(snj ,ynj ) ∈
Rh
k(nj) tel que

max{|tnj − snj |, ‖xnj − ynj‖} >
λ

2 . (2.7)

Par contre, d’après la définition de Rh
k(nj), on a

|`i(xnj − ynj)| < αnj + 2M |tnj − snj | < αnj + 2Mβnj , i = 1, ...,dnj .

Les suites {xnj}, {ynj} appartiennent a C, un ensemble compact, passant donc a sous-
suites (sans changement de notations) nous avons que xnj → x, ynj → y ou x, y ∈ C. Soit
maintenant i ∈ N. Pour chaque dnj > j nous avons

|`i(x− y)| ≤ |`i(xnj − ynj)|+ |`i((x− xnj)− (y − ynj)|

< αnj + 2Mβnj + ‖x− xnj‖+ ‖y − ynj‖

d’ou, laissant j → +∞, suit `i(x− y) = 0. Puisque i est arbitraire et {`i} est dense dans la
sphère unitaire de E∗, on a x = y. Ce contrat (2.3), pour |tnj − snj | → 0 comme j → +∞.
Ceci complété la preuve. �

Remarque 2.1. La partition R dans le lemme précédent peut être supposée avoir pas
de temps arbitrairement petit. si R est une partition satisfaisant le lemme 2.1, avec pas
d’espace α, pas de temps β correspondant a {`i}di=1 et {Jr}mr=1, avec la norme v(R) < λ,
alors la partition R correspondant a {`i}di=1 et {Ik}k0

k=1, obtenu en divisant chaque Jr en n
parties égales a un pas de temps β ′ = β/n.
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Soit R = {Rh
k} une partition de I × C transversal a F , correspondant a {`i}di=1 et

{Ik}k0
k=1 l’ensemble K = {1 , ..., k0} et, pour tout x ∈ ℵ, définir

Kx = {k ∈ K : il existe h ∈ Zd tel que le graphe xIk ⊂ Rh
k} (2.8)

Lemme 2.2. Soit F satisfaire (H2). Soit ε > 0 et λ > 0. Alors il existe une partition
R = {Rh

k} de I × C transversal a F, correspondant a {`i}di=1 et {Ik}k0
k=1

avec norme v(R) < λ, telle que

µ(
[

k∈K/Kx
Ik) < ε|I| pour tout x ∈ ℵ (2.9)

Preuve Soit ε > 0 et λ > 0. Par le lemme 2.1 et la remarque 2.1 il existe une partition
R transversale a F , de norme v(R) < λ, correspondant a {`i}di=1 et F = {Jr}mr=1 du pas
d’espace α et du pas de temps β0, 0 < β0 < α/(3M). Soit n > max{β0/ε|I| , d/ε}. En
divisant chaque Jr en n parties égales, on obtient une partition R′ de I × C transversale
a F , correspondant a {`i}di=1 et F ′ = {Ik}k0

k=1(k0 = nm) du pas d’espace α et du pas de
temps β = β0/n.

Soit x ∈ ℵ un quelconque. Pour i = 1 , .., d et t ∈ C, définir ψi(t) = `i(x(t))− 2Mt

et observez que −M > ψi(t) > −3M p.p. Soit tr , tr+1(tr < tr+1) les points d’extrémité
de Jr ∈ F . Pour certains h̃ ∈ Zd,h̃ = (h̃1 , ..., h̃d) on a (tr, x(tr)) ∈ Rh̃

k .
Donc

h̃iα ≤ ψi(tr) < (h̃i + 1)α , i = 1 , ..., d (2.10)

Puisque ψ̇i(t) > −3M p.p. nous avons

ψi(t) ≥ ψi(tr)− 3M(t− tr) ≥ h̃iα− 3Mβ0 > (h̃i − 1)α, t ∈ Jr = 1 ,..., d. (2.11)

Comme ψi est strictement décroissant et continue, pour chaque i = 1 , ..., d il existe au
plus un point τi ∈ Jr tel que ψi(τi) = h̃iα. De (2.10) et (2.11) nous obtenons

h̃iα < ψi(t) < (h̃i + 1)α. t < τi, t ∈ Jr

(h̃i − 1)α < ψi(t) < h̃iα. t > τi, t ∈ Jr

Donc, si un intervalle Ik ⊂ Jr ne contient pas de points τi, alors pour certains h ∈ Zd nous
avons

graphe xIk ⊂ Rh
k (2.12)
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Comme les intervalles Ik ∈ F ′ contenant un certain point τi sont au plus d, nous avons
cela dans chaque Jr ∈ F y a-t-il au plus d intervalles Ik ∈ F ′ pour lequel (2.12) échoue.
Depuis les intervalles Jr ∈ F sont m, il existe au plus d m intervalles Ik ∈ F ′ Pour que
(2.12) échoue. Par conséquent

X
k∈K\Kx

|Ik| ≤ dm|Ik| < dm|I|/k0 < ε|I|.

Comme x ∈ ℵ est arbitraire, la preuve est complète. �

Soit R = {Rh
k} une partition de I × C transversal a F , correspondant a {`i}di=1 et

{Ik}k0
k=1 du pas d’espace α et du pas de temps β. Ensuite, pour chaque Rh

k ∈ R, définissez

Rh
k,j = Shk,j

\
(I × C) j = i, ...., P

ou Sk,j = Shk
T(Jj × E) et {Jj}pj=1 ∈ F(Ik) (Ji et p dépendant de Rh

k). On note R′

l’ensemble de tous les Rh
k,j non vides.

Remarque 2.2. La signification géométrique du lemme 2.2 est que, pour tout x ∈ ℵ, le
point (t, x(t)), t ∈ I, ne rencontre la limite de certains Shk que pour un nombre fini de t.
De manière analogue, le point (t, x(t)), t ∈ I, ne rencontre la limite de certains Shk,j que
pour infiniment nombreux t.

Soit F satisfaire (H2). Pour θ > 0, définissez

Mθ = {x ∈MF :
Z
I

Φ(t, x(t),ẋ(t)) dt < θ}.

La proposition 2.1 et le théorème 2.1 suivants peuvent être prouvés dans le même
comme la proposition 2.1 et le théorème 2.1.

Proposistion 2.3. [22] Soit F satisfaire (H2). Soit f ∈ ρF et η > 0. Alors il existe
δ = δf (η) > 0, tel que

x ∈MF et sup
t∈I
‖
Z t

t0
[ẋ(s)− f(s, x(s))] ds‖ < δ implique x ∈ B(Pf ,η) (2.13)

Théorème 2.4. [22] Soit F satisfaire (H2). Alors, pour tout θ > 0, l’ensembleMθ est
ouvert dansMF .

56 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



2. INCLUSION DIFFÉRENTIELLE SUR UN ESPACE DE BANACH SÉPARABLE

Théorème 2.5. [22] Soit F satisfaire (H2). Soit f ∈ ρF , Soit δ > 0 et θ > 0. Puis il existe
une fonction g ∈ ρF telle que, pour tout x ∈ ℵ, on a

Z
I

Φ(t, x(t), g(t,x)) dt < θ. (2.14)

sup
t∈I
‖
Z t

t0
[g(s,x(s))− f(s,x(s))] ds‖ < δ. (2.15)

La preuve de ce théorème est plutôt technique. Les principales étapes sont les suivants.
On définit d’abord une partition R transversale a F et en utilisant une telle partition,
nous approximer f localement par des fonctions prenant des valeurs proches de les points
extrêmes de F . Donc définit un raffinement R′ = {Rh

k,j} de R et construit un sélection
appropriée γ de F , dont la restriction a chaque ensemble Rh

k,j est continue, telle que (2.14)
et (2.15) sont satisfaits de γ a la place de g. Enfin nous montrons que il existe une sélection
continue g de F , qui est proche de γ et satisfait (2.14) et (2.15).

Théorème 2.6. Soit F satisfaire (H2). Soit f ∈ ρF , η > 0 et θ > 0. Alors il existe g ∈ ρF
tel que

Pg ⊂Mθ

\
B(Pf , r).

Preuve Soit f ∈ ρF , η > 0 et θ > 0. Par la proposition 2.3, il existe δ > 0 tel que (2.13)
est satisfait. D’après le théorème 2.5, il existe g ∈ ρF tel que, pour tout x ∈ ℵ, (2.14) et
(2.15) sont satisfaits. Soit maintenant x ∈ Pg arbitraire. Comme ẋ(t) = g(t,x(t)), (2.15) et
(2.13) impliquent x ∈ B(Pf , r). De plus, a partir de (2.14), nous avons que x ∈Mθ. D’ou
x ∈Mθ

T
B(Pf , r), qui complété la démonstration. �

Théorème 2.7. Soit F satisfaire (H2). Soit f ∈ ρF et ε > 0. ensuite

MextF

\
B(Pf , ε) 6= ∅.

ainsi, en particulier, le problème de Cauchy (2.5) a des solutions.

Preuve A l’aide des théorèmes 2.4 et 2.6 on construit une suite d’ensembles fermés non
vides B̃(Pgn , ηn) ⊂ B(Pf , ε) ⊂MF , ou gn ∈ ρF , 0 < ηn < θn = 1/n, tel que

B̃(Pgn+1 , ηn+1) ⊂Mθn

\
B(Pgn ,ηn), n ∈ N.
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CommeMF est compact, nous avons

\
n∈N

B̃(Pgn , ηn) 6= ∅.

Soit x appartenir a cet ensemble. Comme x ∈ Mθn pour tout n ∈ N, nous avonsR
I Φ(t, x(t), ẋ(t)) dt = 0. Par conséquent, ẋ(t) ∈ extF (t, x(t)), p.p. t ∈ I et donc x ∈MextF .
De plus x ∈ B(Pf , ε), et donc la preuve est complété. �
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Chapitre 3
Extensions et applications

Dans ce chapitre on va etudier l’existence des soulutions d’inclusion différentielles dans
le cas ou la miltivoque F est carathedory puis nous avons faisons quelque applications.

3.1 F Caratheodory

Dans ce qui suit, nous retenons les notations de ce chapitre. Comme d’habitude, nous
disons que F : I × B(x0, r) → Hc(E) est Caratheodory si F (t,.) est Hausdorff continue
sur B(x0, r) pour tout t ∈ I, et F (., x) est mesurable sur I pour tout x ∈ B(x0, r). nous
considérez les problèmes de Cauchy

8<
: ẋ ∈ extF (t,x)
x(t0) = x0

(3.1)

8<
: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = x0

(3.2)

On dit que F : I ×B(x0, r)→ Hc(E), I = [t0,T ], satisfait l’hypothèse (H ′2) si :

(H ′2)

8>>><
>>>:
F est Caratheodory

‖F‖ ≤M et 0 < T − t0 < r/M

F est compact, c′est a dire que F (I ×B(x0, r)) est relativement compact dans E.
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Pour F satisfaisant (H ′2) on pose
ρ′F = {f : I ×B(x0, r)→ E : f est une sélection Carathcodory de F}. Pour tout f ∈ ρ′F
notons Pf l’ensemble des solutions du problème de Cauchy x′ = f(t, x), x(t0) = x0. On
note que, si F satisfait (H ′2), toutes les propriétés, sauf (iv), de la fonction de Choquet
énoncée dans la proposition 1.15 restent valides.

Théorème 3.1. Soit F satisfait (H ′2). Soit f ∈ ρ′F . Soit δ > 0 et θ > 0. Alors il existe
une fonction g ∈ ρ′F de sorte que, pour tout x ∈ ℵ, on a

Z
I

Φ(t,x(t),g(t,x)) dt < θ (3.3)

sup
t∈I
‖
Z t

t0
[g(s,x(s))− f(s, x(s))] ds‖ < δ (3.4)

Preuve Soit f ∈ ρ′F , δ > 0 et θ > 0. Par le théorème de Scorza Dragoni, il existe un
ensemble compact non vide J ⊂ I, avec

µ(I\J) < min{ θ

2M2 ,
δ

8M }

tel que les restrictions de f et F a J × B(x0,r) sont continues. Puis, par un version
multivaluée du théorème de Dugundji [2], il existe une multifonction continue F̃ : I ×
B(x0, r)→ Hc(E), avec des valeurs contenues dans coF (I ×B(x0, r)), tel que F (t, x) =
F̃ (t,x) pour tout (t, x) ∈ J ×B(x0, r). Par le théorème de Michael, il existe une sélection
continue f̃ : I×B(x0, r)→ E de F̃ telle que f̃(t, x) = f(t,x) pour tout (t, x) ∈ J×B(x0, r).

Observez que MF̃ ⊂ ℵ. Comme F̃ satisfait (H2) et f̃ ∈ ρF̃ , par le théorème 2.5, il
existe g̃ ∈ ρF̃ tel que, pour tout x ∈ ℵ, on a

Z
I

Φ̃(t,x(t), g̃(t,x(t))) dt < θ

2 (3.5)

sup
t∈I
‖
Z t

t0
[g̃(s,x(s))− f̃(s, x(s))] ds‖ < δ

2 (3.6)

ou Φ̃ est la fonction de choquet relative a F̃ . telque g̃ ∈ ρF̃ et F̃ (t, x) = F (t, x) pour tout
(t, x) ∈ J ×B(x0, r), il existe g ∈ ρ′F tel que g(t,x) = g̃(t, x) pour tout (t, x) ∈ J ×B(x0, r).
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Nous affirmons que, pour un tel g, (3.3) et (3.4) sont satisfaits. Soit x ∈ Pg n’importe
lequel. Pour tout t ∈ J on a
F̃ (t,x(t)) = F (t,x(t)), g(t,x(t)) = g̃(t, x(t)) et Φ(t, x(t), g̃(t, x(t))) = Φ(t,x(t),g(t,x(t))).

Il s’ensuit queZ
I

Φ(t,x(t),g(t, x(t))) dt ≤
Z
I

Φ̃(t,x(t), g̃(t, x(t))) dt

+
Z
I\J
|Φ(t, x(t), g(t, x(t)))− Φ̃(t, x(t), g̃(t, x(t)))| dt

< θ/2 +M2µ(I\J)

< θ

pour µ(I\J) < θ/2M2, et donc x satisfait (3.3).
Pour montrer que (3.4) est egalement satisfait, observez pour tout t ∈ J , nous avons

g(t, x(t)) = g̃(t, x(t)) et f(t, x(t)) = f̃(t, x(t)). Il s’ensuit que, pour tout t ∈ I

‖
Z t

t0
[g(s, x(s)− f(s, x(s))]ds‖ ≤ ‖

Z t

t0
[g̃(s, x(s)− f̃(s, x(s))]ds‖

+
Z
I\J
‖g(s, x(s)− g̃(s, x(s))‖

+ ‖f̃(s, x(s)− f(s, x(s))‖ds

< δ/2 + 4Mµ(I\J).

Comme µ(I\J) < δ/8M , la preuve est complete. �

Avec l’aide du théoréme 3.1, en utilisant le méme argument du théoréme 2.7, on peut
prouver ce qui suit.

Théorème 3.2. [22] Soit F satisfaire (H ′2). Soit f ∈ ρ′F et ε > 0. Alors

MextF

\
B(Pf , ε) 6= ∅

ainsi, en particulier, le probléme de Cauchy (3.1) a des solutions.

3.2 Quelques Applications

Dans ce qui suit, nous présentons deux applications des résultats précédents. La premiére
concerne les solutions périodiques d’inclusions différentielles sous un hypothése invariante
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sur le flux. La deuxiéme est une caractérisation de la convexité pour multifonctions
compactes.

Soit X0 ⊂ E compact et convexe. Pour u ∈ X0 on considérons le probléme de Cauchy8<
: ẋ ∈ F (t,x)
x(t0) = u

(3.7)

Supposons que F satisfait (H ′2), avec X0 au lieu de x0, c’est-a-dire

(H ′2)

8>>><
>>>:
F est Caratheodory

‖F‖ ≤M et 0 < T − t0 < r/M

F est compact, c′est a dire que F (I ×B(x0 , r)) est relativement compact dans E.

l’ensemble MF = {x ∈ C(I, E) : x solution de (3.7) pour certains u ∈ X0} et
définissez de manière analogueMextF et Pf .

Pour t ∈ [t0, T ] et u ∈ X0, définissez les ensembles joignable au temps t, RF (u,t)
et RextF (u,t) par :

RF (u,t) = {x(t) : x solution de ẋ ∈ F (t, x), x(t0) = u},

RextF (u , t) = {x(t) : x solution de ẋ ∈ extF (t, x), x(t0) = u}

Pour τ ∈]t0, T ] on considère le probléme de l’existence des points fixes pour le mappage
u → RextF ou, équivalent a l’existence de solutions pour le probléme de valeur limite
ẋ ∈ extF (t, x), x(t0) = x(τ).

Théorème 3.3. Soit F satisfaire (H ′2). S’il existe τ ∈]t0, T ] tel que RF (u,τ) ⊂ X0 pour
tout u ∈ X0, alors le probléme des valeurs aux limites8<

: ẋ ∈ extF (t, x)
x(t0) = x(t)

(3.8)

a au moins une solution.

Preuve Nous prouvons d’abord que pour tout f ∈ ρ′F le probléme de la valeur aux limites

8<
: x′ = f(t,x)
x(t0) = x(τ)

(3.9)
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a au moins une solution. En effet, par le théorème de Scorza Dragoni, il existe une suite
{In} d’ensembles compacts non vides In ⊂ I, In ⊂ In+1 avec µ(I\In)→ 0, de sorte que la
restriction de f a In ×B(X0, r) soit continue. Pour chaque n, soit fn : I ×B(X0, r)→ E

une fonction localement Lipschitzien, avec des valeurs dans coF (I ×B(X0, r)), tel que

sup{‖fn(t, x)− f(t, x)‖ : (t, x) ∈ In ×B(X0, r)} < 1/n.

Comme RF (X0, τ) ⊂ X0, on voit facilement que pour chaque ε > 0 il existe un nε tel
que, pour tout n > nε, Rfn(X0, τ) ⊂ B(X0, ε). Soit {fnk} une sous-suite de {fn} tel que,
Rfnk

(X0, τ) ⊂ B(X0,
1
k
), k ∈ N∗. Par le théorème de Kakutani-Ky Fan, pour tout k ∈ N∗,

la multifonction u → X0
T
B̃(Rfn(u, τ), 1

k
) de X0 dans le les sous-ensembles convexes

compacts non vides de X0 ont un point uk. Il existe donc un solution xk de S8<
: x′ = fnk(t, x)
x(t0) = uk

(3.10)

telle que ‖xk(τ)−xk(t0)‖ < 1/k. Puisque {xk} est compact, une sous-suite, disons {xk},
converge vers quelque x ∈ MF . Clairement x(τ) = x(t0) ∈ X0 et ẋ(t) = f(t, x(t)) p.p
t ∈ I . Comme dans la démonstration du théorème 2.3 on construire une suite décroissante
d’ensembles compacts non vides B̃(Pgn ,ηn) ⊂MF , ou gn ∈ ρ′F , 0 < ηn < θn = 1/n, tel que

B̃(Pgn+1 ,ηn+1) ⊂Mθn

\
B(Pgn ,ηn), n ∈ N.

Pour chaque n, le probléme de la valeur limite

8<
: x′ = gn(t,x)
x(t0) = x(τ)

(3.11)

a au moins une solution, disons xn. Puisque {xn} est compact, une sous-suite converge
vers x ∈ MF , qui satisfait x(t0) = x(τ). Comme x ∈ Tn∈N B̃(Pgn ,ηn), il s’ensuite que
x ∈MextF . la preuve est terminé. �

Remarque 3.1. L’ensemble RextF (u, τ) n’est, en général, ni fermé ni convexe. cependant
la multifonction u→ RextF (u, τ) de X0 dans les sous-ensembles de X0 a au moins un point
fixe. Pour le multifonction u→ RF (u, τ), ou F est Hausdorff continue (ou semi-continue
supérieure) avec des valeurs convexes compactes la l’existence d’un point fixe a été prouvée
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par Cellina [7] avec une méthode d’approximation qui n’est pas valide dans nos hypothèses.
Nous remarquons, enfin, que le théorème 3.3 n’est pas valide, dans l’hypothèse (H ′2), on
substitue "F est Hausdorff continue " avec " F est semi-continue supérieur".

Soit G : I ×B(x0, r)→ Hc(E) satisfait (H ′2). Considérons le probléme de Cauchy
8<
: ẋ ∈ G(t, x)
x(t0) = x0

(3.12)

Soit MG l’ensemble de toutes les solutions de (3.14) sur le intervalle [t0, T ]. Pour
t ∈ [t0, T ] définir RG(x0, t) = {x(t) : x ∈ MG}. Depuis G satisfait (H ′2), d’après le
théorème de Milman, on a coG(x, t) ⊃ G(x, t) ⊃ extcoG(x, t) ce qui implique RcoG(x0, t) ⊃
RG(x0, t) ⊃ RextcoG(x0, t).

Si, de plus, G est a valeur convexe, alors par la proposition 2.1 l’ensemble MG est
fermé et donc aussi RG(x0, t). Nous allons montrer que l’inverse la déclaration tient.

Théorème 3.4. Soit G : I ×B(x0, r)→ H(E) satisfait (H ′2). Puis le suivant les déclara-
tions sont équivalentes :

(i) MG dans C(I, E).

(ii) la multifonction G a une valeur convexe presque partout : c’est-a-dire il existe J ⊂ I,
avec µ(I\J) = 0, tel que sur l’ensemble Z = {(t, x) : t ∈ J, x ∈ RG(x0, t)} la
multifonction G a une valeur convexe.

Preuve Nous n’avons qu’a prouver que (i) implique (ii). Par le théorème de Scorza
Dragoni il existe une suite {In} ⊂ [t0,T [ de paire non vide disjoint ensembles fermés
In avec In ⊂ In+1, µ(I\In) → 0 de sorte que la fonction G se limite a In × B(x0, r)
est continue. Soit Jn l’ensemble des points de densité de In, et mettez J = S

Jn On
prétend qu’avec ce choix de J , la multifonction G est convexe valorisé sur Z. Supposons au
contraire qu’il existe τ ∈ Jn et ξ ∈ RG(x0, τ) tel que l’ensemble G(τ, ξ) n’est pas convexe.
Soit v ∈ coG(τ, ξ)\G(τ, ξ). Appelez Gn la restriction de G a In × B(x0, r). D’après le
théorème de Michael, il existe une sélection continue gn de Gn telle que g(τ, ξ) = v.
Puisque d(gn(τ,ξ), Gn(τ, ξ)) > 0 et gn et Gn sont continues en (τ, ξ), il existe δ > 0
tel que d(gn(t,x), Gn(t, x)) > 0 pour t ∈ In, x ∈ RG(x0,t), |t − τ | < δ, ‖x − ξ‖ < Mδ.
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Soit g n’importe quel sélection du caratheodory de G tel que g(t, x) = gn(t,x) pour tout
(t, x) ∈ In ×B(x0, r). SoitM∗

G et P ∗g les ensembles de solutions des problèmes
8<
: ẋ ∈ G(t, x)
x(τ) = ξ

(3.13)

et

8<
: x′ = g(t, x)
x(τ) = ξ

(3.14)

sur l’intervalle [τ, T ]. Soit z ∈ P ∗g arbitraire. Depuis τ est un point de densité pour In,
z′(τ) = g(τ,ξ) = v et d(ż(t), G(t, z(t)) > 0 pour t ∈ In, |t − τ | < δ, il s’ensuite queR T
τ d(ż(t), G(t, z(t)) dt > 0.

Puisque G(t, x) ⊃ extcoG(t,x), le théorème 3.2 garantit que, pour tout ε positif,
l’ensembleM∗

G

T
B(P ∗g , ε) est non vide. Soit zn ∈M∗

G

T
B(P ∗g , 1

n
), n ∈ N∗. Comme {zn} est

compact, une sous-suite converge vers z, Clairement z ∈ P ∗g et R Tτ d(ż(t), G(t, z(t)) dt > 0.
Comme ξ ∈ RG(x0,τ), il existe x ∈MG tel que donc ẋ ∈ G(t, x), x(t0) = x0 et x(τ) = ξ.
Définir wn(t) = x(t), t ∈ [t0, τ [ et wn(t) = zn(t), t ∈ [τ, T ]. La suite {wn} ∈ MG converge
vers w ou w(t) = x(t), t ∈ [t0, τ [ et w(t) = z(t), t ∈ [τ, T ]. Il s’ensuite que

Z
I
d(ẇ(t), G(t, w(t)) dt ≥

Z T

τ
d(ż(t),G(t, z(t)) dt > 0.

D’ou w /∈MG, etMG n’est pas fermé, une contradiction. �
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Conclusion

À ce travail, nous avons fait la lumière a la méthode de la cathégorie de Baire et
utiliser pour prouver l’existence de solutions des inclusions différentielles avec différentes
conditions sur la fonction multivoque F .

Dans la future recherche, on s’intéresse à appliquer cette méthode (cathégorie de Baire)
pour prouvons l’existence de solutions des inclusions différentielles avec impulsives.
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