République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministere de L’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
Univérsité D’Adrar
Faculté des Sciences et de la Technologie

Département de Mathématiques et d’Informatique

Université Ahmed Draia.Adrar -Algérie

MEMOIRE

présenté par
ABDELLAOUI Fatima
pour obtenir
Le grade de Master
Spécialité : Mathématiques
Option : Analyse Fonctionnelle et Applications

Theéme

Sur La Dérivée Fractionnaire Du Caputo et Application Sur Les équations

Différentielles Fractionnaires

Président : Mr. DEFFA Ahmed MA (A) a l'université I’ADRAR
Examinateurs : Mr. BALIKI Abdessalam  Mc (A) a l'université ’ADRAR
Encadreur : Mm. ROUMMANI Bahya MC (B) a 'université d’ADRAR

Co-Encadreur : Mr. BOUDAOUI Ahmed MC (A) a l'université ’ADRAR
2020 - 2021



AREL AR 2 DA AR
République algérienne populaire et démocratique
JRCICIRYIE ISR
Ministere de |'enseignement supérieur et de la recherche scientifique

L Al s
\‘.\\‘ < 4\:\-.‘ )\i‘\ Ao
it >

UNIVERSITE AHMED DRAYA - ADRAR

BIBLIOTHEQUE CENTRALE o B L Sala o
rrli' \\'/ .E\m § ; T

S skl Bl Rl

Service de recherche bibliographique
7071/’;‘:.7’/ V\_))/ Do AR 3 \.\-\

N B.C/S.R.B//U.A/2021 2021/ 4] opl

s o @)123/ Lo LT b

sl 380 a2l
S Dn Do sis Frathinmang Do..Capul ok Apphizahlon.. s — Tyl
S Do e'gatind ou@geweﬁ&o Frathinnaiua
Sep L MY e (NN S
. o

S al] [,MJ,J_‘) sy by ‘,~.J\

SN 5 Wl ()Az_,. el
PN EESEER . /oe/lfik il | o 2b

Bl - j‘uu\/;\J\x:Luj.ou»ajL.. uw)u\hm f\z.ui,ﬂ_.)\u\_xfﬂ

by 2 e oy 13,3503, 13,50 el

(PDF) &3, 5, (02) 33,0 g gl Ay

17 L. 200

Aalaall s ad T (o A4S ) Ay abadt



Remerciements

Une fois arrivée la fin de ce travail je teins a remercier a tous ceux qui directe ou
indirectement ont contribué a sa réalisation.

Je remercie mon regretté professeur, le noble professeur Rommani Bahya, pour avoir
soulevé ce sujet intéressant et pour tous les efforts considérables qu’elle a déployés tout
au long de la saison universitaire. Je la remercie pour le soutien matériel et moral. Merci,
mon estimé professeur, pour tout ce que j’ai n’oublierai jamais. Peut-étre que ces mots
n’exprimeront pas tout ce que j’ai, mais j’ai eu ’honneur de travailler sur ma mémoire
sera votre derniere réalisation.

Je remercier Mr. Boudaoui Ahmed d’avoir accepté de mener a bien le projet de
mémoire avec moi. Merci pour le soutien qu’il m’a apporté et son suivi constant, merci
pour m’avoir donné le privilége de travailler sous sa direction, pour sa présence constante
et pour tout son aide, sans laquelle il n’aurait été possible d’accomplir ce projet.

J’exprime mes sincéres remerciements a Mr. Deffa Ahmed, pour m’avoir fait le grand
honneur de présider ce jury de thése.

Je souhaite remercier Mr. Baliki Abdessalam, et c¢’est un grand honneur pour moi
il est partie du jury.

Je remercie tout les prof de dipartement mathématique et informatique.

Enfin, je remercie a toutes les personnes qui ont conribué de prés ou de loin a la

réalisation de ce modeste travail.



Dédicace

Aux deux personnes qui ont encouragé ma réussite, soutenu mon échec et m’ont
accompagné dans la construction de mes réves. Aux deux personnes, mon pére bien-aimé
et mon cher professeur, que Dieu ait pitié d’eux. Baba, mon amour, ta fille qui a toujours
aspiré a étre les meilleures filles, aujourd’hui tu réussis, tu excelles, tu releves la téte. Mon
cher professeur, j’ai toujours révé que tu me superviserais, je révais de devenir comme toi,
une femme forte et confiante. La joie n’est pas complete sans vous, que Dieu vous fasse
miséricorde.

A’ ma cheére mere qui a tant travaillé avec moi, merci, ma mere, pour tout.

A’ mes freres Ikram, Khaled et Manal, merci.

A’ mon ami, mon amour, Abir Youssfi.

A’ mon camarade de lycée, mon amour Ben Ismail Khadidja.



Table des matieres

Table des matiéres

Introduction

0.1 Notations mathématique . . . . . . . . .. ... ... L

1 Préliminaire
1.1  Quelques notions topologiques . . . . . . . . ... ...
1.2 Espace réflixif et Séparable . . . . . . . . ... Lo
1.3  Quelques définitions d’analyse multivoque . . . . . ... ... ... ....
1.4 Théoréme de Michael . . . . . . . .. ... oo
1.5 Théoréme de sélection de Cellina . . . . . . . . ... ... ... .. ....
1.6 Sélections et théoreme de Filippov . . . . . ... ... ... ... .....
1.7 Théoreme de Peano . . . . . . . . .. .. o
1.8 Lemme de Filippov . . . . . . . .
1.9 Espacede Baire . . . . . . ...

1.10 Les points extrémes et la fonction de Choquet . . . . . . . ... ... ...

2 Inclusion différentielle sur un espace de Banach séparable
2.1 Pour un intérieur non vide . . . . . . . ...

2.2 F Compact . . . . . .

3 Extensions et applications

10

11
11
13
15
19
20
22
22
25
30
34

47
47
02

59



TABLE DES MATIERES

3.1 F Caratheodory . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Quelques Applications . . . . . . . .. .. 61
Conclusion 66
Bibliographie 67

5 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



Introduction

En mathématiques, les inclusions différentielles sont une généralisation du concept

d’équation différentielle ordinaire de la forme

( T T
i € F(t,x) (0.1)

z(to) = xo

ou F' est une application multivoque, c’est-a-dire que F'(¢,z) est un ensemble plutoét qu'un
seul point dans R"™. Les inclusions différentielles surviennent dans de nombreuses situations,
y compris les inégalités variationnelles différentielles, les systemes dynamiques projetés, le
processus de balayage de Moreau, les systémes dynamiques de complémentarité linéaire et
non linéaire, les équations différentielles ordinaires discontinues, les systémes dynamiques
de commutation et 'arithmétique des ensembles flous [29], [30].

L’objective principal de ce mémoire est | étude quelques résultats d’existences des soul-
tios d’inclusions différentielles par la méthode de la cathégoré de Baire et ses applications
dans les espaces de Banach de dimensions finies et infinies, ou F' n’est pas a valeur convexe
301, [24], [1].

Ce mémoire se compose de trois chapiters. Le premier chapitre sera consacré a des
définitions et des notions générales dont on aura besoin dans les autres chapitres, le
deuxiéme chapitre contient deux sections. Dans la premiére nous avons étudier les problemes

de Cauchy suivantes en dimension fini et infini

( T x
i € F(tx) 02)

x(tg) = o

6
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ou F est un espace de Banach réflexif séparable, /' un multifonction continue définie sur un
sous-ensemble ouvert non vide de R x E avec des valeurs dans ’espace des sous-ensembles
bornés convexes fermés de E avec un intérieur non vide

et

{ T € extF(t,x) (0.3)

[L’(t()) = 2o

ou extF(t,x) désigne I'ensemble des points extrémes de F(¢,z). On remarque que, en
général, 'ensemble extF'(t, z) n’est pas fermé et la fonction (¢,x) — extF(t,x) n’ est pas
continue.

Par exemple Plis, I'ensemble des solutions M, de (2.1) est en général, non dense dans
I’ensemble des solutions M de (2.2). Cependant, nous montrerons que M., n’est pas
vide et se rapproche de certains sous-ensembles significatifs de M g. Plus spécifiquement,
nous doit prouver que, pour toute sélection f de F dans une classe admissible, qui
comprend localement les sélections de « -Lipschitz, si I'on note Py, I’ensemble des solutions
de probléeme du Cauchy

{ T =0T 6 g

l’(to) = X9

alors nous avons que ’ensemble M.,;r a une intersection non vide avec chaque quartier
de P.

En dimension finie ce type de résultat d’approximation a été établi par Pianigiani [35],
en utilisant la technique d’Antosiewicz et Cellina [1]. Pour des résultats antérieurs voir
Filippov [24] et Wazcwski [13].

L’approche utilisée ici est une variante de la méthode des catégories de Baire introduit
dans [15], [16], [17] afin de prouver I'existence de solutions pour inclusions différentielles
en absence de convexité, dans les espaces de Banach. Nous mentionnons que récemment,
cette méthode a été améliorée par Bressan et Colombo [0], qui ont obtenu un théoreme
d’existence contenant a la fois le théoréme d’existence de [17] et théoreme de Filippov [25].
dans le deuxiéme Nous avons etudier les méme problemes de la section précédente avec F

est compact, on montre que I'ensemble M.,z des solutions du probléme (2.1) n’est pas

7 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021
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vide. Notons d’ailleurs que, comme extF(t,x) n’est pas forcément fermé,
le théoreme d’existence mentionné ci-dessus est nouveau également en dimension finie,
Théoréme de Filippov. En fait, I'existence de solutions au probléeme découle aussitot d'un
résultat de densité qui est d’un intérét indépendant (voir Théoréme 2.3 ). Ces théorémes
de densité se révelent utiles. En effet, en les utilisant, il est possible de montrer que sous
une condition d’invariance sur le flux, I'inclusion différentielle (2.1) admet une solution
périodique qui réglé une question retour a Cellina [7].

Dans le trois-iéme chapitre, ona deux sections la premiére conserne la condition que F
est Caratheodory, le deuxiéme prouve quelques extensions et applications [37].

Les Mots clés : inclusion différentielle, espace de Baire, les ponts extrémes, la fonction

de choquet.

8 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



wadla
Adide Jag iy Aogiie ye g Angiie Ayl (A L@l of gal) Jels asa g Al jn oo 5 )Shall 038 (e Cargll

JSLEA Giany o gl s3a gulaty il gl aaata e

St Al | A il Ll |y ol Ll ol giaY) Apalifall cilaldl)

Résume

L’objectif de ce mémoire est d’étudier 1’existence des solutions d’inclusions différentielles
en dimension finie et infinie avec différentes conditions sur un multifonction F et applique
ces résultats sur quelques problémes.
Les mots clés : inclusion différentielle, espace de Baire, les points extrémes, la fonction de

choquet.

Abstracts

The objective of this thesis is to study the existence of the solutions of différential
inclusions in finite and infinite dimension with different conditions on a multifunction F
and apply these results on some problems.

Key words : differential inclusion, Baire space, extreme points, the choquet function.
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0.1 Notations mathématique

extF(t,x) I'ensemble des points extrémes de F(¢,x).

M I'ensemble des soulutions de

[ ieF(ta) o)
i z(to) = o
M. ensemble des soulutions de
[ ie extF(t,x) (0.6)
i z(to) = o
P; T'ensemble des soulutions de
{2/ = f(ta) 07
i z(to) = o

B(zg,r) la boule ouvert de center zq et de rayon r.

B(xo,7) la boule fermé de center zg et de rayon 7.

S(zo,7) la sphére de center x, et de rayon r.

G5 est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts.

PY)={ACY, A#0}.

HY)={ACPY), Aest fermé }.

H(Y)={ACPY), Aest fermé, convexe }. 0F(t,x) désigne la frontiére de [F(t, z).
coF I'envlope convexe de F.

Mg I'ensemble de toutes les mesures de Radon sur K.

E(f) désigne I'epigraphe de f.

A désigne I'ensemble de toutes les fonctions continues affines.

10 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Quelques notions topologiques

Définition 1.1. (Espace topologique[37])
Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble 7 de parties de X, i.e.

T C P(X), vérifiant les propriétés suivantes :
(i) 0, X € 7;
(ii) SiU,Ver,alorsUNV € 7;

(iii) Si (U;)ies est une famille de parties de X appartenant a 7, alors ‘UIU,- ET.
1€
L’ensemble X, muni de la topologie 7, est appelé espace topologique. On notera

quelque fois (X, 7) un tel espace.

Définition 1.2. (Espaces métriques[37])

Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d: X xX —R,
((I), y) — d({[’, y)
possédant, pour tous z,y, z € X, les propriétés suivantes :
(1) d(z,y) =0 <= 2z =y;

(2) d(z,y) = d(y,z);

11



1. PRELIMINAIRE

(3) d(z,z) <d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
L’ensemble X muni de la distance d est appelé espace métrique, on notera quelque

fois (X, d). Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Définition 1.3. [37] Soient (X, d) un espace métrique, a € X et r > 0.

(1) On appelle boule ouverte de centre x et de rayon r I'ensemble :
B(zg,r) ={x € X;d(x,x0) <r};

(2) On appelle boule fermée de centre zy et de rayon r 1’ensemble :

B(zg,r) ={z € X;d(xg,x) <71}

B(zg,r) ={z € X;d(xz,x0) <r};

(3) On appelle la Sphére de centre xy et de rayon r I'ensemble :

S(zo,7) = {zr € X;d(xg,z) =1};

(4) Une suite (z,),>0 dans (X, d) converge vers un élément xy de X si et seulement si,

pour tout € > 0, il existe n. € N tel que pour tout n > n,, on ait d(x,, ) < €;

(5) Une suite (z,)n>0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe

no € N tel que pour tout n,m € N vérifiant n > ng et m > ng, on ait d(z,, x,) < €.

Définition 1.4. (G5 ensemble[25] )

Un ensemble G (lire "G delta") est une intersection dénombrable d’ensembles ouverts.

Proposistion 1.1. [27]
(1) L’intersection dénombrable d’ensembles G est un ensemble Gj.

(2) 'union finie d’ensembles G est un ensemble Gj.

Définition 1.5. (Espace métrique complet[37] )

Soient (X, d) un espace métrique.

12 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

(1) On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.

(2) Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est

un espace métrique complet.

Définition 1.6. (Espace vectoriels normés|7])
Soit X un espace vectoriel sur le corps K=(R ot C). On appelle norme sur 1’espace vectoriel

X toute fonction, notée x — ||x||, possédant les propriétés suivantes :

(1) Posivité : Vo € X ||z|| > 0, pour z # 0, ||0]| = 0;
(2) Transformation par les homothéties : VA € K, Vo € X || z|| = |\ ||z]];

(3) Inégalité de convexité : Vo,y € X ||z + y|| < ||z| + ||ly]|-

Un espace X muni d’une telle norme, est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.7. (Espace de Banach)|Y]
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c¢’est-a-dire si toute suite de
Cauchy dans X est convergente (par rapport a la topologie définie par la distance associée

a la norme).

Lemme 1.1. (Lemme de Mazur, 1905-1981)[20].
Soit E un espace de Banach. Si (x,) converge faiblement vers x dans E, alors pour tout n

il existe y,, combinaison convexe des (z,), tel que la suite (y,) converge fortement vers z.

1.2 Espace réflixif et Séparable

Soit X un espace de Banach, X’ son dual muni de la norme duale et soit X" son bidual,

c’est-a-dire le dual de X', muni de la norme ||| =  sup  [(¢, f)]
fexr|ifli<t

On considere l'injection canonique J de X dans X" par :

J: X — X"
r— J(z)=J;

13 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

ou .J, définie par :
J, 0 X' —R
f — Jx(f)

L’application J est une isométrie injective de X dans X”.

Définition 1.8. [7]
On dit que X est réflexif si 'isométrie canonique J est surjective de X sur X”. Ceci signifie

que pour toute application linéaire continue 1 : X’ — R, il existe x € X tel que ¢ = J,,

cest-a-dire Vf € X', (¢, f) = J.(f).

Définition 1.9. [7]
On dit qu'un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble D C X

dénombrable et dense.

Définition 1.10. (Topologie faible)[7] Soit X un espace de Banach et soit f € X', on
désigne par :

pr: X — R
I’application définie par :
pr(x) = (f,z).
Lorsque f décrit X’ on obtient une famille (¢¢)exs d’applications de X dans R.

La topologie faible (X, X’) sur X est la topologie la moins fine sur X rendant continues

toutes les applications (¢r) rex:.

Définition 1.11. (métrique de hausdorff)[21]
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de X.

i) Pour tout a € X et C' € P(X) on définit la distance entre a et C par :
d(a,C) = inf{d(a,b) : b € C},d(a,d) = +oo.
ii) On définit la distance entre A et B par :
H};(A, B) =sup{d(a,B) :a € A}.
iii) On considére la distance pseudo-métrique de Hausdorff

Hy:P(R") x P(R") — R" U {+00}

14 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

définie par :

Hy(A, B) = max(H5(A, B), Hi(B, A)).

Donc (Pp s (R™), Hy) est un espace métrique et (Py (R"), Hy) est un espace métrique
généralisé.

D’aprés cette définition, on peux facilement vérifier les propriétés suivantes :

—Hy(A,A) =0, pour tout A € P(X),

—H4(A,B) = Hy(B,A), pour tout A, B € P(X),

—Hy(A,B) < Hy(A,C) + Hy(C,B), pour tout A, B,C € P(X).

Lemme 1.2. (Caractérisation de la métrique de Hausdorff)[”]]
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux parties de X. Pour chaque € > 0, considérons

les ensembles :
A.={a€e X :d(a,A) <e} et B.={be X :d(b,B) < e}

alors

H}(A,B)=inf{e >0: AC B.},H;(B,A) =inf{e >0: B C A.}

et
Hq.B,A)=inf{e >0: B C A., A C B.}.

1.3 Quelques définitions d’analyse multivoque

Soit Y un espace vectoriel topologique de Hausdorff. Nous désignons par
PY)={ACY, A#0}.
HY)={ACPY), Aest fermé }.
H(Y)={ACPY), Aest fermé, convexe }.

Soit X un espace topologique de Hausdorff et soit F': X — P(Y)

Définition 1.12. [21] Une multi-fonction (ou application multivoque) (ou multi-
application)

I d'un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X
un sous-ensemble F'(z) de Y. On notera F': X — P(Y) (les notations F : X —s 2¥ et

F : X —o Y sont aussi utilisées dans la littérature).

15 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

Exemple 1.1. [21] 1) F': R — P(R) une multifonction définie par :
[ {).e>0
F@%:{{—Lu,m:O

L {1} , 2 <0

2) F: R — P(R) une multifonction définie par :

={ {z+1},2>0
F@%:{ [—1,1],2=0
:( {x—1},2<0

Définition 1.13. [21] On appelle graphe de la multi-fonction F', I’ensemble

Graph(F) = {(z,y) e X xY 1y € F(z)}.

F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y. On dira aussi que F est fermée.

Définition 1.14. [21] On appelle image de F' I'union des images F'(x)

et le domaine de F' ’ensemble

DomF = {x € X : F(z) # 0}.

Définition 1.15. [22] On dit que F' est semi-continu supérieurement (s.c.s) en xy € X si

pour tout voisinage N de F(xp), il existe un voisinage M de xq tel que F(M) C N.

Définition 1.16. [22] On dit que F' est semi-continu inférieurement (s.c.i) en xy € X si
pour tout yo € F'(xg) et tout voisinage U de y il existe un voisinage V' de z, tel que :

F(z)NU # 0, pour tout = € V.

Définition 1.17. [22] Une fonction F' est dite continue en xy si elle est a la fois (s.c.s) et
(s.c.i) en xg. F' est continue(s.c.s) ou (s.c.i) dans un ensemble A C X s’il en est ainsi en

tout point de A.

16 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

Proposistion 1.2. [22] Soit F' : X — H(Y) (s.c.s) Alors le graphe de F' est fermé en
X xY.

Preuve Soit (7, ¥n),en C Graph(F) une suite convergeant vers (zg, yo) € X x Y. Soit U
un voisinage de F'(zg). Comme F est (s.c.s) il existe un voisinage V' de zq tel que x,, C X,
Vn > ng, sa suite que y, € F(x,) C U Vn > ng. Alors yg € U. Puisque F(xg) C U est

arbitraire et F'(zg) est fermée, on a yy € F(x0). O

Pour un ensemble non vide A C X, X un espace métrique et § > 0, on définit
B(A, ) ={z e X :d(z, A <} et B(A,6) ={z € X :dx, A) <} oud(z, A) =
inf{d(z,y) :y € A}. Soient X et Y deux espaces métriques et soit F': X — P(Y).

Définition 1.18. [22] On dit que F' est (s.c.s) en g au sens € — J si pour tout € > 0, il

existe d > 0 tel que F'(z) C B(F(x),¢e) pour tout = € B(x,0).

Définition 1.19. [22] On dit que F est (s.c.i) en zy au sens € — ¢ si pour tout € > 0, il

existe d > 0 tel que F(zg) C B(F(x),¢e) pour tout x € B(zg,J).

Remarque 1.1. Si F est(s.c.s) en xo, alors est aussi (s.c.s) au sens € — § et si F' est (s.c.i)

en xo au sens € — ¢ alors est aussi (s.c.i) au sens habituel.

Définition 1.20. [22] On dit que F est continue au sens de Hausdorff en z si elle est a
la fois(s.c.s) et (s.c.i) au sens e.

De maniere équivalente, F' est Hausdorff continue en zg, si pour tout € > 0, il existe
d > 0 tel que pour tout = € B(xg, §) nous avons D(F(z), F(xy)) < €, ou D représente la

distance.

Proposistion 1.3. [22] Soit F': X — P(Y) a valeur compacte. Alors F est (s.c.s) (resp

(s.c.i)) si et seulement si F' est (s.c.s). (resp (s.c.i)) au sens € — .

Preuve Soit F' (s.c.s) au sens € — d. Pour montrer que F' est (s.c.s). il suffit de observer
que, comme F'(xy) est compact, pour tout U ouvert qui contient F'(zy), il existe € > 0
tel que B(F(xg),e) C U. Soit F' (s.c.i) en xy. En correspondance de ¢ > 0 et B(y,z/2),
y € F(x0), il existe un voisinage V, de z, tel que F(x) N B(y,&/2) # 0 pour tout = € V.

17 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

Comme y est compris dans F'(xg), les ensembles B(y, e/2) recouvrent F'(xg), un ensemble
compact.

ensuite, {B(y;,e/2)}, est un revétement de F(xy), pour certains n € N. Soit 6 > 0
tel que B(xg,0) C V,,, i = 1, .. , n. Soit © € B(x,0) et soit y € F(x) arbitraire.
Clairement y € B(y;,£/2), pour certains 1 < j < n, Comme z € V,, Il s’ensuite que
F(z)N B(yj,e/2) # 0 ce qui implique y € B(F(z),¢). Comme z € B(xg,0) et y € F(xg)
arbitraire il suit F'(xg) C B(F(z),¢). O

Définition 1.21. [21] Une application multivoque F' est dite convexe (resp, fermée, com-

pact, borné) si F'(x) est convexe (resp, fermée, compact, borné) pour tout = € X.

Définition 1.22. [21] Soit (X, ||.]|) un espace de Banach et F': X — P(X) une applica-
tion multivoque. On dit que F est totalement bornée si F'(A) = LEJAF (x) est borné dans

X pour tout ensemble A C X, c.a.d.

sup{sup{[ly] : y € F(2)}} < oc.

Définition 1.23. [21] Soit X un ensemble. On considere M C P(X) une famille de
parties de X. On dit que M est une tribu sur X si :

(a) Ae M= A°e M;
(b) (An € M)pen = Upend, € M;
(¢) X e M.

Le couple (X, M) est appelée espace mesurable. Les éléments de M sont appelés ensembles
mesurables.
une application p : M — R* = [0, + oo].

on dit que p est une mesure positive si elle vérifié les conditions suivantes :

(1) u(0) =0.
(2) si (Ap)nen est une famille d’ensembles mesurable (Vn € N, (A4,) € M) dont les
ensembles deux a deux disjoint p(U,eny An) = X0 #(An).
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Définition 1.24. [21] Soit I C R Lebesgue mesurable avec (1) < oo et soit Y un espace
topologique. Une multifonction G : I — P(Y) est dit mesurable (faiblement mesurable) si
pour tout U C Y fermé (ouvert) 'ensemble G~ (U) = {t € I, G(t)U # 0} est mesurable.
On dit que G est Lusin mesurable si pour tout £ > 0 il existe un compact I, C I, avec

pu(I\I.) < ¢, tel que la restriction de G a I, soit continue.

Remarque 1.2. [22] Si Y est un espace séparable métrisable, alors la mesurabilité, la

mesurabilité faible et la mesurabilité au sens Lusin équivalent a ’arc.

Définition 1.25. (Sélection)[21]
Soient X et Y deux ensembles. Une multifonction F': X — Y est une application de X
dans P(Y) 'ensemble des parties de Y.

on dit que f: X — Y est une sélection de F' si f(x) € F(z), Vz € X.

1.4 Théoréme de Michael

Théoréme 1.1. (Michael)[??] Soient X un espace métrique, Y un espace de Banach,
et soit F' : X — H(Y) une multifonction (s.c.i) alors il existe une fonction continue

f X — Y qui est une sélection de F'.

Preuve Etape 1 :(construction d'une ¢ -sélection continue).

Fixez ¢ > 0 et pour chaque = € X choisissez y, € F(x). Puisque F est (s.c.i) il existe
9, > 0 tel que z € B, = B(x, d,) implique que y, € B(F(z), €). Comme x gammes sur X
la famille U = {B,},ex est une couverture ouverte de X. Soit V = {C,},ex, C» C By,
soit un recouvrement de X, qui est aussi un ouvert localement fini raffinement de ¢/. Soit
Pazgex Une partition d'unité subordonné a V. Définir f, : X — Y par f.(2) = Y cx P2 (2)Ya-
Clairement, f. est continue, nous affirmons que d(f.(z), F(2)) < e, z € X. En effet, soit
z € X, alors il existe un voisinage U de z ne se croisant un nombre fini de C,,, disons
Coyy Cuyy ooy Cy, . Cela implique que pour tous les u € U que nous avons p,(u) = 0siz # x;,
i =1, ..., n. Par conséquent f.(z) = X0 pu,(2)Ys,. Si Py, (2) # 0 alors z € C, C B,,.
ce qui implique y,, € B(F(z), €). Puisque F(z) est convexe, f.(z) € B(F(z), ¢) et la

revendication est prouve.
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Etape 2 : (construction d’une sélection continue).
Nous affirmons qu’il existe une suite de fonctions continues f, : X — Y telles que pour

tout z € X, on a :
(i) fu(2) € B(F(2), 277).
(i) [1fa(2) = famr(2)]| < 2772
Supposons (i) et (ii) vrais jus-qu’a (n — 1) et considérons la fonction
G(2) = F(2) N B(fn-1(2), 27"2), 2 € X. Clairement G est (s.c.i), et a valeur convexe.
Ensemble ¢ = 27", et comme a 1’étape 1, construisons f, une ¢ -sélection de G. Cela

implique que f,(2) € B(F(2) N B(fn_1(2) , 27"T2)) , 277).

Par conséquent, pour chaque z € X, nous avons :
fn(z) € B(F(z) , 27")

| fn(2) = fuc1(2)]| < 27" 277 F < 2702

et ainsi la réclamation est prouvée. Comme { f,,} est une suite de Cauchy des fonctions
continues, il converge uniformément a une fonction continue f. Puisque F' est une valeur

fermée, f est une sélection de F. 0J

Remarque 1.3. Plus généralement, nous avons ce qui suit. Soit F': X — H(Y)(s.c.q)
et soit C' C X fermé. Supposons que f : C' = Y est une sélection continue de F sur C. Il
existe alors une extension continue de f au X entier, qui est encore une sélection de F.

Si F: X — H(Y) est uniquement(s.c.s) alors les sélections continues n’ont existes pas.

Cependant, nous avons le résultat d’approximation suivant au sens du graphe.

1.5 Théoréme de sélection de Cellina

Théoréme 1.2. [22](sélection de Cellina ) Soit X un espace métrique, Y un espace
de Banach, et soit F' : X — H(Y') soit (s.c.s). Alors pour tout ¢ positif, il existe une
fonction f. : X — Y continue tel que le graphe f. C B(GraphF,¢).

Preuve Soient z € X et y, € F(x). Soit 0 < §, < 2¢ tel que F(B(x,d,)) C B(F(x),c/2).

Soit {Uy }rex, Ur C B(x,0,/4), un revétement de X, qui est aussi un raffinement ouvert
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localement fini de {B(z, 0,/4)}zex. Soit {p.}.ex une partition d’unité subordonnée a

{U,}sex et définie f. : X — Y par :

fe(z) = 3 pa(2)1a-

zeX
Clairement, f. est continue. Soit z € X. Il existe un voisinage V' de z qui intersecte

seulement un nombre fini de U,, disons U,,, ..., U, Par conséquent
Je(z) = ipxi@)y@.
Soit j tel que d,;, = max{d,, :i =1, ..., n}. Nous avons
d(x, ;) < d(xi, 2) +d(2, 25) < 0z, /4 + 0, /4 < 204, /4 = 64, /2.

ensuite y,, € F'(2;) C F(B(zj, 0,/2) C B(F'(x;),&/2) pour i =1, ... , n. Il s’ensuite que
fe(z) C B(F(z;),e/2), ce qui implique l'existence de v; € F(x;) tel que || f.(2) —v;]| < /2.
On obtient

d((z, f=(2)),(x;, V;)) < d(z,2;) + | fo(2) = Vjl| <dxj/d+e/2 <e.
Comme z € X est arbitraire, nous avons Graphf. C B(GraphF,e). O

Remarque 1.4. Si les valeurs de F' ne sont pas convexes, il n’est pas nécessaire que les

sélections continues existent comme le montrent les exemples suivants :

Exemple 1.2. (Filippov) [22] :

Ft) = ( (cosf,sinf): 1 <O<:+2r—t sitelo,]1]
i (cosf, sinf) : 0 €0, 2] si t=0

F' est clairement Hausdorff continue mais n” a pas de sélection continue.

Exemple 1.3. [22] Soit B la boule unitaire fermée de R?. Soit F' : B — H(R?) défini

par :

(

(cosw, sinw) @ 1+ 0 —m(l—p)<w<m+0+n(l—p) sip#0
F(x,w:i

(cosw, sinw) : w € [0, 2] sip=10
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ou p, 0 sont les coordonnées polaires du point (x,y).
La fonction F' est clairement continue au sens de Hausdorff. Pour voir que F' n’a pas des
sélections continues, il suffit d’observer qu’une sélection continue de F' étre une rétraction
continue de la boule B dans la sphere S. De plus, F' n’a pas des points fixes, car F' envoie

les points de B sur des sous-ensembles de S et F' limité a S est le carte antipodale.

1.6 Sélections et théoreme de Filippov

Dans ce qui suit E est un espace de Banach réel, I = [ty, T] et F': [ X B(xg,r) — H(E).

On considere le probleme de Cauchy

{jt T
i € Flt) (1.1)

l‘(to) = 29

Définition 1.26. (Sélection continue (mesurable))[21] Une sélection f : X — Y
d’une application multivoque F': X — P(Y) est dite sélection continue(mesurable), si f

est continue(mesurable).

Définition 1.27. [22] une solution de probléme (1.1), est une fonction z : J — E, J C I

un intervalle non dégénéré contenant ¢y, satisfaisant z(t) € F(t,z(t)), t € J p.p.
On dit que F : I x B(z, r) — H(E) satisfait 'hypothese (1.2) si :

F est Hausdor f f continue

(

{ |F|| < M i.e. ¥(t, x) € I x B(xg, 1) et v € F(t, x) ona ||v|| < M. (1.2)
L0<T—ty<r/M.

1.7 Théoréme de Peano

Théoréme 1.3. (Peano)[30]
Soit I un intervalle ouvert de R, €2 un ouvert de R"™ et f : I x  — R™ une application

continue. Alors, si ty € I et yy € {2 sont donnés, le probléme suivant admet au moins une
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solution y de classe C' définie sur un certain intervalle dans I de la forme [ty — T, to + T]

avecT > 0.

( ./ _
i Yy = f(t,l') (13)

y(to) = Yo

Si £ = R" et F est une multifonction a valeur convexe satisfaisant (1.2), alors Le
théoreme de Michael et le théoreme de Peano garantissent 1’existence de solutions pour
(0.2). Si E est de dimension infini alors, d’apres le théoreme de Godunov, 'existence de
les solutions pour (0.2) peuvent échouer méme si F' est a valeur unique. Dans tous les cas,

nous avons le Suivant.

Proposistion 1.4. [22] Soit F' vérifie I'hypothese (1.2). Alors pour tout € > 0, il existe
un ¢ poligonal - solution approchée de (0.2), c’est-a-dire une fonction linéaire par morceaux

x: 1 — E, avec x(tg) = o, tel que d(z(t), F(t, z(t))) <e, pp.t €1

Preuve Fixez ¢ > 0. Sélectionnez vy € F(to, xp) et définissez x(t) = xo + vo(t — to),
t € [to, t1] ou ty = inf{t >ty : d(z(t), F(t,z(t))) = e}. Sélectionnez vy € F(t1,z(t1)) et
soit x(t) = x(ty) + (t — t1)v1,t € [t1,t2] ou ty = inf{t > ¢, : d(z(t), F(t,x(t))) = €}. Nous
affirmons qu’en procédant de cette maniéré, en un nombre fini d’étapes, x peut étre défini
dans ’ensemble I. Supposons que pour tout n, t, < T et que t* = supt,. Comme F' est
continue en (t*, z(t*)) il existe 6 > 0 tel que : |t — t*| < J et ||y — z(t*)|| < J implique
d(F(t,y), F(t*, x(t*)) < €/4. Soit ng tel que pour n > ny les points (¢,,x(t,)) satisfont
|t, — t*| < 0 et ||x(t,) — z(t")|| < 0. Il s’ensuite que d(F'(t,, x(t,)), F(t*, z(t*))) < /4
et v, € F(tn, x(t,)) C B(F(t*, x(t*)), ¢/4) pour n > ny. Donc, pour tout ¢t > ¢,, on a
d(v,, F(t, 2(t))) < d(vp, F(t*, x(t*))) + d(F(t, z(t)), F(t*, x(tx))) < €/4 + /4 est une

contradiction. 0

Pour les équations différentielles sous hypotheses de continuité, la convergence uniforme
des solutions approchées x,, implique la convergence p.p. de la suite des dérivées .
Plus précisément, soit ||z,(t) — f(t , xz,(t))|| < €. p.p. et z, — x. ensuite ||z,(t) —
ft,z@)| <en+|lf(t,xu(t))— f(t, z(t)] p-p- Comme f est continue, le couté droit passe
a zéro, et donc ,,(t) converge p.p vers f(t,z(t)) = &(t). Pour les équations différentielles a

valeurs multiples, la convergence uniforme de la suite des solutions approchées n’implique
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pas la convergence de la suite des dérivés. C’est une difficulté majeure dans les problemes
a plusieurs valeurs.
Prenons I'exemple suivant
(.
re{—11
{ ) (1.4)
z(0) =0

Ici on peut construire facilement une suite des solutions x,, convergeant uniformément vers
z(t) = 0 avec |&,(t)| = 1 p.p. il est clair que {i,} ne converge pas vers i p.p; de plus z
n’est pas une solution. En particulier, ’ensemble de solutions n’est pas fermé.

Cependant, si F' est fermé a valeur convexe, alors I'ensemble de solutions de (0.2) est fermé
dans I'espace de Banach C(I, E) des fonctions continues avec la norme de convergence

uniforme.

Proposistion 1.5. [22] Soit £ un espace de Banach réflexif et soit F' satisfait (1.2). Si

F a valeurs convexes alors ’ensemble de solutions de (0.2) est fermé (possible vide) en
O(I, EB).

Preuve Soit {z,} C C(I,E)une suite de solutions de 0.2 et supposons que x,, — x. Par
hypothese ||4,(t)|| < M, donc {#,} est une suite bornée dans L*(I, E). Comme L?*(I, E)
est réflexif, une sous-suite {@,, } = {yr} converge faiblement vers un élément w € L*(I, F).
Par le théoreme de Mazur une suite de combinaisons convexes converge fortement vers
w dans L*(I, E) donc aussi dans L'(I,E), soit > 1" g \{¥n+x — w fortement dans L'(I,E).
Puis une sous-suite de celui-ci converge vers w presque partout, ce qui implique que
x(t) =z + [} w(s)ds, t € I. Ainsi & est une solution de (0.2) et I'ensemble de solutions

de (0.2) est fermé. O

Le probleme de I'existence de solutions pour (0.2), quand F' n’est pas a valeur convexe,
est resté ouvert pendant longtemps jusqu’a ce que Filippov [25] le résolve en construire
une suite de solutions approchées convergeant conjointement avec le dérivés. Plus tard
Kaczynski et Olech [30] et Antosiewicz et Cellina [1] ont prouvé quelques extensions du
théoreme de Filippov par différentes méthodes.

Dans un certain sens, 'approche d’Antosiewicz et de Cellina est analogue a la méthode du

point fixe que 'on utilise pour prouver le théoreme de Peano. Soit £ = R" et considérons

24 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



1. PRELIMINAIRE

le probleme
{ v = f(t,7) (L5

(L’(to) = 29

ou f: I x E — FE est continue et bornée par une constante M.
Soit K ={x € C(I, E) : x(ty) = zo et ||z(t)|| < M p.p, t € I}, K est un sous-ensemble
convexe compact de C(1, E). Pour € K définissent T': K — C(I, E) par :

(T2)() = a0 + [ £ (s, 2(s))ds.

Comme T est continue et T'(K), T a un point fixe z, qui est un solution de notre probléme.

Considérons maintenant le probléme (0.2) et définissons F : K — P(K) par
Flz)={ze€ K:%(t) € F(t, x(t)) pp, t € I}.

On voit facilement que si F' est a valeurs compacte et convexe, il en va de méme pour F. Si
F n’est pas a valeur convexe alors F n’est en général ni convexe ni a valeur fermé. comme
nous montrera, F a un point fixe. En fait F admet une sélection continue h : K — K.
Alors, si u est un point fixe de h, on a u = h(u) € F(u) ={z € K : 2(t) € F(t,u(t)) p.p},
et donc u(t) € F(t,u(t)) p.p.

Théoréme 1.4. [2]](théoréme de sélection de Kuratowski-Ryll-Nardzewski 1965)
Soit () un espace mesurable. soit Y un espace métrique complet séparable, alors toute

multifonction mesurable F': Q — P(Y') admet une sélection mesurable.

1.8 Lemme de Filippov

Lemme 1.3. (Filippov)[22] : Soit F' : I — H(E) mesurable et compacte. Soit v: [ — E
mesurable. Alors il existe une sélection mesurable f de F' satistaisant ||v(t) — f(t)| =

d(v(t), F(t)), t € 1.

Preuve Soit £(t) = d(v(t), F(t)) et posons G(t) = F(t) N\ B(v(t), £(t)). Comme F(t) est
compact ’ensemble G(t) est non vide pour tout ¢ € I. Alors G est mesurable comme

intersection des multifonctions mesurables. Par le théoreme de Kuratowski - Ryll, il existe
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une sélection mesurable f de G. Clairement f(t) € F(t) et || f(t)—v(t)|| = d(v(t), F(t)),t €
1. U

La construction d’une sélection h de F donnée par Antosiewicz et Cellina est basé sur

les lemmes suivants :

Lemme 1.4. [22] Soit E = R™et soit F' satisfait (1.2). Alors pour tout € > 0 il existe une

fonction continue ¢° : K — LY(I, E) telle que, pour chaque u € K, on a
d(g°(u)(t), F(t, u(t))) <e p.p, t € 1.

Preuve Puisque F est continue sur Uensemble compact I x B (xo,7), il existe § > 0 tel que
|z — y|| <0 implique D(F(t, z), F(t, y)) < € pour tout t € I. Soit {U;}7 ,une couverture
ouverte de K avec diam{U;} < ¢ et soit {p;}™, une partition d'unité subordonnée a
{U;},. Pour chaque i = 1,.., m. choisissez u; € U; et soit v;(t) € F(t, u;(t)), t € I,
mesurables.

Définir 7; : K — I par mo(u) = to, 7i(u) = 7i_1(u) + pi(u)(T — o), ¢ = 1,..., m.
Clairement, les fonctions 7; sont continues et 7,,(u) = to + >.7" pi(u)(T' — ty) = T. Pour
chaque u € K mettre J;(u) = [r,_1(u), i(uw)] i = 1,..., m et définir ¢° : K — L'(I,E) par

g (u)(t) = 2_:1 x: (u)(t)vi(?),

Prouvons que g est continue. Soit o > 0. Pour u, w € K nous avons
g (u)(t) = g"(w)(t) = Y (xa, (u)(t) = xa (W) (E)vi(t).
i=1
ou Xy, (u)(t) # xu,(w)(t) si seulement si t € J;(u)AJ;(w), les fonctions 7; sont continues il
existe d; > 0 telles que | 7;(u) — 73 (w) |< o/4mM pour ||[u —w|| < 61,7 =1,..., m.

Il s’ensuite que

(i) AJi(w)) <| 7i(u) = 7i(w) | + | 7ima(w) — iy (w) [< o/2mM.
D’ou .
p({tel: ¢°(u)t) # ¢"(w)(t)}) < u(U(Ji(w)AJi(w))) < o/2M.

i=1
ce qui implique

/] lg(u)(t) — g°(w)(®)|dt < 2Ma/2M = 0.
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et donc g est continue. Prouvons que pour tout u € K on a d(¢°(u)(t), F(t, u(t))) < € p.p.
Fixez u € K et t € I. Puisque {J;(u)}! , est une partition de I, ¢ appartient exactement
a un J;(u), ce qui implique que p;(u) # 0 donc u € Uj;. en suite

d(g°(u)(t), F(t, u(t)) < d(vi(t), F(t, wi(t))) + d(F(t, wi(t)), F(t, u(t))) <e.
comme ||lu — u;|| < diamU; < 6. O

On démontre maintenant I'existence d'un g continue tel que g(u)(t) € F(t,u(t)).

Lemme 1.5. [22] Sous les hypothéses du lemme 1.3, il existe une fonction g : K —

LY(I, E) telle que, pour chaque v € K on a g(u)(t) € F(t,u(t)), p.p, t € I.

Preuve Définissez £, = 27™. On prétend que, pour tout n € N, il existe g" : K — L(I, E)
avec les propriétés suivantes :

(i) d(g™(t), F(t, u(t))) < €n41 pour tout u € K p.p, t € I.

(i1) 39, > 0 : ||lu — w|| < &, implique p({t: [g"(u)(t) — g"(w)(t)| > 0}) < €py1-

(ili) p({t: [g"(w)(t) — g™ (u)(t)| > en}) < €n, pour tout u € K.
Supposons que ¢°, ..., g"~ ! satisfasse (i), (ii), (iii) et soit 0 < § < &, tel que ||z —y| < §
implique D(F(t, x), F(t, y)) < €nt1-

Soit {U"}i* un ouvert recouvrement de K avec diamU]* < 0. Choisissez u]' € Ul et

laissez

vl (t) € F(t, u}(t)) une fonction mesurable satisfaisant :

[ = g(u) ()] = d(g" " (u?) (1), F(t, u (1)) (1.6)

mn

Soit {pI'}i*% une partition d'unité subordonnée a {U*}™ et définissons 7" : K — [
par 70(u) = to, 7 (u) = 7 H(u) + pru)(T — to), i = 1,.., m. Maintenant, définir

g": K — LY(I,E) par
9" (u)(t) = ; Xt () ()07 (1)

d’apres le lemme 1.3, il existe 0 < 6,, < J tel que ||u—w|| < 6, implique p(JM(u)AJ(w)) <

s, suit que p({t : [lg"(t) — g"(w)(t)[| > 0}) < enya et donc g" satisfait (ii). Fixez
u€ K ett e l. Depuis {J"(u)}"1 . est une partition de I, il existe i tel que t € J"(u).
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D’ou p*(u) # 0 et donc v € U*. On a

Alg"(@)(1), F(t, u(t)) < d(ep(2), FQ (1)) + d(F(t, w(1)), F(t, u(t))) < enso

comme |lu — u?|| < diamU}* < 0, et aussi (i) est prouvé.

Pour prouver (iii), soit ¢ € J"(u). Nous avons [|g"(u)(t) — ¢g" *(u)(®)|| < |l (t) —
g L)@ + lg W) (t) — g" L (u)(t)]|. De (1.6) et de I'hypotheése d’induction (i),
il sensuite que lg"(1)(t) — " (@)(E)| < £n + lg" (W) (8) — " (W) (D))

Par conséquent

L(w) = {t: [lg"(t) = g" (W)@ > e} < {t: [lg" " (w)(#) — g" " (w)(B)]| > 0}.

Par I'hypothese d’'induction (ii), la mesure du dernier ensemble est plus petite que €, D’ou
p(I,(u)) < €™ qui prouve (iii) et la revendication.
La suite g™ des fonctions continues ¢" : K — L'(I, E) est de Cauchy. Dans fait, pour tout

ue Ketp,gq>nona

[ 19" @)0) ~ @@l dr < 3 [llg ) — o i) de

k=n-+1
< / 20 dt+/ e dt
k:zn;i-l T (w) n
< > 2Mey + /1|
k=n-+1
§2M—|—’I| Z Ek
k=n+1
= (2M + |I))e,.

Ainsi {¢g"} converge vers une fonction continue g : K — L'(I, E). De plus, pour tout
u € K et tout n € N, nous avons

[ d(g(u)(t), F(t, u(t)) dt < Jy d(g"(w)(t), F(t, u(t)) di + [, () (£) — g*(u)(1)]| d.

En laissant n — oo, on a [; d(g(u)(t), F(t, u(t)) dt =0, et ainsi g(u)(t) € F(t, u(t)) p.p.0

Théoréme 1.5. (théoréme du point fixe de Schauder (1930))[21]
Soit E' un espace vectoriel normé sur R, C une partie non vide de E, compact et convexe.
Si T est une application continue de C' dans C' telle que T'(C') soit relativement compact,

alors T" a un point fixe.
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Théoréme 1.6. [22] Soit E = R™ et soit F' satisfait (1.2). Alors le probléme de Cauchy

( T T
i € Ft,z) (1.7)

x(to) = 2o

a des solutions.

Preuve Par le lemme 1.4, il existe g : K — L'(I,F) continue telle que pour tout u € K
on a g(u)(t) € F(t,u(t)) p.p.

Définir b : K — K par : h(u)(t) = zo + [, g(u)(s) ds.

Il est clair que h est continue et mappe K en lui-méme. Ensuite, par le théoreme du point
fixe de Schauder, h a un point fixe u* € K, soit u*(t) = g(u*)(t) € F(t, u*(t)) p.p, t € I.

Ceci complété la démonstration. 0

Le point de départ de cette méthode est 1'observation suivante en raison de Cellina [12].

Considérez l'inclusion différentielle

(.
req{—1,1
{ J (1.8)
z(0) =0
[ i ec [—1,1]
(1.9)
z(0) = 0.
Comme le montre [12], I'ensemble de solutions de (1.8) est un Gj sous-ensemble dense

dans I'ensemble de solutions de (1.9). Pour le prouver, soit K C C([0, 1], R) ’ensemble
des solutions de (1.9). Clairement K est un sous-ensemble compact de C([0, 1], R). Pour
tout e positif K, = {x € K : [§(1—|@(t)]) dt < e}.
Nous affirmons que K, est ouvert et dense dans K.

(i) K. est dense : Soit z € K et € > 0. Soit y. construit comme suit. Pour ¢ > 0 définir
ye(t) = (—1)t jusqu’a ce que y.(t) — x(t) = . Appelez t; un tel ¢ et, pour t > t;
définir y.(t) = y-(t1) + (1)(t — t1) jusqu’a ce que y.(t) — x(t) = —¢ et ainsi de suite.
Bien sur y. € K. et ||y. — 7| < e.
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(ii) K. est ouvert : Nous prouvons que K\ K. est fermé. Soit x,, C K\ K. converger vers
x. Par définition nous avons
[ (1=|&,(t)]) dt > €. Par contre z,, — z implique que la suite {i,} des dérivées
converge faiblement dans L'([0,1], R) vers &. Puisque [j |, (¢)|dt < 1 — ¢ il s’ensuite
que [y|z(t)|dt <1—¢, doux € K\K..
En prenant € = 1/n on obtient une suite {k,} de sous-ensembles ouverts et denses
de K. Puisque K est un espace métrique complet par le théoreme de catégorie de
Baire, il suit que N K, est un G5 sous-ensemble dense dans K. Si x € () K,,, alors
Jo(1=]@(¢)]) dt = 0. Puisque |#(¢)| < 1, nous avons |#(¢)| = 1 p.p. et donc x est une
solution de (1.8). Ce résultat peut étre facilement étendu a la boule unitaire d’un

Banach réflexif espace F.

Plus généralement, considérons les problemes suivants :

[ & eoF(ta) (L.10)
i z(to) = 2o
(e F(ta)

1.11
i x(to) = xo. (1)

ou OF(t,x) désigne la frontiere de F(t,x).

1.9 Espace de Baire

Proposistion 1.6. [37]
Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors on a :

o

—_— o o
X\A=X\A e X\A=X\4
ou X\A est le complémentaire de A par rapport a X.

Théoréme 1.7. (théoréme de cantor)[37]

Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
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(i) L’espace (X,d) est complet.
(ii) L’intersection de toute suite décroissante (F},),>o de parties fermées non vides de

(X, d) telle que 1_131 d(F,) = 0 contient un point et un seul. Ot 6(F,) est le diamétre
de F,, et 6(F,) = sup{d(x,y); z,y € F,}

(iii) Toute famille filtrante croissante de Cauchy dans (X, d) est convergente.

Proposistion 1.7. [37]

Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) Pour toute famille dénombrable (F},),>o de fermés de X telle que X = L>J0Fn, la
> s
réunion des intérieurs L>J0Fn est dense dans X.
n>

(2) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides est
d’intérieur vide.
(3) L’intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X est

dense dans X.

Définition 1.28. [37] Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie I'une

des propriétés de la proposition précédente.

Théoréme 1.8. (théoréme de Baire)[37]

Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors X est un espace de Baire.

Preuve

Soit (U, )n>0 une suite d’ouverts de X et denses dans X. Pour montrer que n@oU" est dense
dans X, il suffit de montrer que pour tout ouvert non vide V de X, V' N n@OUn # ().
Comme Uj est dense dans X, alors V N Uy # (). et soit zp € V N Uy. Comme V N Uy est
un ouvert de X, il existe 1o > 0 tel que 7o < 1 et B(zg,2r9) C V NUp.

On construit, par récurrence sur n, une suite (z,),>o dans X et une suite (7,),>0 de
nombres réels strictement positifs tels que r, < 27" et B(x,,2r,) C U, N B(xy_1,Tn-1),
pour tout n > 1.

En effet, on a déja construit zy et ry et supposons x,, et r, construits; comme U, est

dense dans X, il existe x, 1 € Uyy1 N B(zy,r,). Comme U, 1 N B(x,,r,) est ouvert, il
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existe 0 < r,11 < 27" tel que B(Zni1,2rn41) C Upyr N B(n, 7).

Soit B, = B'(zp,mn), on a B,y1 C B(zpi1,2rp11) C B(wp, ) C B,. Comme 'espace
(X,d) est complet et les B,, forment une suite décroissante de fermés non vides dont les
diamétres tendent vers 0, d’aprés le théoréeme de Cantor (théoremel.7), on a nQoB" + .
Or By C V et, pour tout n > 0, on a B, C U,, donc nQoB” cVn nQoU”'

Par conséquent, on a V' N n@OUn # (). Donc nQOUn est dense dans X. [

Théoréme 1.9. [22] Soit E un espace de Banach réflexif. Soit F' : I x B(xg, r) — H°
continue et ||F|| < M. De plus, supposons que pour tout (t,x) € I x B(xg,r) I'ensemble
F(t,z) a un intérieur non vide. Alors les probléemes de Cauchy (1.10) et (1.11) ont des
solutions et I'ensemble de solutions de (1.10) est un G sous-ensemble dense dans I’ensemble

de solutions de (1.11).

Nous esquissons l'idée de la preuve.
Définir Mg = {z € C(I,E) : x est une solution de (1.11)}. Mg avec la métrique de

C(I, E) est un espace métrique complet. Pour tout n € N on note
M, ={z € Mp: /Id(sc(t), OF (t.a(t)) dt < 1/n}.

L’étape principale est de prouver que chaque M, est un sous-ensemble ouvert et dense de
M.

Ensuite, par le théoreme de catégorie de Baire, il s’ensuite que (M, est un G5 sous-
ensemble dense dans Mp. Si x € N M,, alors [;d(&(t),0F (t,x(t))) dt = 0, soit @(t) €

OF (t,x(t)) p.p. Considérons maintenant les problémes :

(e F(t )
1.12
i x(tg) = o ( )
[ie coF(t,x)
1.13
i x(to) = xo ( )

D’apres le théoréeme précédent, nous savons que si F' est la frontiere de ¢oF et I'intérieur
de ¢oF' n’est pas vide, alors les deux problemes ont des solutions et ’ensemble de solutions

du probléme (1.12) est un G5 sous-ensemble dense dans ’ensemble des solutions du
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probléme (1.13). En général, cette résultat n’est pas vrai, comme le montre 1'exemple

suivantt.

Exemple 1.4. (Plis)[22] : On considére

[be{-1,1) 2(0) = 0

1.14
iz)z\xlﬂ/m y(0)=0 .
[ el-1,1] 2(0) = 0 L15)
iyzrmm y(0) = 0.

Alors z(t) = y(t) = 0 est une solution de (1.15) mais n’appartient pas a la fermeture du
ensemble de solutions de (1.14).

En effet, soit (x(t),y(t)) une solution arbitraire de (1.14), soit &(t) € {—1, 1} et y(t) =
lz(t)| + \/W Pour tout r > 0, il existe t* € [0, r| tel que |z(t*)] > 0. Alors on a
9(t) > Vy@®)], 9(t*) > 0 ce qui implique y(t) > (t — t*)2/4 pour ¢ > t*. comme t* > 0 est

arbitraire, on a y(t) > t?/4, t > 0, d’ou la déclaration découle aussitot.

Cet exemple montre qu'une nouvelle difficulté survient dans I'application de la catégorie
méthode aux inclusions différentielles non convexes. En fait, considérons le probleme de
convexité et notons M son ensemble de solutions, qui, sous des hypotheses appropriées,
est un sous-ensemble fermé de C'(1,E). On peut essayer de construire une suite ouverte et
dense sous-ensembles M, de M tels que | M,, serait I’ensemble de solutions de probleme
original. Ceci est en général impossible, car sinon M,, serait dense dans M,
ce qui est exclu par 'exemple Plis.

Pour monter cette difficulté due au manque de densité, on peut considérer la maniere

suivantes :

(i) d’introduire un sous-espace M de M commode de sorte que dans une telle densité

d’espace plus petit soit assuré.

(ii) conserver l'espace M et utiliser une notion plus faible de densité compatible avec le

phénomene de Plis.
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Dans la direction (i), nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 1.10. [22]. Soit E un espace de Banach réflexif et séparable et soit I satisfait
I’hypothése (1.2). De plus, supposons que pour tout (t,xz) € I x B(xg,r), I'ensemble

CoF (t,x) a un intérieur non vide. Alors le probleme

( .
z € Fl(tx
i (t.2) (1.16)
I(to) = 29
a des solutions.
Esquisse de la preuve. Soit M 1’ensemble de solutions du probleme de convexité
(.
T € col'(t,x
i (t.2) (1.17)
[L’(t()) = 2o

on note M = clUS{x € M : d(i(t), dcoF (t,z(t))) > 1/n p.p}.
Ici 'cl A" désigne la fermeture de I'ensemble A C C(I, E). M n’est pas vide, et avec la
métrique de C'(I, E) est un espace métrique complet. Ensuite, nous construisons une suite
de sous-ensembles ouverts et denses M,, dans M et nous montrons que
NM, C{zeM: icF(t ), z(t) =z}
Il s’avoir que la méthode (ii) est plus flexible et peut étre appliquée a certains cas
intéressants. Cependant, avant d’aller dans cette direction, nous avons besoin des outils

qui seront donnés dans la section suivante.

1.10 Les points extrémes et la fonction de Choquet

Soit E un espace vectoriel localement convexe de Hausdorft (en bref E.L.C.H),

Définition 1.29. (Espace vectoriel localement convexe de Hausdorff)[37] Un espace vec-
toriel topologique est dit localement convexe si chaque point a une base de voisinage
convexe (autrement, si pour tout voisinage V' de z, il existe un ouvert U inclus dans V' et
conttenant = qui est de plus convexe). De fagon équivalent, un espace vectoriel localement

convexe est un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille de semi-normes.
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Définition 1.30. [31] Un espace topologique X est dit de Hausdorff (séparé) si est
seulement si Va,y € X, x # y, 3V, € V(x),3V, € V(y) telle que V, NV, = 0.

pour tout z, x; et xo € F, on dit que x est liée entre x1 et x5 si x1 # 9 et s’il existe

un 0 < t <1 tel que z = tx; + (1 —t)zs.

Définition 1.31. (Point extréme )[33]

Soient K sous-ensemble de E et x € K est appelé un point extréme de K s’il ne relie pas
entre deux points distincts de K c’est-a-dire qu’il n’existe pas xq1, 1o € K et 0 <t < 1 tels
que 1 # x9 et x = twy + (1 — t)xs

I’ensemble de tous les points extrémes de K est noté par ext K

Définition 1.32. (Ensemble totalement ordonné)|[2()]
Soit P un ensemble ordonné i.e (P, <) muni par une relation d’ordre.

on dit que P est totalement ordonné si Va,b € P alors a < b

Théoréme 1.11. (Principe maximum de Bauer)[??]
Soit E' un E.L.C.H. Soit K C E compact et convexe et soit f : E — R convexe et (s.c.s)
Alors il existe un point extréme de K au quel f atteint son maximum. Si f est strictement

convexe et f(xg) est le maximum, alors x est un point extréme de K.

Preuve Soit ' = {F C K: F fermé, F # (et a,be K, |a, b N F # () =>]a, b[C F'}.
Observez qu'un singleton {a} € I' si et seulement si a est un point extréme de K. I' est
non vide puisque K € T'. De plus si {F;}icr € T puis N;e; F; € T' a condition que N F; # 0.
Soit G ={z € K: f(x) =sup{f(y) : y € K}}. G est non vide, puisque f est (s.c.s). et K
compact. De plus si zy €]a,b|N G, zo = Aa+(1—N)bonasup f = f(zo) < Af(a)+(1—-X)f(b)
ce qui implique f(a) = f(b) = f(xo), d’ou |a,b[C G.

introduisons maintenant un ordre partiel dans I'.

en définissant Fy < Fy si [y C Fy. Si {F;} est un sous-ensemble totalement ordonné, il a un
borne inférieure qui est N F; # (). Soit F} un sous-ensemble totalement ordonné contenant
G et soit F' un élément minimal de I';. Nous affirmons que F' = {a}. Supposons a,b € F.
D’apres le théoreme de Hahn-Banach, il existe ¢ € E* tel que ¢(a) # ¢(b). L’ensemble
Fy={x € F:l(x)=sup{l(y) :y € F}}. Alors F} € I' et F; < F, une contradiction a la
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minimalité de F'.

Si f est strictement convexe et f(zg) = sup{f(x) : x € K} alors x, est une point extréme
de K. Supposons en fait g = Aa+ (1 — )b, A € (0,1) et f(xg) =sup{f(z): z € K} alors
f(zo) < Af(a) 4+ (1 =XN)f(b) < f(xo) une contradiction. O

Corollaire 1.1. [22] Soit E' un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Soit H

un support fermé par le plan de K. Alors H contient un point extréme de K.

Preuve Soit H={r € E:l(z)=1},l € E* et K C {x € E : {(x) < 1}. Par le lemme
précédent appliqué a f = ¢ il existe un point extréme zy € K tel que ¢(xy) = max{l(z) :

re K} =1.Alors zp € H. O

Théoréme 1.12. (Kerin-Milman) [22]
Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Soit extK I’ensemble des

points extrémes de K. Alors K = coextK.

Preuve Par définition ext K C K donc coexrt K C K. Supposons maintenant que il existe
20 € K tel que xg ¢ coext K. Alors il existe £ € E* tel que £(x9) = A > X et £(z) < A pour
tout x € coextK. L'ensemble H = {z € F : {(z) = )\} est un hyperplan fermé de support
de K, donc il contient un point extréme z de K. D’ou £(z) < A. Par contre £(z) = A

puisque z € H, une contradiction. [l

Soit £ un E.L.C.H et soit K C E compact. Soit C'(K) I'ensemble de tous les fonctions
continues f : K — R. Une mesure de Radon sur K est une fonctionnel sur C'(K) .
L’ensemble de toutes les mesures de Radon sur K est noté M(K). une mesure p est dite

positive si p(f) > 0 pour toute fonction non négative f : K — R. I'ensemble
MY K)={u€ K : pu positif et |ul|=1}.

Nous mettons sur M(K) la topologie faible * du dual de C(K). Clairement M'(K) est
un sous-ensemble compact de M(K). Il est bien connu (théoréme de représentation du
Riesz) qu’il existe une correspondance biunivoque entre des Mesures de Borel et mesures

positives du radon sur K. La correspondance est donnée par L(f) = [k f du, f € C(K).
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Théoréme 1.13. (d’approximation)[2?]

Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Soit € M'(K). Alors il existe
un réseau {p,} C MY(K) tel que g, est discret et p, — p, c’est-a-dire puq(f) — p(f)
pour chaque f € C(K).

Preuve Soit {U,}aca I'ensemble de tous les revétements ouverts finis de K. Soit U, =
{U}e ) une couverture ouverte finie de K et soit {g®} une partition d’unité subordonné a

lui. Pour chaque i = 1,..;m,, fixez 7" € Sga C Uj, ou Sge est le support de g7, et définissez

pa =Y 1(gf)0z,
i=1
Clairement p,, est discret et p, € M*(K). Si on commande {U, }oea par raffinement, c’est
Uy < Ug sill, est un raffinement de Uz, les mesures correspondantes {/iq }aeca forme un filet.
Nous affirmons que la p, converge vers . Autrement dit, pour tout € > 0 et tout f € C(K)
il existe 5 tel que pour tous les U, < Uz nous avons |u.(f) — p(f)| < e. Puisque f est

continue sur K, il existe un recouvrement ouvert fini Uy = {U/} tel que|f(z) — f(y)| < e

si (z,y) € Ug. Pour tout U, < Uz nous avoir

) = 1) = | 3 s a) = 1)
=13 nla ) = 3o 1)
<3l a2) = la? )
<3 naE ()~ 1)

<3 uaIE) = Dlsy

ou la derniere inégalité est vraie parce que, pour tout x € K, ¢&(x)|f(zf) — f(z)] <
g (@) (f (@) = )lls,e- Etant Sga C U et U, aucun raffinement de Up, il suit
ICf () = Plls,e < e Comme 357G p(g7*) = 1 on obtient |ua(f) — p(f)] <e. O

Définition 1.33. (L’épigraphe)[22] Soit FE un espace L.C.Het f: E — R. un épigraphe
E(f) de f est Défini par E(f) = {(z, ) € ExR: > f(z)}.
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Proposistion 1.8. [22] Soit F un espace L.C.H. Soit K C E convexe et f: K — R.

ensuite
(i) f est (s.c.i) si et seulement si E(f) est fermé.

(ii) f est convexe si et seulement si E(f) est convexe.
Preuve Si E(f) est fermé, 'ensemble {z € K : f(x) < [} est fermé. En réalité

{re K:fx) <Btx{B}=E(f)({(z.\) e ExR: A= p}.

Viceversa soit f (s.c.i). et soit {z4, Ba} C E(f) un réseau convergent vers (z, 5). Puisque
f est (s.ci), f(za) < B implique f(x) < 5, donc E(f) est fermé. Maintenant, soit f
convexe et soit (z1,01), (g, B2) € E(f). Alors f(Ax;+(1—=N)x2) < Af(x1)+(1—=N)f(xg) <
AB1 + (1 — X)Bs. Cela implique que (Azy + (1 — ANz, AB1 + (1 — A)52) € E(f). De maniere

analogue , E(f) convexe implique que f est convexe. O

Corollaire 1.2. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E convexe. Soit {f,}, fo : K —
R, soit une famille de convexes, (s.c.i). fonctions telles que f(x) = sup fo(z) < +oo. Alors

f est convexe et (s.c.i).

Preuve Par la proposition précédente, chaque E(f,) est convexe et fermé et donc

E(f) =Ny E(fa) est convexe et fermé. Cela implique que f est(s.c.i) et convexe. O

Définition 1.34. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Notons
A I'ensemble de toutes les fonctions continues affines o : K — R. Pour f : K — R borné
définir f : K — R par f(z) = sup{a(z) : a € A, o < f} ou par & < f on entend
a(u) < f(u) pour tout u € K. Les principales propriétés de f sont résumées dans la

proposition suivante.

Proposistion 1.9. [22] Soit F un espace L.C.H. Soit K C E compact et convexe, et soit
f+ K — R soit borné. Alors

(i) f est convexe et (s.c.i).
(ii) f<f.

(iii) f — f monotone et sous-linéaire, c’est-a-dire (f+g) > f+9.
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(iv)
(v)
(vi)

f = f ssifest convexe et (s.c.i).

E(f) = @E(f).
Graphf C coGraphf.

Preuve (i) découle du corollaire précédent.

(i)
(iii)

(vii)

est immédiate.

f > g implique clairement f > ¢. Pour prouver la sous-linéarité, laissez f, g et € > 0
et soit a. , f. € Atel que: a. < f, f. < get f(x)—e/2 < ae(z), §(z) —e/2 < B(x).

Nous avons (f +g)(r) = sup{y(x) : 7 € A, 7 < f4g} = au(a) + () = f+i—e.
Comme € > 0 est arbitraire, il suit (f + g) > f+a.

si f = f alors de (i) il s’ensuite que f est (s.c.i) et convexe. Supposons maintenant
que f est (s.c.i) et convexe. Nous affirmons que f(x) = sup{a(z):a € A,a < f}.
Clairement E(f) est fermé et convexe. Soit A < f(z), de sorte que (x,\) & E(f).
Il existe ¢ € (E x R)* tels que ¢(x,\) < 0 et ¢(z) > 0 pour tout z € E(f), en
particulier £(y,f(y)) > 0 pour tout y € K. On a (y, f(y)) = L(y, 0) + £(0, f(y)) =
Uy, 0) + f(y)€(0,1) = aly) + f(y)y, ouy = £(0,1) # 0. Puisque £(z, f(z)) # ((2,)
nous avons a(x) + f(z)y # a(z) + Ay. ce qui implique v # 0. Fixer, pour tout
y € K, a(y) = (a(x — y) + A\y)/v. Clairement « est affine et a(x) = A. Nous

)

allons montrer que «a(y) < f(y) pour tout y € K. Nous avons a(y) — f(y) =
(a(z —y)+ My =7f(W)/v = ((alz) + M) (aly) + 7/ () /7 < 0.

En fait a(y) +~v/f(y) > 0 et a(z) + Ay < 0. D'ou f(z) =sup{y(z): v A,y <
f} > a(z) = X Etant A < f(x) arbitraire, il ’ensuite que f(z) > f(z).

découle immédiatement de (i) et (iv).

soit A = E(f) et B = E(f). B est un fermé et convexe coA C B. prouvez que
oA = B supposons qu'il existe (z,v) € B et (z,7) ¢ coA. Comme avant il existe un
a € A tel que a(x) >y > f(:v) et a(y) < A pour tout (y,A\) € €oA. en particulier
a(y) < f(y) pour tout y € K. 11 s’ensuite que f(z) = sup{y(z) : v € A, v < f} >
a(z) >~ > f(z), une contradiction.

supposons qu’il existe z € K tel que (z, f(a:)) € Graphf et (, f( )) & coGraphf.

Comme auparavant il existe un affine a tel que a(z) > f(x) et a(y) < . pour tout
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(y, v) € coGraphf. en particulier a(y) < f(y) pour tout y € K.
f=sup{y(z) v € A, v < f} > a(z) > f(z) une contradiction. O

Définition 1.35. [22] Soit £ un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Soit
p € MY K). Un point z,, € E est appelé la résultante de p si u(¢) = €(z,) pour tout
te b

Le résultat est unique, en fait si u(¢) = {(x,) et p(¢) = £(y,) pour tout £ € E* alors

x, = yu. Notez que si p est discret alors x,, est le barycentre de le soutien de p.

Proposistion 1.10. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe.
Alors pour chaque p € M!(K) on a :
(i) z, € K.

(ii) lapplication y — z, de M'(K) a E est continue.

Preuve Supposons d’abord p discret p = Y A\idy,, On a p(f) = 3 Nl(x;) = (3 \ixy),
et donc z, = > \iz; € K. Soit maintenant p € ./\/ll(K ) quelconque. Par le théoreme
d’approximation, il existe un réseau {u,} tel que p, soit discret et p, — p. Il suit
Uz, ) = pa(l) = p(l) = {(x,) pour tout £ € E*.

Donc z,, converge faiblement vers z, et puisque z,, € K, K compact et convexe, il
s’ensuite que z, € K. Pour prouver la continuité, soit p, € M'(K), ps — p. Pour tout
¢ € E* nous avons {(z,,) = pta({) = p(¢) = £(z,) donc z,, converge vers xz, faiblement

et donc fortement puisque K est Hausdorff compact. O

Nous allons maintenant étudier les mesures p de o résultante donnée, et support S,

contenu sur ’ensemble des points extrémes de K.

Proposistion 1.11. [22] Soit E un espace L.C.H, K C E soit compact et convexe. ensuite

(i) Pour tout z € K il existe un réseau {u,} € M (K) tel que S(pq) C extK et {z,,}

converge vers T.

(ii) Pour tout z € K il existe p € M!(K) tel que S(u) C coextK et x, = .
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Preuve Soit x € K. Par le théoreme de Kerin-Milman x € coextK, il existe donc un

réseau {x,} C coextK convergeant vers z. Définir z, = Y ATy, yi € extK et définir
= 2 Afdye. Clairement y € MY K), S(pa) C extK et {x,, } converge vers .

Pour prouver (ii) soit u € M*(K) un point de cluster de {y,} défini ci-dessus.

Puisque {z,,} converge vers z, il s’ensuite que z,, = . Comme S, C extK on obtient

S, C clextK. O

Proposistion 1.12. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe.
Alors pour tout u € M (K) il existe un réseau {u,} € M(K) tel que p, soit discret,

T, = T, et {{o} converge vers /.

Preuve Soit U = {Uy} une couverture ouverte finie de K par convexe quartiers Uy et
soit {gx} une partition d’unité qui lui est subordonnée. Définir

les mesures V, € M'(K) par :

(

| k k si k 0
Vulf) = { p(far)/mgr)  sip(ge) #
\

0 si pu(gr) = 0.

Réglez x), = xy, et définissez p1, = 3 1u(gx)ds, Clairement p, € M'(K). De plus S, C Uy
et x € Sy, C Sy, C Uy. Pour chaque ¢ € E*, nous avons

Z 1(gk)0z,
- Z (gr) £
- Z w(ge)V
= Z (lgr)
= p(€)_(gr))
= n()
= l(zy)
alors x,, = x, Soit {us}aca I'ensemble des revétements ouverts finis aériens de K par
convexe quartiers. Ordre K par raffinement. Le discret correspondant les mesures jiq,

définies comme ci-dessus, ont pour résultat x,, = x, et forment un réseau qui converge

Vers L. 0
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Nous sommes maintenant en mesure de donner une caractérisation de la fonction f.

Proposistion 1.13. [22] Soit E un espace L.C.H et soit f € C(K) ou K C E est compact

et convexe. ensuite nous avons :
(i) fla) = inf{u(f) : p € M(K) et z, = a}.
(i) f(z) = inf{u(f): pe MY(K) u est discret, et z, = x}.

Preuve Définissez ¥ : M'(K) — K x R par ¥(u) = (x,, u(f)). Puisque yu — z,, et
p — p(f) sont des cartes linéaires continues, aussi W est continue et linéaire. De plus
U(ML(K)) est compact et convexe pour M!(K) est alors.

Comme ¥(6,) = (z, f(x)) nous avons (M (K)) D Graphf, ce qui implique que
V(MY (K)) D eoGraphf. Par contre, si u est discret, disons u = 3 \;d,,,

alors U(u) = (X Nixi, = Aif(x;)) € coGraphf. Si p est quel conque, il existe un réseau
{pta} de mesures discrétes convergeant vers pu. Comme W(u,) € coGraphf, il suit que
U () € coGraphf. D'ou ¥ (M (K)) = coGraphf .

De la proposition 1.9 (vi) il s’ensuite que (z, f(z)) € coGraphf = ¥(MY(K)),

il existe donc € MY(K) tel que W(u) = (x, f(z)) soit z, = = et u(f) = f(z), ce qui
implique que f(z) > inf{u(f), p € M (K) et z, = x}.

Pour prouver (i) il reste et montrer que f(z) < inf{u(f),u € M (K) et z, = x}.
Supposons d’abord p discret, g = > \id,,. et x = 3 Nz, Pour tout un o € A, a < f, on
u(f) = (@) = S \ds, (@) = ¥ Na(z;) = alz) done u(f) > f(a).

Supposons maintenant que p € M!(K), avec z,, = x, soit quelconque. D’aprés la propo-
sition 1.12, il existe un net {yu,} convergeant vers pu, p1, discret avec z,, = . Puisque

1a(f) > f(x), il suit que p(f) > f(x) et donc f < inf{u(f),u € MYK) et x, = x}.

Donc (i) est prouvé. De (i) et de la proposition 1.12; (ii) suit a la fois. O
Définition 1.36. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Dénoter
par

S={feC(K): f est concave sur K}.

Pour f € S définir Ky L’ensemble bordant de f, par

K;={zeK: f(x)— f(x)=0}.
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Une famille F' C S est dite séparée par convexité K si, pour tout xy,ze € K, x1 # T, il

existe f € F tel que f n’est pas affine sur [z, xs).

Nous avons la caractérisation suivante des points extrémes de K.

Théoréme 1.14. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe. Alors
extK C K, pour tout f € S, et pour toute famille F' dont la convexité sépare K nous

avons

extK = (\{Ky, f € F}

De plus, toute la convexité S sépare K, et donc extK = N{Ky, f € F'}.

Preuve Soit x € extK et f € S. D’apres la proposition 1.13, il existe un réseau {j,} C
M (K), avec z,,, = x, tel que u,(f) converge vers f(x). Puisque z est extréme, Ty, =T
implique piq = &, et donc o (f) = f(z) = f(z). D'ou z € K; et, comme z € extK
est arbitraire, nous avons extK C K. Supposons maintenant que F sépare strictement
S et que extK soit strictement contenu dans l'ensemble N{ Ky, f € F'}. Alors il existe
v € N{Ky, f € F} tel que x ¢ extK. Soit x = Axy + (1 — N)za, 1, 22 € K,z # x2. Soit
f € F non affine sur [xy, 23], on a f(x) = f(Ax1 + (1 — X)) > Af(z1) + (1 = N) f(za) >
M (1) + (1= N f(w2) > f().

et donc = ¢ Ky, une contradiction qui prouve que N{Ky,f € F} C extK.

Comme, pour tout f € S, extK C Ky on a extKk = ({Ky, f € F} C extK. Pour

prouver que S sépare K de maniere convexe, soit x1, x5 € K, x1 # 5. soit £ € A tel que

U(zy) # 0(z3). Alors —¢? est dans S et n’est pas affine sur [x1, x]. O

Théoréme 1.15. [22] Soit E un espace L.C.H et soit K C E compact et convexe.
Supposons qu’il existe un f C S strictement concave. Alors extK = Ky est un Gs
sous-ensemble de K, aussi est le complément d’un ensemble convexe. De plus, si K est

métrisable, la fonction strictement concave f € S existe.

Preuve Soit f € S strictement concave. Clairement f sépare de maniere convexe les

points de K, et donc du théoreme précédent, nous avons extK = K;. Pour voir que

extK est un sous-ensemble G5 de K, observez que comme f est (s.c.i) et convexe et
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f est continue et concave, la fonction f — f est (s.c.s). et concave sur K. L’ensemble

{reK: fz)— f(z)> 1} est fermé et convexe. Cela implique que

extK ={z e K: f(z)— f(z) =0} = (zeK: f(x) — f(z) < 711}

Donc extK est un sous-ensemble Gy de K et, de plus, ext K est le complément du
I'ensemble convexe U{z € K : f(z) — f(x) > L}.

Supposons maintenant que K soit métrisable. Comme K est également compact, il
s’ensuite que K et donc C(K) est séparable. Soit {¢,} C E*,||{,]| = 1 une séquence
séparant les points de K. Soit f: E — R défini par f(z) = —3 < {,,v >? /2", Puisque
la fonction réelle x — 22 est convexe, on a que f est concave. Pour voir que f est notons
que < Ly, o+ (1 = XNw >*= X < £, v >2 +(1 — ) < £,, w >? si et seulement si

lp(v) = £, (w). Par conséquent,

<Ly, Ao+ (1= Nw >? A< ly,v>24+(1=N) <Ly, w>?

> { > -

ce qui implique que ¢, (v) = £,(w) pour tout n € N. Comme {/,,} sépare les points de K,

il s’ensuite que v = w. Donc f est strictement concave. ([l

Nous appliquons maintenant cette théorie aux fonctions a valeurs multiples (voir aussi
Castaing Valadier [10]). Soit E un espace de Banach réel séparable réflexif et supposons
que F: I x B(xg,r) — H(FE) satisfait 'hypotheése (1.2). Notons E. I'espace doté de la
topologie faible ¥(E, E*) pa E et soit I x B(xg,r) X E. doté de la topologie induite par
Rx E x E-.

Définition 1.37. [22] Soit {¢,} € E*), ||¢,|| = 1 une suite séparant les points de E.

Définissez f : I x B(xo,r) X E; — R par :
X < Ay, v >
fltay) = -3 ="

n=1

I1 est immédiat de prouver que f est continue et f(¢,x,.) est strictement concave.

Définition 1.38. [22] Soit f : GraphF C I x B(xo,r) X E, — R défini par :

A

f(t,x,v) =sup{a(v) : a € A, a(u) < f(t,z,u) pour tout u € F(t,z)}.
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Proposistion 1.14. La fonction f : GraphF C I x B(xzg, 1) X E; — R a les propriétés

suivantes :

A

(i) f(t,x,.) est convexe sur F(t,z).

(ii) f est (s.c.i).

Preuve (i) est prouvée dans la proposition (1.11) (i).Pour prouver (ii) soit ¢ > 0 et
soit {ta, TasVataca, (ta, Ta, Vo) € GraphF, soit un réseau convergeant vers (to,zo, vg).Par
définition, il existe 5 € A tel que 5(vg) > f(to, zo,v0) — € et f(u) < f(to, xo,u) pour tout
u € F(to,zo). Comme f est continue, F' est continue au sense de Hausdorff et ||F|| < M
il existe 0 > 0 tel que si |t — to| < 0, ||z — 20| < 0 nous avons B(v) —e > f(t,x,v) pour
tout v € F(t,z). a partir de cela et de la définition de f' on a que, pour tout a > ap, on a
B(va) — € > f(tasa,va). Comme B(v,) converge vers 3(vg), pour tout @ = a; > a, nous
avons

F(ta, Ta,va) = Blva) —e > Blvg) — 26 > f(to,z0,00) — 3¢

Comme ¢ > 0 est arbitraire, la preuve est complété. U

Définition 1.39. (La fonction de choquet)[22] Soit F' satisfait (1.2). la fonction de

choquet @ : I x B(zg,r) X E; — [—00, + 00[, associe a F, est définie par

B(t,0) = {-{ fltzw) — ftaw) sive F(ta)

L~ siv ¢ F(tx).

La proposition suivante résume les principales propriétés de .

Proposistion 1.15. Soit F' satisfaire (1.2). Alors la fonction Choquet ® a les propriétés

suivantes :
(i) 0 < ®(t,z,v) < M? pour tout (t,z,v) € grapheF.

(i) ®(t,z,v) =0 si et seulement si v € extF(t,z).

)
)
(iii) la fonction ®(t,x,.) est strictement concave sur F(¢,x).
(iv) la fonction @ est (s.c.s) sur I x B(xg,r) x E,.

)

(v) pour tout x € M la fonction ® (¢, z(t),(t)) est mesurable sur I.
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(vi) si {x,} C Mp converge vers z alors

limsup/l@(t,xn(t),x'n(t)) dt < /I@(t,x(t),:t(t)) dt.

Preuve La preuve des propriétés (i) - (v) est immédiate. Soit {z,} C My convergent

vers x. pour Prouver (vi) il suffit pour montrer que, pour presque tout ¢ € I nous avons
lim sup B (.2, (), (1)) < D, 2(t), i (2)).

on note B, (t) = ®(t,x,(t), 2,(t)) et B(t) = limsup S,(t). Par le théoreme du Mazur,
on a (B(t),x(t)) € co{(Bn(t), Tn(t)),n > k}, pour tout k € N et tout t € J, ou u(I\J) = 0.
Définir ®;(u) = ®(t,z(t), u) et soit He, = {(7,v) € R x E,,y < ®4(v)} soit le sous-graphe
de Hg,, Comme ®, (est concave et (s.c.s) Hg,, est fermé et convexe. Nous allons prouver
que (B(t),x(t)) € Ho, p-p, t € 1.
Soit t € J et soit G un voisinage de Hg,, Nous prétendons qu’il existe ng € N tel
que (5,(t),z,(t)) € G pour tout n > ngy. Supposons que ne existe pas une sous-suite
{Bn, (1), Tn, ()} telle que {B,, (t), 4n, (t)} ¢ G. Comme la suite {z,(t)} C E, est relative-
ment compact, on peut supposer que {f,, (t), @,, (t)} converge vers (v, u), disons. Puisque

® est (s.c.s).nous avons

7 = lim By, (t) = lm B(t,B,, (£), 0, (1)) < B(t,2(t), 0)

d’ou (B(t),u) € He, C G. Alors (3, (t), %, (t)) € G pour un k grand, une contradiction
qui prouve la revendication.

Comme Hg, C G est fermé et convexe, il s’ensuite que (5(t), ©(t)) € co{(Bn,, (t), Zn, (t),k >
no} C G, ce qui étant G O Hg,, arbitraire, implique que (5(t),z(t)) € Hg,, c’est-a-dire

lim sup B(t, 20 (1), (1)) < D(t, (1), (1)),
Comme l'inégalité ci-dessus vaut pour presque tous les t € I, il suit

lim sup /1 O, 2 (t)dn(t)) dt < /1 O(t, 2(t), i (1)) dt.
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Chapitre 2

Inclusion différentielle sur un espace de

Banach separable

2.1 Pour un intérieur non vide

Dans ce qui suit, E est un espace de Banach réflexif séparable. Soit ' un multifonction
continue définie sur un sous-ensemble ouvert non vide de R x E avec des valeurs dans
I’espace des sous-ensembles bornés convexes fermés de E avec un intérieur non vide. Nous

considérerons le probléeme de Cauchy

{ T € extF(t,x) @.1)

.T(t()) =29

ou extF(t,x) désigne I'ensemble des points extrémes de F'(t,z). On remarque que, en
général, 'ensemble extF(t, z) n’est pas fermé et la fonction (¢,x) — extF(t,x) n’ est pas

continue. Avec (2.1), nous considérerons le probleme de convexité

{ @€ F(t, ) 2.9

.I'(t()) = X

Par exemple de Plis(dans le chapitre precédent), I’ensemble de solutions M., de (2.1)
est en général, non dense dans I’ensemble de solutions Mp de (2.2). Cependant, nous

montrerons que M.,z est non vide et se rapproche de certains sous-ensembles importants
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de M. Plus spécifiquement, nous doit prouver que, pour toute sélection f de F' dans une
classe admissible, qui comprend localement les sélections de « -Lipschitz, si I’'on note P,

I’ensemble des solutions de probleme du Cauchy

(g = x
i ft.z) (2.3)

l’(to) = 29

alors nous avons que ’ensemble M.,;r a une intersection non vide avec chaque quartier
de P;.

En dimension finie ce type de résultat d’approximation a été établi par Pianigiani [38],
en utilisant la technique d’Antosiewicz et Cellina [1]. Pour des résultats antérieurs voir
Filippov [21] et Wazcwski [13].

L’approche utilisée ici est une variante de la méthode des catégories de Baire introduit
dans [15], [16], [I7] afin de prouver I'existence de solutions pour inclusions différentielles
en absence de convexité, dans les espaces de Banach. Nous mentionnons que récemment,
cette méthode a été améliorée par Bressan et Colombo [0], qui ont obtenu un théoreme
d’existence contenant a la fois le théoreme d’existence de [17] et théoreme de Filippov [25].
Les preuves complétés des résultats de cette section peuvent étre trouvé dans [15].

Soit U un sous-ensemble non vide de R x F.

Définition 2.1. [21] La mesure de non compacité de Kuratowski «({2) d’un ensemble (2
est la borne inférieure des nombres v > 0 tels que {2 admet un recouvrement fini par des

ensembles de diametres inférieur ou égal a v.

Définition 2.2. [22] Une fonction f : U — E est dite a- Lipschitzienne de constante k ssi
est continue et bornée sur U, et il existe une constante & > 0 telle que off(X)] < ka|X]

pour tout ensemble borné X C U, ou « est 'indice de Kuratowski de non-compacité.

Définition 2.3. [22] Une fonction f : U — E est dite localement Lipschitzienne (resp.
Localement a-Lipschitzien) si f est bornée (resp. continue et bornée), et pour chaque
(s,u) € Uil existe 0(s) > 0 et k(s ) > 0 tels que f restreint a B((s,u), d(s.u)) est Lipschitzien

resp.a-Lipschitzien) avec k() constant.
(s,u)
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Soit J = [a,b], a < b. On note Z(J) la classe de toutes les familles dénombrables {J;}
d’intervalles disjoints paire non vides J; = [a;,b;] tels que U, J; = J.

A est un membre de Z(J) sera appelé, pour faire court, une partition de J.

Définition 2.4. [22] Une fonction f : J x B(xzg,r) — E est dite localement Lipschitzien
par morceaux (resp. Localement a-Lipschitzien par morceaux ) si f est borné et qu’il existe
un partition {J;} € Z(J) de J telle que la restriction de f a chaque ensemble J x B(xq,r)

est localement Lipschitzien (resp.localement a-Lipschitzien).

On notera £(J x B(zg,r)), £*(J x B(xzg,7)) les classes de tous fonctions f : J X
B(zo,r) — E qui sont respectivement, localement Lipschitzien par morceaux, localement
a -Lipschitzien par morceaux.

Soit F': I x B(xg,r) — H(E) une multifonction, ou I = [to, T et B(zo,7) C E (r > 0).
Nous supposons :

F est Hausdorff continue sur I xB(xg,r)

(Hi)§ IFl<Met0<T—ty<r/M

——N e —

L F (t,x) a un intérieur non vide pour tout (t,x) € I x B(xg,r)
Pour F satisfaisant (H;), soit Mg I’ensemble de toutes les solutions de (2.2). Mg doté

de la métrique de C(I,E) est un espace métrique complet. Dénoter par
pr ={f € £(J x B(zo,r)) : fest une sélection de F'}.

pe=A{f € £%(J x B(xg,7)) : f est une sélection de F}.

pr est un sous-ensemble non vide de p%. Pour f € p% nous posons
Py ={x:1 — E :x est un solution de (2.3)}.

Py est un sous-ensemble compact non vide de Mg et, si f € pp, Py est un singleton.

Proposistion 2.1. Soit F satisfait (H;). Soit f € p% et n > 0. Alors il existe p = py(n) >
0 tel que
t

r € Mp et sup | [(s) — f(s,2(s))|ds < p impliquent x € B(Py,n).
tel Jito

49 UNIVERSITE D’ADRAR 2020-2021



2. INCLUSION DIFFERENTIELLE SUR UN ESPACE DE BANACH SEPARABLE

Preuve Supposons que 1’énoncé ne soit pas vrai. Alors il existe f € p%, n > 0, et une
suite {z,,} C Mp telle que pour tout n € N
t

sup | [ [in(s) = (s,2a(s))] dsl| < - et , € BPyn).

Par un argument standard on prouve que a{z,} = 0. D’ou la suite {z,} C C(I,F) est
compact. Soit {x,, } une sous-suite de {z,} convergeant vers z, dire. Comme z € Py, pour

k assez grand, nous avons {z,, } € B(Pf,n), une contradiction. Ceci complété la preuve.[]

Proposistion 2.2. Soit G : J x B(zg,r) — M¢(FE) un multifonction continue au sense de
Hausdorff telle que intG(t, z) # () pour chaque (¢,x) € J x B(xg,7), ou J est un intervalle
et B(zo,7) C E. Supposons que uy € intG(t, z) pour tout (t,x) € J x B(yy,d), ouyo € E
et 6 > 0. Alors il existe une sélection localement Lipschitzienne g de G satisfaisant

g(t, ) = ug, pour tout (t,z) € J x B(yo,9).

Preuve Supposons s € J et z € B(xzg,7), ||z — yo|| = 6. Puisque ug € intG(s, z), et G est
continue, il existe une boule B((s, 2),0;.) C J x B(zg,r) telle que vy € intG(t,z) pour
tout (¢, x) € B(yo, d). Pour u(s .y € intG(t,x) et z € B((s,2),0s,.). Notons U = {Uq }aca la
famille, dont les membres sont .J x B(yy, 0) et chacun des ensembles B((s, z), ds .) construits

ci-dessus. U est une couverture ouverte J X B(zo,r).

( | U, = J % B(yo,
Pour {U,} € U, I'ensemble y, = i Yo Sl Y (%0,9)

us, si U, = B((s,2),0s.)
Soit {Pa }aca une partition d’unité subordonnée a U telle que chaque p, soit localement

Lipschitzien. Maintenant, définissez g : J x B(xg,r) — E par

g(t,x) = pa(t2)ya

acA

Il est simple de vérifier que g est une sélection localement Lipschitzien de G et satisfait

g(t,x) = ug pour tout (¢,2) € J x B(yo,d). Ceci complété la preuve. O
Soit F' satisfaire (Hy). Pour 6 > 0 définir

My ={z € Mp: /Icp(t,x(t),:;;(z)) dt < 0}.
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Théoréme 2.1. [22] Soit F' satisfaire (Hy). Alors pour tout 6 > 0 I'ensemble M, est

ouvert dans M.

Preuve Supposons que {z,} C Mp\Mjy converge vers z. De la proposition 1.15, il

s’ensuite que
0 < limsup / O(t, 2, (t) dn(t)) dt < / O, 2(t),i (1)) dt
I I
et donc © € Mp\M,j. Cela prouve que My est ouvert dans M. O

Théoréme 2.2. [22] Soit F satisfaire (Hy). Soit f € p%,n > 0 et 0 > 0. Alors, il existe
g € pr tel que
P, € My () B(Pr). (2.4)

La preuve de ce théoreme est plutét technique. Les principales étapes sont les les suivants.
Premierement, g est construit localement avec des valeurs proches de les points extrémes de
F et, en utilisant la proposition 2.2, g est défini sur un ensemble de la forme Is x B(xq,r)
pour un certain intervalle Is C I. Par conséquent, g est étendu a l’ensemble entier

I x B(zg,7) et il est montré que g est dans pp et satisfait (2.4).

Théoréme 2.3. [22] Soit F satistaire (Hy). Alors pour tout f € p% et tout n > 0 que

nous avons :

Mearr (Y B(Prm) # 0

En particulier, M ,;r est non vide.

Preuve Soit f € p%. Soit n > 0. Mettre 6, = 1/n(n € N). Par le théoréme 2.7 il existe
un g, € pr tel que P, € My B(Pf,n) et donc, pour certains 0 < n; < #; nous avons :

B(Pgunl) C MFﬂB(PfJ])
Par le théoreme 2.7 il existe un go € pr tel que Py, € My, N B(P,, ) Puisque, par le

théoreme 2.1, cet ensemble est ouvert dans Mg il existe 0 < ny < 05 tel que

B(P92a772) - M91 ﬂ B<Pg17771)
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Continuer ainsi donne une suite décroissante des boulles fermées B(P,, ,n,) C Mg, ou

gn € pr et 0 < n, < 6,, satisfaisant

B(Pgn+177]n+1) C Men ﬂ B(Pgnvnn)

Comme My est complet, selon le théoreme d’intersection de Cantor, il y a un (et un seul)
point x se trouvant dans toutes les boules B (P, ). Puisque z se trouve dans tous les

ensembles My, , nous avoir
/I@(t, w(t),a(t)) dt =0

D'ou i(t) € extF(t,xz(t),z(t)) p.p. et donc © € Mup, comme d’autre part, z €

B(P,,,m) C B(Pr,n), la preuve est complété. O

2.2 F Compact

Dans cette section, nous considérons les problemes de Cauchy

{ T € extl(t,x) 2.5)

l’(to) = 2o

{ @€ F(t,x) 26

x(to) = xg
sous des hypotheses compactes sur F.
On dit que F': I x B(xzg,7) = H(E), I = [to,T], satisfait 'hypothese (Hy) si :
E{ F est Hausdorff continue sur I xB(zg,7)
(H2)1 IF|| < Met0<T—ty<r/M
i F est compact telle que F(I xB(zg,7)) est relativement compact sur E
Si F satisfait (Hz) on montre que ’ensemble M.,z de toutes les solutions du probleme
(2.5) n’est pas vide. Notons d’ailleurs que, comme extF'(t,z) n’est pas forcément fermé,
le théoreme d’existence mentionné ci-dessus est nouveau également en dimension finie,
Théoréme de Filippov. En fait, existence de solutions au probléeme (2.5) découle aussitot

d’un résultat de densité qui est d’'un intérét indépendant (voir Théoréme 2.3 ). Ces

théoremes de densité se révelent utiles. En effet, en les utilisant, il est possible de montrer
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que sous une condition d’invariance sur le flux, 'inclusion différentielle (2.5) admet une
solution périodique qui réglé une question retour a Cellina [11].

Dans ce qui suit, nous esquissons les principales idées de I’approche. Pour le preuves
completes des résultats, ainsi que pour d’autres applications, voir [19].

Soit J C I un intervalle fermé a gauche, borné, non dégénéré. Par une partition de J
nous entendons une famille finie {J;}7_; non vide, non dégénéré, laissé fermé et intervalles
disjoints par paires dont I'union est J. La famille de toutes les partitions de J est noté
Z(J).

Etant donné d € N, on note Z? les ensembles de tous les d-couples ordonnés h =
(hy ..., hq) d’entiers.

Soit F' satisfaire I'hypothese (Hz). Alors M p est un sous-ensemble compact non vide de
C(I, E) et ainsi, doté de la métrique de C'(I, E), M est un espace métrique compléte. Soit
C' C B(xg,r) tout ensemble convexe compact contenant xo + Uy (t — to) F/(I x B(zo,1)).
Définir ’ensemble

N={z:]—C: |i(t)] <M pp}.

Clairement Y est un sous-ensemble compact de C(I, E') contenant M g. Enfin, définissons

I’ensemble
pr =1{f:1x Bg(xg,r) = E : fest une sélection continue de F'}.

En vertu du théoreme de Michael [35], 'ensemble pg est non vide.

Définition 2.5. [22] Soit F' satisfaire (Hs). Soit ¢; € E*, ||¢;|| =1, ¢ =1 ,.., d. Soit
{[)e, € F(I) et soit a > 0. Pour k =1 ,..., kg et h € Z¢ | h = (hy, ..., hy), définir
I’ensemble

Sh={(t,z)eIxE|te Il hia </l(x)—2Mt < ((h; +1)a, pour chaque i = 1,...,d}.
Réglez RI' = SN I x C. La famille R de tous les ensembles non vides R} est appelée une

partition de I x C' transversal a F' (correspondant a {£;}%, , {I;}5 et a ).

Clairement, comme I x C' est compact, la famille R est finie. Nous convenons d’appeler
« le pas d’espace R et, si tous les intervalles I, ont la méme longueur 3, alors on dit que (8
est le pas de temps de R. L’intervalle I; sera appelé l'intervalle de base de R}. Enfin, par

norme v(R) de R on entend le plus grand diametre de R} lorsque R} varie de plus de R.
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Lemme 2.1. Soit F satisfaie (Hy). Alors pour tout A > 0 il existe une partition R

transversal a F' (avec pas de temps constant) et norme v(R) < A.

Preuve Soit ¢; € E*, ||(;|| = 1, dénombrable et dense dans I'unité sphere de E. Pour
chaque n € N, notons R,, = {Rl!(n)} la partition de I x C transversal a F, correspondant
a {6}, et {I}5 |, du pas d’espace a, et du temps étape f,, ou a,, — 0 et 3, — 0
quand n — oo. Nous affirmons qu’il existe ng, pour tout n > ng, nous avons v(R,) < A.
Supposons le contraire. que il existe une suite strictement croissante n; — oo telle que
pour certains R} (n;) € R(n;)
nous avons daimR}(n;) > A . Donc , pour tout j € N; il existe des points (tn;»Tn; )s(Sn;5¥n;) €
R (n;) tel que

mae{[t, — s, |, [, — v, 1} > 5. (27)

Par contre, d’aprés la définition de R}(n;), on a

i(Tn; = Yn,)| < Qny +2M |tn, — 55, < iy +2M By, i =1, ...,dy,.

J

Les suites {zy,}, {yn,} appartiennent a C', un ensemble compact, passant donc a sous-
suites (sans changement de notations) nous avons que x,, — &, y,;, — y ou x, y € C. Soit

maintenant ¢ € N. Pour chaque d,,; > j nous avons

(= y)| < [i(wn; = yn)| + [6((2 = 20)) = (= yn,)]
<y 4 2M By + [ = 2y || + 1y = i,

d’ou, laissant j — 400, suit ¢;(x —y) = 0. Puisque ¢ est arbitraire et {¢;} est dense dans la
sphere unitaire de £, on a x = y. Ce contrat (2.3), pour |t,, — s,,| — 0 comme j — +o0.

Ceci complété la preuve. dJ

Remarque 2.1. La partition R dans le lemme précédent peut étre supposée avoir pas
de temps arbitrairement petit. si R est une partition satisfaisant le lemme 2.1, avec pas
d’espace «, pas de temps 3 correspondant a {¢;}¢_, et {J,}™,, avec la norme v(R) < A,
alors la partition R correspondant a {£;}% et {I;}2,, obtenu en divisant chaque .J, en n

parties égales a un pas de temps ' = B/n.
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Soit R = {R!'} une partition de I x C transversal a F, correspondant a {f;}¢_, et

{I}F | Tensemble K = {1 ..., ko} et, pour tout = € R, définir
K,={ke K: il existe h € Z? tel que le graphe z; C R}'} (2.8)

Lemme 2.2. Soit F satisfaire (Hy). Soit € > 0 et A > 0. Alors il existe une partition
R = {R}} de I x C transversal a F, correspondant a {£;}}_, et {I,}}°,
avec norme v(R) < A, telle que

p( |J Ix) <ell| pour toutz e X (2.9)

keK/K,
Preuve Soit € > 0 et A > 0. Par le lemme 2.1 et la remarque 2.1 il existe une partition
R transversale a F', de norme v(R) < ), correspondant a {/;}¢, et F = {J,}™, du pas
d’espace a et du pas de temps [y, 0 < By < a/(3M). Soit n > max{Sy/e|l| , d/e}. En
divisant chaque J, en n parties égales, on obtient une partition R de I x C transversale
a F, correspondant a {¢;}%_, et F = {I;}¥ (ko = nm) du pas d’espace « et du pas de
temps [ = fo/n.
Soit € N un quelconque. Pour i =1 ,.., d et t € C, définir ¥;(t) = €;(z(t)) — 2Mt

et observez que —M > ;(t) > —3M p.p. Soit t, , t,11(t, < t,41) les points d’extrémité
de J, € F. Pour certains h € Z%h = (hy , ..., hg) on a (t,,z(t,)) € R

Donc

hiao < i(t,) < (hi+Da,i=1,...d (2.10)
Puisque 4;(t) > —3M p.p. nous avons
Ui(t) > i(t,) — 3M(t —t,) > hja —3MBy > (hi — D, t € J, =1 ,...,d.  (2.11)
Comme 1); est strictement décroissant et continue, pour chaque i =1 ,..., d il existe au
plus un point 7; € J, tel que 1;(7;) = hyov. De (2.10) et (2.11) nous obtenons
iLl’Oé < Z/Jl(t) < (iLl + 1)Oé t<T,tE J,
(iLi —Da < h(t) < ho. t>7,te J,

Dong, si un intervalle I;, C J, ne contient pas de points 7;, alors pour certains h € Z% nous
avons

graphe x;, C R} (2.12)
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Comme les intervalles I, € F' contenant un certain point 7; sont au plus d, nous avons
cela dans chaque J, € F y a-t-il au plus d intervalles I, € ' pour lequel (2.12) échoue.
Depuis les intervalles J, € F sont m, il existe au plus d m intervalles I, € 7' Pour que

(2.12) échoue. Par conséquent

keK\K,

Comme x € N est arbitraire, la preuve est compléte. 0

Soit R = {R['} une partition de I x C transversal a F, correspondant a {{;}¢_; et

{1, }72, du pas d’espace a et du pas de temps (3. Ensuite, pour chaque R} € R, définissez
Ry, =Sp,UxC)j=i,..P

ou Sp; = SPN(J; x E) et {J;})_, € F(Ix) (J; et p dépendant de R}). On note R’

I'ensemble de tous les R} ; non vides.

Remarque 2.2. La signification géométrique du lemme 2.2 est que, pour tout x € N, le
point (t,z(t)), t € I, ne rencontre la limite de certains S que pour un nombre fini de ¢.
De maniére analogue, le point (¢, z(t)), t € I, ne rencontre la limite de certains Sy ; que

pour infiniment nombreux ¢.

Soit F satisfaire (Hs). Pour 6 > 0, définissez
My ={z € Mp: /IQD(t,x(t),x'(t)) dt < 0.

La proposition 2.1 et le théoréme 2.1 suivants peuvent étre prouvés dans le méme

comme la proposition 2.1 et le théoreme 2.1.

Proposistion 2.3. [22] Soit F satisfaire (Hy). Soit f € pp et n > 0. Alors il existe
d=46¢(n) >0, tel que
t
r e Mpetsup| | [(s) — f(s,x(s))] ds|]| < ¢ implique x € B(Py,n) (2.13)
tel to

Théoréme 2.4. [22] Soit F satisfaire (Hy). Alors, pour tout 6 > 0, I'ensemble My est

ouvert dans M.
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Théoréme 2.5. [22] Soit F' satisfaire (Hs). Soit f € pp, Soit § > 0 et 6 > 0. Puis il existe

une fonction g € pg telle que, pour tout x € N, on a

/I@(t,x(t),g(t,x)) dt < 0. (2.14)

sup | [ lg(s.a(s)) = f(s.a(s))] ds] < (215)

La preuve de ce théoreéme est plutét technique. Les principales étapes sont les suivants.
On définit d’abord une partition R transversale a F' et en utilisant une telle partition,
nous approximer f localement par des fonctions prenant des valeurs proches de les points
extrémes de F. Donc définit un raffinement R’ = {R} ;} de R et construit un sélection
appropriée v de F', dont la restriction a chaque ensemble RZJ- est continue, telle que (2.14)

et (2.15) sont satisfaits de v a la place de g. Enfin nous montrons que il existe une sélection

continue g de F, qui est proche de 7 et satisfait (2.14) et (2.15).

Théoréme 2.6. Soit F' satisfaire (Hs). Soit f € pp,n >0 et 0 > 0. Alors il existe g € pr

tel que
P, C MgﬂB(Pf,r).

Preuve Soit f € pp, n > 0 et § > 0. Par la proposition 2.3, il existe § > 0 tel que (2.13)
est satisfait. D’apres le théoreme 2.5, il existe g € pr tel que, pour tout x € X, (2.14) et
(2.15) sont satisfaits. Soit maintenant = € P, arbitraire. Comme #(t) = g(t,2(t)), (2.15) et
(2.13) impliquent € B(Py,r). De plus, a partir de (2.14), nous avons que x € My. D’ou
x € My B(Py,r), qui complété la démonstration. O

Théoréme 2.7. Soit F satistfaire (Hy). Soit f € pr et € > 0. ensuite
Mear [\ B(Py,e) # 0.
ainsi, en particulier, le probléeme de Cauchy (2.5) a des solutions.

Preuve A l'aide des théorémes 2.4 et 2.6 on construit une suite d’ensembles fermés non

vides B(PFP,,,n) C B(Py ,€) C Mp, ou g, € pp, 0 <1, <0, =1/n, tel que

B(Pgn+1a77n+l) C M9n ﬂB(Pgn777n)> n € N.
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Comme M est compact, nous avons

m B(Pgn ) nn) #* 0.

neN
Soit x appartenir a cet ensemble. Comme x € M,y pour tout n € N, nous avons
Jr ®(t, z(t), @(t)) dt = 0. Par conséquent, @(t) € extF(t,x(t)), p.p. t € I et donc x € M.
De plus x € B(Py,¢€), et donc la preuve est complété. O
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Chapitre 3

Extensions et applications

Dans ce chapitre on va etudier 'existence des soulutions d’inclusion différentielles dans

le cas ou la miltivoque F' est carathedory puis nous avons faisons quelque applications.

3.1 F Caratheodory

Dans ce qui suit, nous retenons les notations de ce chapitre. Comme d’habitude, nous
disons que F' : I x B(zg,r) — H(F) est Caratheodory si F(t,.) est Hausdorff continue

sur B(xg,r) pour tout t € I, et F(.,x) est mesurable sur I pour tout z € B(xg,r). nous

considérez les problemes de Cauchy
( .
T € extF(t,x
(t.) (3.1)

i z(to) = o

[ &eF(ta) -

i z(to) = o

On dit que F': I X B(xzg,7) = H(E), I = [to,T], satisfait 'hypothese (H}) si :

:r F est Caratheodory
(Hé){ |FI|<Met0O<T—ty<r/M
F est compact, cest a dire que F(I x B(xg,r)) est relativement compact dans E.

(
29



3. EXTENSIONS ET APPLICATIONS

Pour F satisfaisant (HJ}) on pose
pe=A{f:1x B(zxg,7) = E : [ est une sélection Carathcodory de F'}. Pour tout f € p
notons Py I’ensemble des solutions du probleme de Cauchy o’ = f(t,x), z(ty) = zo. On
note que, si F' satisfait (H}), toutes les propriétés, sauf (iv), de la fonction de Choquet

énoncée dans la proposition 1.15 restent valides.

Théoréme 3.1. Soit F' satisfait (H}). Soit f € pl. Soit § > 0 et § > 0. Alors il existe

une fonction g € plp de sorte que, pour tout x € X, on a

/Iq)(t,x(t),g(t,x)) dt < 0 (3.3)
sup | [ o(s.2(5)) = f(s.o(5)) ds] < (3.4)

Preuve Soit f € pl, 6 > 0 et 0 > 0. Par le théoreme de Scorza Dragoni, il existe un

ensemble compact non vide J C I, avec

05
2M2°8M

tel que les restrictions de f et F' a J x B(xg,r) sont continues. Puis, par un version

pu(I\J) < min{

multivaluée du théoréme de Dugundji [2], il existe une multifonction continue £ : I x
B(xzg,r) = H(E), avec des valeurs contenues dans coF' (I x B(z, 7)), tel que F(t,x) =
F(t,z) pour tout (¢,2) € J x B(x,r). Par le théoreme de Michael, il existe une sélection
continue f : I x B(xo,7) — F de F telle que f(t,x) = f(t,z) pour tout (t,z) € J x B(z, 7).

Observez que Mz C X. Comme F satisfait (H,) et f € ps, par le théoreme 2.5, il

existe g € pp tel que, pour tout z € N, on a

/1 O(ta(t), g(ta(t) dt < Z (3.5)
sup | [/ [a(s.0(s)) = Jls,0()) s < (3.

ou @ est la fonction de choquet relative a F. telque § € pp et F(t,z) = F(t,z) pour tout
(t,x) € Jx B(xzg, 1), il existe g € pl tel que g(t,z) = §(t,x) pour tout (t,z) € J x B(zo,r).
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Nous affirmons que, pour un tel g, (3.3) et (3.4) sont satisfaits. Soit = € P, n’importe

lequel. Pour tout ¢t € J on a

F(tat) = Ftz(t)), g(t,x(t) = g(t, x(t)) et (L, x(1), g(t, x(t))) = ©(t,x(),g(t,x(t))).

1l s’ensuit que
/ICD(t,x(t),g(t,x(t))) dt < /Ié(t,x(t),g@,x(t))) dt
4 [ 100t (0). 9t 0(0) ~ Bt 2(0). 3¢ (1))
< 0/2+ M*u(I1\J)
<0

pour u(I\J) < 6/2M?, et donc z satisfait (3.3).

Pour montrer que (3.4) est egalement satisfait, observez pour tout ¢ € J, nous avons

g(t,z(t)) = g(t,z(t)) et f(t,x(t)) = f(t,z(t)). Il s’ensuit que, pour tout t € [
I [ lots.2(s) = £ x()ldsl < | [ [as,a(s) = Fls,as)lds]
+ [, lats. x(s) = (s, x(s)]

+ (1 (s, 2(s) — f(s,2(s))|ds
< §/2+ AMu(I\J).

Comme p(I\J) < 6/8M, la preuve est complete. O

Avec l'aide du théoréme 3.1, en utilisant le méme argument du théoréme 2.7, on peut

prouver ce qui suit.

Théoréme 3.2. [22] Soit F satistaire (H}). Soit f € pl et € > 0. Alors
Me:ptFmB(Pf,g) 7’é @

ainsi, en particulier, le probléme de Cauchy (3.1) a des solutions.

3.2 Quelques Applications

Dans ce qui suit, nous présentons deux applications des résultats précédents. La premiére

concerne les solutions périodiques d’inclusions différentielles sous un hypothése invariante
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sur le flux. La deuxiéme est une caractérisation de la convexité pour multifonctions
compactes.

Soit Xy C E compact et convexe. Pour u € Xy on considérons le probléme de Cauchy

{ i€ F(t.x) @)

z(ty) = u

Supposons que F satisfait (H)), avec X au lieu de xg, c’est-a-dire

F est Caratheodory

(Hy)S |F|<Met0<T—ty<r/M

_————

{ F est compact, c'est a dire que F(I x B(xq , 1)) est relativement compact dans E.

I'ensemble Mp = {z € C(I,E) : x solution de (3.7) pour certains u € Xy} et
définissez de maniere analogue M r et Py.

Pour t € [tg,T] et u € Xy, définissez les ensembles joignable au temps ¢, Rp(u,t)
et Reztr(u,t) par :

Rp(u,t) ={z(t) : = solution de & € F(t,x), x(ty) = u},

Rexr(u , t) = {x(t) : z solution de & € extF (t,x), x(ty) = u}

Pour 7 €]t, T on considere le probléme de 'existence des points fixes pour le mappage
u — Rexr ou, équivalent a l'existence de solutions pour le probléme de valeur limite
T € extF(t,x), x(ty) = x(7).

Théoréme 3.3. Soit F' satisfaire (H}). S’il existe T €|to, T tel que Rp(u,7) C X, pour

tout u € Xy, alors le probléme des valeurs aux limites

{ T € extF(t,x) (3.8)

z(to) = x(1)

a au moins une solution.

Preuve Nous prouvons d’abord que pour tout f € p le probléme de la valeur aux limites
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a au moins une solution. En effet, par le théoréeme de Scorza Dragoni, il existe une suite
{I,} d’ensembles compacts non vides I,, C I, I,, C I,;; avec u(I\1,) — 0, de sorte que la
restriction de f a I, x B(Xy,r) soit continue. Pour chaque n, soit f,, : [ x B(Xy,r) = E

une fonction localement Lipschitzien, avec des valeurs dans coF'(I x B(Xy,r)), tel que

sup{||fn(t,x) — f(t,z)] : (t,z) € I, x B(Xo,7)} < 1/n.

Comme Rp(Xy,7) C Xo, on voit facilement que pour chaque € > 0 il existe un n. tel
que, pour tout n > n., Ry, (Xo,7) C B(Xo,¢). Soit {f,, } une sous-suite de {f,} tel que,
Ry, (Xo,7) C B(Xo, %), k € N*. Par le théoreme de Kakutani-Ky Fan, pour tout & € N*,
la multifonction v — XoN B(Ry, (u,7), ) de X; dans le les sous-ensembles convexes

compacts non vides de Xy ont un point uy. Il existe donc un solution x; de S

(. _
i = fou(t:7) (3.10)

x(to) = ug

telle que ||z (7) —zx(to)|| < 1/k. Puisque {x}} est compact, une sous-suite, disons {zy},
converge vers quelque x € Mp. Clairement x(1) = z(tg) € X et ©(t) = f(t,z(t)) p.p
t € I . Comme dans la démonstration du théoréme 2.3 on construire une suite décroissante

d’ensembles compacts non vides B(P,, ,n,) C Mg, ou g, € plp, 0 <1, < 0, =1/n, tel que

B(Pgn+17nn+1> C M9n ﬂB<Pgn7nn>7 n e N.

Pour chaque n, le probléme de la valeur limite

{ 7' = gn(t,7)

x(ty) = x(T)

a au moins une solution, disons x,,. Puisque {x,} est compact, une sous-suite converge

(3.11)

vers © € My, qui satisfait z(ty) = x(7). Comme x € M,ey B(P,, M), il s’ensuite que

r € Myr. la preuve est terminé. O

Remarque 3.1. L’ensemble R..;p(u, T) n'est, en général, ni fermé ni convexe. cependant
la multifonction u — Repir(u, 7) de X dans les sous-ensembles de X a au moins un point
fixe. Pour le multifonction u — Rp(u, 7), ou F' est Hausdorff continue (ou semi-continue

supérieure) avec des valeurs convexes compactes la I’existence d'un point fixe a été prouvée
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par Cellina [7] avec une méthode d’approximation qui n’est pas valide dans nos hypotheses.
Nous remarquons, enfin, que le théoréme 3.3 n’est pas valide, dans ’hypothese (Hj), on
substitue "F' est Hausdorff continue " avec " F' est semi-continue supérieur”.

Soit G : I x B(xg,r) — H(E) satisfait (H). Considérons le probléme de Cauchy

{ z e G(t,x) (3.12)

JT(tQ) = X9

Soit Mg l'ensemble de toutes les solutions de (3.14) sur le intervalle [to, T]. Pour
t € [to,T] définir R (wo,t) = {z(t) : = € Mc}. Depuis G satisfait (Hj), d’apres le
théoréme de Milman, on a ¢oG(x,t) D G(z,t) D extcoG(x,t) ce qui implique Rga(To,t) D
Re(o,t) D Rewtzoc(To, ).

Si, de plus, GG est a valeur convexe, alors par la proposition 2.1 ’ensemble M est

fermé et donc aussi R¢(xo,t). Nous allons montrer que l'inverse la déclaration tient.

Théoréme 3.4. Soit G : I x B(xg,r) — H(E) satisfait (H}). Puis le suivant les déclara-

tions sont équivalentes :
(i) Mq dans C(I, E).

(ii) Ia multifonction G a une valeur convexe presque partout : c’est-a-dire il existe J C I,
avec u(I\J) = 0, tel que sur I'ensemble Z = {(t,x) : t € J, x € Rg(xo,t)} la

multifonction G a une valeur convexe.

Preuve Nous n’avons qu’a prouver que (i) implique (ii). Par le théoréeme de Scorza
Dragoni il existe une suite {I,,} C [to,I[ de paire non vide disjoint ensembles fermés
I, avec I, C I,y1, p(I\I,) — 0 de sorte que la fonction G se limite a I, X B(xg,7)
est continue. Soit J, 'ensemble des points de densité de I,,, et mettez J = U J, On
prétend qu’avec ce choix de J, la multifonction G est convexe valorisé sur Z. Supposons au
contraire qu'il existe 7 € J,, et & € Rg(xo, T) tel que 'ensemble G(7,&) n’est pas convexe.
Soit v € coG(1,&)\G(T,&). Appelez G, la restriction de G a I,, x B(x,r). D’apres le
théoreme de Michael, il existe une sélection continue g, de G, telle que g(7,§) = v.
Puisque d(g,(7,§), Gn(7,£)) > 0 et g, et G, sont continues en (7,§), il existe § > 0
tel que d(g,(t,z),G,(t,x)) > 0 pour t € I,,, x € Rg(zo,t), |t — 7| < 9, ||z —&|| < M.
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Soit g n’importe quel sélection du caratheodory de G tel que g(t,z) = g,(¢,x) pour tout

(t,x) € I, X B(wg,r). Soit M, et Py les ensembles de solutions des problemes

{ t e G(t,x) (3.13)

et

sur Uintervalle [1,T]. Soit z € Py arbitraire. Depuis 7 est un point de densité pour I,
2(1) = g(1,6) = v et d(2(t),G(t,2(t)) > 0 pour t € I, |t — 7| < 9, il s'ensuite que
[T d(2(), G(t, 2(t)) dt > 0.

Puisque G(t,x) D extcoG(t,x), le théoréme 3.2 garantit que, pour tout & positif,
Pensemble Mg N B(P;, ¢) est non vide. Soit z, € MENB(P;, ), n € N*. Comme {z,} est
compact, une sous-suite converge vers z, Clairement z € P et [T d(%(t), G(t, z(t)) dt > 0.
Comme & € Rg(xo,7), il existe x € Mg tel que donc & € G(t,x), x(tg) = x¢ et (1) = &.
Définir w,,(t) = x(t), t € [to, [ et wy,(t) = 2,(t), t € [7,T]. La suite {w, } € M converge
vers w ou w(t) = x(t), t € [to, T[ et w(t) = 2(t), t € [1,T]. Il s’ensuite que

/I d(u(t), G(t, w(t)) dt > / D A0.G0 () dt > 0.

D'ou w ¢ Mg, et Mg n'est pas fermé, une contradiction. O
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Conclusion

A ce travail, nous avons fait la lumicre a la méthode de la cathégorie de Baire et
utiliser pour prouver l'existence de solutions des inclusions différentielles avec différentes
conditions sur la fonction multivoque F'.

Dans la future recherche, on s’intéresse a appliquer cette méthode (cathégorie de Baire)

pour prouvons l'existence de solutions des inclusions différentielles avec impulsives.
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