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Notations générales

Les notations,symboles et abréviations les plus fréquemment utilisés sont répertoriés

ci-dessous
R Ensemble de tous les nombres réels.
R, Ensemble de tous les nombres réels non négatifs.
R" Ensemble de tous les n— tuples = = (2, z2,...,2,) .
EDO L’équation différentielle ordinaire .
QCR” Ouvert.
Msn(R) matrice carré d’ordre n
M Matrice.
Spec(M) L’ensemble des valeurs propres de M.
p(M) Le rayon spectrale p(M) : p(M) = max{| X |, \ € Spec(M)}.
C! La classe des fonctions dérivable et sa dérivée est continue .
Re()\) Partie réelle de A
a(M) Module de stabilité de la matrice M : a(M) = max{Re(\); A € Spec(M)}.
Ro Le nombre (ou taux) de reproduction de base.
DFE Desease Free Equilibrium : Point d’équilibre sans maladie .
EFE Endemic Equilibrim : Point d’équilibre endémique.



Introduction

Les modeles mathématiques jouent un role important de premier plan pour étu-
dier I’épidémiologie et ses conclusions, pour obtenir des informations quantitatives qui
contribuent aux processus de compréhension et de gestion de I’éclosion d’une épidémie
et pour suggérer des stratégies pour la combattre. On pense que la premiere personne a
utiliser la modélisation mathématique pour étudier la propagation des épidémies fut le
mathématicien Daniel Bernoulli lors de son étude de la variole en 1760.

La maladie a coronavirus (COVID-19) est le plus grand défi de santé publique auquel
le monde est confronté ces derniers jours. En raison de ’'absence d'un vaccin ou d’un
traitement efficace contre le coronavirus (précédemment), le seul moyen d’atténuer cette
infection est donc la mise en ceuvre d’interventions non pharmaceutiques telles que reste
la distance sociale, le confinement communautaire, la quarantaine, 1’hospitalisation ou
I’auto-isolement et recherche de contact.

La modélisation mathématique du COVID-19 est un outil important pour explorer la
dynamique de la transmission des maladies et fournir des techniques utiles pour le controle
de la pandémie.

Dans ce mémoire, nous développons un modele mathématique pour limiter la propaga-
tion du virus Corona en Algérie.

Notre travail divise en trois chapitres :

Dans chapitrel : Nous définissons les équations différentielles ordinaires et rappelons
quelques notions et résultats sur : Existence, unicité des solutions et notions de stabilité.

Dans chapitre2 : Nous présentons le modele de COVID-19, et analyse mathématique



Introduction

de ce modele ; nous avons déterminé le nombre de reproduction de base Ry qui exprime le
nombre de cas secondaires qu'un seul individu infectieux produit lorsqu’il est introduit
dans une population particuliere. Ensuite, nous avons étudié et discuté la stabilité du
modele : dans le cas de I’équilibre sans maladie (DFE) est stable lorsque le nombre de
reproduction de base Ry < 1. De plus, lorsque le nombre de reproduction de base Ry > 1,
alors le modele est stable pour I’équilibre endémique(EE).

Dans chapitre3 : L’analyse de sensibilité des parametres du modele du COVID-19
est effectuée et leurs résultats graphiques correspondants sont présentés, les résultats
numériques pour les parametres sensibles sont tracés et leurs effets sont mis en évidence sur
I’élimination de la maladie. Le modele proposé est ensuite reformulé par ajout de variables
de controle dépendant du temps wu;(t) pour la recherche des contacts(la quarantaine ) et
us(t) pour les interventions hospitalieres, et pour fournir les conditions optimales nécessaires

en utilisant la théorie du controle et principe du maximum de Pontryagine(P.M.P).




Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques notions et résultats sur les équations différen-
tielles ordinaires : Existence, unicité des solutions, Notions de stabilité ; des notions que

nous utilisons dans ce mémoire.

1.1 Equations différentielles ordinaires

1.1.1 Définitions

Soit U un ouvert de R x R™ (n € N), I'intervalle I C Ret f: U — R”

Définition 1.1. Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une relation du type :

o' = f(t,x(t)).t € I. (1.1)

dx
ue I'on note : '’ = — et :
E dt

' = f(t,x). (1.2)
Soit x une fonction définie d’une partie de R™ dans R™ :

Définition 1.2. La fonction z est dite solution de 1’équation (1.2) sur 'intervalle I C R,
si elle est définie et continiment dérivable sur I, si (¢t,z(t)) € U pour tout ¢t € I et si

satisfait la relation (1.1) sur /.
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Définition 1.3. Soit (tg,xz9) € U donné. La fonction x est dite solution du probleme a
valeur initiale associé a I’équation (1.2) s’il existe un intervalle I contenant ¢ tel que x soit

solution de I’équation (1.2) sur [ et vérifie :

ill'(to) = 29

Remarque 1.1. Pour (o, x¢) € U donné, un probléme a valeur initiale associée a 1’équa-

tion (1.2) est généralement exprimé sous I’écriture suivante :

on dit aussi probleme de Cauchy

Remarque 1.2. Pour tout (tg,z9) € U, le probleme (1.3) est équivalent a I’équation

intégrale :

t
() = g +ﬂ f(s,z(s))ds
0
Remarque 1.3. L’équation différentielle ordinaire de la forme
Z'(t) = A(t)x(t) + B(t),vt € I. (1.4)

A et B sont des fonctions que 1’on supposera continues

admet des solutions sous la forme (formule de Duhamel) :
t

z(t) = (exp [ A(s)ds) - [z(0) + t:(exp zs —A(p)dp - B(s))ds]. (1.5)

to 0

1.1.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 1.1. (L’existence)
Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R™ une fonction continue. Pour tout (ty,z¢) € U,

le probléme (1.3) admet au moins une solution.
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Définition 1.4. Soient U un ouvert de R x R™ et f : U — R" une fonction continue. On
dit que f est K-lipchitzienne en x si :

Pour tout (¢,21), (t,x2) dans U

[ f(ta1) = f(ta2) [|< K[|y — s ||

,(t € I, K ne de pend pas a t).
p p
f est localement lipchitzienne en g si :

Y(to,z0) € U, il existe un voisinage V' de (t9,z0) dans le quuel f est K-lipchitzienne.

Théoréme 1.2. (L’existence et unicité)
Soit U un ouvert de R x R" . Si f : U — R" une fonction continue et localement

Lipschitzienne en xo, pour tout (to,zo) € U, le probléeme (1.3) admet une solution unique.

(Systéme dynamique a temps continu) On appelle systeme dynamique a temps
continu sur un ensemble U, une famille d’applications {®;;¢ € R, }, paramétrée soit par
I’ensemble R, des réels positifs ou nuls, soit par I’'ensemble R de tous les réels, et vérifiant
les propriétés suivantes :

— chaque application ®; est définie sur une partie U; de U et a valeurs dans U ;

— l'application ®( définie sur U tout entier est 'application identité sur (idy) ;

— Si0 <t <ty,alors , Uy, C U ;

— Soient t et s deux éléments de 'ensemble R, (ou R) qui parametre la famille des

applications considérées. Soit = € Uy ; alors ®4(x) est un élément de Uy si et seulement

si x est un élément de U, et, lorsque c’est le cas, on a

Dy (Ps()) = Pyry(w)

L’ensemble U est appelé "espace de phases" du systeme dynamique.

Systémes autonomes
Soit 2 un sous ensemble de R". Considérons 1’équation différentielle autonome définie
par :

v = f() (L.6)
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On suppose que f: Q C R" — R” est continue et satisfait des conditions telles qu'une
solution du systeéme (1.6) existe en tout point, est unique et dépend de maniere continue
des conditions initiales. Les états stationnaires ou points d’équilibre du systeme (1.6)
sont les points zy € Q) satisfaisant f(zo) = 0. Pour chaque x € € nous notons par fi(z)
la solution du systeéme (1.6) satisfaisant fo(x) = z. Nous supposons que f satisfait des

conditions telles que f;(z) est continue en (¢, x).

Définition 1.5. On appelle trajectoire d’un point = de Q I'application f, : t — f.(t).

1.2 Quelques notions de stabilité

On Considére le systeme autonome suivant :

(o/(2) = f(t.2(0))

Ll‘(to) = 29

(1.7)

Avec f : Ry x R" — R" est continue et localement Lipschitzienne sur U pour assurer

I'existence et 'unicité des solutions

1.2.1 Définitions

Définition 1.6. On dit que z* est un point d’équilibre du systeme (1.7) s’il vérifie :

f(ta") =0, VteR,

Définition 1.7. On dit que x* est un point d’équilibre stable si :
Ve >0, Vio >0, 3Fo(te,e) > 0, tel que :

2o =" [[< =] a(t) —a" |<e

si:x*=0

Ve > 0,30 > 0, tel que :

2o [[< 0= z(t)[[<e
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Le point d’équilibre est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.8. On dit que z* = 0 est un point d’équilibre attractif s’il existe un voisinage
U(0) C R™ | tel que Vzy € U(0) alors
lim z(t) =0

t—o00

un point d’ équilibre globalement attractif si :

Vro € R ,tliglox(t) =0

Définition 1.9. On dit que x* = 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable s’il

est stable et globalement attractif

Définition 1.10. On dit qu'un point d’équilibre x* est localement asymptotiquement

stable si et seulment si : * est stable et si :
36 > O,Vl‘o el

avec

| 2(t) 2o [|< 8 = Jim || 2(t) 20 [|= 0

Définition 1.11. On dit que x* est globalement asymptotiquement stable sur V' C U | si

pour tout xg € V', x vérifier :
Jim | x(t) = o || = 0

Théoréme 1.3. Soit x = 0 un équilibre du systeme x' = f(x) ot est f : D — R" continue
et différentiable et D est un voisinage de 0 .On pose A = a—(:c) |z=0 de valeurs propres
T
1. Si Re(\;) <0, Vi = 1...n alors z = 0 est asymptotiquement stable.

2. Si Re(\;) > 0 pour une valeur propre de A, alors x = 0 est instable.

Remarque 1.4. Une matrice carrée A est dite Hurwitz si Re(\;) < 0,Yi =1...n

ou \; sont les valeurs propres de A.

10
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1.2.2 Meéthode de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov jouent un grand role dans ’étude de la stabilité des systemes

dynamiques.

Définition 1.12. Soit V' : R” — R une fonction continue telle queV (0) =0

1. On dit que V est définie positive si :
V(z) > 0.

Pour tout x # 0.
2. La fonction V est dit définie négative si :—V définie positive.

3. On dit queV est semi-définie positive si :
V(z) > 0.
Pour tout x # 0.

Théoreme 1.4. * Théoréme de stabilité de Lyapunov’
Soit z* = 0 un point d’équilibre de (1.7) et D un ouvert de R™ contenant xy Soit

V . D — R une fonction continument différentiable telle que :
1. V(0) =0 et V(z) >0 dans D — {0}

2. V' <0 Dans D
Alors
xog = 0 est stable

Si de plus on a :

3. V' <0 dans D — {0}
Alors
To = 0

est asymptotiquement stable

Remarque 1.5. La fonction V est appelée fonction de Lyapunov.

11
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Le théoreme précédent affirme que pour montrer qu’un point d’équilibre z* est stable,
il suffit de trouver une fonction de Lyapunov en ce point. Par ailleurs, I'utilisation de
théoréeme 1.4 pour montrer la stabilité asymptotique d’un systeme donné, nous devons
déterminer une fonction V définie positive dont la dérivée V' est définie négative. Dans
le cas général, ceci n’est pas évident. La condition sur la dérivée V' peut étre allégée en

utilisant le" Principe de LaSalle" qui sera énoncé dans la partie suivante.

1.2.3 Le principe d’invariance de LaSalle

Définition 1.13. ( Ensemble invariant) Un sous-ensemble K de R™ est dit positivement
(resp. négativement) invariant relativement a (1.7) si z(¢,K) C K pour tout ¢t > 0 (resp

t <0), K est dit invariant si z(¢,K) = K pour tout t.

Théoréme 1.5. ( Principe d’invariance de LaSalle )[10, 11]
Soit ) un sous-ensemble de R™ ; supposons que €2 est un ouvert positivement invariant

pour (1.7) en xy. Soit V : 2 — R une fonction de classe C* telle que :

1. V! <0 sur Q2

2. Soient E = {x € Q|V'(x) = 0} et L le plus grand ensemble invariant par K et

contenu dans F.

Alors,toute solution bornée issue dans §2 tend vers une limite dans I'ensemble L lorsque

le temps tend vers I'infini.

Corollaire 1.1. Sous les hypothéses du théoreme précédent, si I’ensemble L est réduit au
point xg € U, alors xy est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour

le systéme (1.7) défini sur U.

1.2.4 Quelques matrices particulieres

Définition 1.14. (Module de stabilité, rayon spectrale)
Soit A une matrice carrée, si on désigne par Spec(A) l'ensemble des valeurs propres

de A. On appelle Module de stabilité de la matrice A, le nombre défini par : a(A) =
max{Re(A\); A € Spec(A)}

12
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La matrice A est dite stable si «(A) < 0. On appelle rayon spectrale le nombre réel
p(A) défini par p(A) = maz{| X |, A € Spec(A)}
On dit qu'une matrice A est stable si ses valeurs propres ont des parties réelles

strictement négatives. On dit aussi que la matrice est "Hurwitz’.

Les matrices de Metzler

Définition 1.15. :
Soit A = (a;;) € Myxn(R) une matrice carrée.
On appelle matrice de Metzler, toute matrice A = (a;;) € Myx,(R) dont tous les

coefficients extra-diagonaux sont positifs. C’est-a-dire a;; > 0 pour tout les i et j avec

i .

Définition 1.16. (décomposition réguliere )
Soit une matrice de Metzler A. On appelle décomposition réguliere A toute décomposition

de Adelaforme A=F +V ouF >0 etV est une matrice de Metzler-Hurwitz .

Théoréme 1.6. (Perron-Frobenius)[13]

Si A est une matrice non négatif alors p(A) est une valeur propre de A

Théoréme 1.7. (Varga,1962 )[13] Soit une matrice de Metzler A inversible. Pour toute
décomposition réguliere de A de la forme A = F + V', les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

— A est une matrice de Metzler stable; i.e a(A) < 0.

- p(-FVhH <1

13



Chapitre

Analyse mathématique de modele COVID-19

Dans ce chapitre nous présentons le modele mathématique de COVID-19 proposé selon

les cas rapportés en Algérie, et étudions ’analyse mathématique de ce modele.

2.1 Introduction

La COVID-19 est une maladie qui fait partie de la famille coronavirus (nouveau co-
ronavirus), le SARS-CoV-2, il est devenu le plus grand défi que l'histoire ait jamais
Vu.

L’Organisation Mondiale de Santé (OMS) a appris 'existence de ce nouveau virus
la fin de 2019 lorsqu’un foyer épidémique de cas de « pneumonie virale » a été notifié a
Wuhan, en République populaire de Chine, il s’est propagé au reste du monde en quelques
mois et a été déclaré pandémie par I’Organisation de Nations Unies (ONU). Il a paralysé
la vie a travers le monde[14].

La cause principale du virus reste a découvrir, mais on présume qu’il est apparu dans

I'un des plus grands marchés aux animaux de la ville chinoise de Wuhan.

Selon les statistiques de I’OMS, le virus a affecté environ 100 millions de personnes a
travers le monde et plus de 3 millions personnes sont mortes jusqu’a présent[14], le taux
de récupération est supérieur au taux de mortalité. Cependant, le ratio varie d’un pays a

I’autre et d'une région a 'autre.

14



2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE MODELE COVID-19

Les symptomes de COVID-19

Les symptomes les plus courants sont les suivants :

Fievre, Toux seche, Fatigue, Maux de téte, Diarrhée, Essouflement, Perte d’appétit,
Douleurs ou sensation d’oppression persistantes dans la poitrine, Température élevée ....

La propagation : selon les informations disponibles, sont des gouttelettes produites par
une personne infectée lors de la toux et éternuements et contacts physiques,.. etc.

Le délai entre I'exposition a la COVID-19 et le moment ou les symptomes commencent
a se manifester est, en moyenne, de 5-6 jours et peut aller de 1 a 14 jours.C’est pourquoi il
est conseillé aux personnes qui ont été exposées au virus de rester chez elles, a ’écart des
autres, pendant 14 jours, afin d’éviter la propagation du virus, en particulier lorsqu’il est

difficile de se faire tester.

Comme d’autres pays du monde, la pandémie de COVID-19 constitue une menace
énorme pour les deux santé humaine et économie en Algérie.

Le premier cas du COVID-19 a été signalé le 17 février 2020 dans la wilaya Blida ;
Plus tard, en quelques semaines seulement, 'infection s’est propagée dans la plupart des
districts, Blida a été la région la plus touchée en Algérie.

En raison de la croissance rapide des personnes infectées a travers le pays, le gouverne-

ment d’Algérie a décidé de mettre la nation entiere sous stricte verrouillage.

Les modeles mathématiques sont tres utiles pour nous aider a comprendre la dynamique
de transmission et la lutte contre les maladies transmissibles émergentes et réémergentes.
Un des principaux défi auquel 'humanité est confrontée de nos jours est de prédire la
gravité et de suggérer des stratégies d’intervention en santé publique pour réduire la
pandémie de COVID-19. Récemment, un certain nombre de modeles mathématiques ont
été proposés pour explorer les modeles de transmission de la pandémie de COVID-19.
Dans[9], les auteurs ont formulé un modele déterministe pour explorer I'impact de diverses
interventions publiques sur la dynamique et l'atténuation du COVID-19 en Ontario,
Canada. Dans [5], un modele mathématique basé sur des équations différentielles non
linéaires est présenté pour étudier la dynamique de l'infection au COVID-19 dans les pays

fortement touchés qui sont la Chine, I'Italie et la France.Un modele COVID-19 d’ordre

15



2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE MODELE COVID-19

fractionné avec I’Atangana-L’opérateur Bleanu-Caputo est proposé par Khan et Atangana
[12] et a implémenté le modele pour analyser l'infection & Wuhan.Le r6le du verrouillage
en 'absence de vaccins et traitements pour atténuer la pandémie de COVID-19 est analysé
en [1]. L’auteur a utilisé les nouveaux opérateurs fractionnaires-fractals pour formuler les
propositions de modele mathématique [1].Dans [2], un modele de transmission est formulé
pour prédire le cumul au Cas de COVID-19 en Italie, au Royaume-Uni et aux Etats-Unis.
Les dynamiques de transmission du COVID-19 au Mexique sont étudiés a 1'aide de modéeles
mathématiques et informatiques dans [17]. L’influence des contrdles non pharmaceutiques,
y compris la quarantaine, I’hospitalisation ou ’auto-isolement, la recherche des contacts
et 'utilisation d’un masque facial sur la dynamique de la pandémie de COVID-19 en la

population de I'état de New York et ensemble des Etats-Unis est étudié en détail dans [3].

2.2 Présentation du modele de COVID-19

Dans cette section,nous introduisons un modele de transmission SAIR pour étudier le
comportement dynamique de 1’épidémie de pandémie COVID-19 par rapport a différents
valeurs des parametres, Pour décrire la progression de la dynamique de transmission du
COVID-19 dans la population.

nous divisons la population N (t) en cing sous-classes & savoir :
1. S(t) : les personnes Susceptibles ,
2. A(t) : les personnes asymptomatiques,

3. Tu(t) : les personnes infectée non détectée - les personnes dont nous ne savons pas

qu’elles sont infectées ,

4. Ir(t) : les personnes infectées détectées - les personnes dont on sait qu’elles sont

infectées,

5. R(t) : les personnes récupérées .
tel que :
N(t) = S(t) + A(t) + Tu(t) + Ir(t) + R(t)

Nous donnons la dynamique du virus dans différents compartiments. Ainsi, le modele
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Ji

A f ) By + wvaly)

.

FI1GURE 2.1 — schéma des différentes étapes de transmission du virus corona dans différents

compartiments

mathématique est représenté par les équations différentielles suivantes :

{dS B(viTu+wvalr)
Pds _ A flalwbwnlng g

v lutva Ir
A _ flalutelng (g4 1) A

v — 5(1— p)A — (u+ dy + vr)u 1)

G =opA—(n+dy+p)Ir

- —N

% = 7]r1r+71u[u_uR

k% =dolr + di1u

De plus, les conditions initiales suivantes sont prises en considération :

(2.2)

Dans ce modele, nous constatons un afflux net de personnes sensibles dans la région
a un taux d’a unité de temps. Cependant, les personnes sensibles diminuent apres
Iinfection, en raison de l'interaction entre des personnes sensibles et des personnes
infectées non détectées (Iu) ou des personnes infectées détectées(Ir). Une personne

sensible nouvellement infectée du compartiment S devient asymptomatique (A) avec
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B(vilu+ valr)

N
fois cela fait, les personnes asymptomatiques progressent a travers les maladies

, ou v et vy sont les taux de la transmission. Une

taux de contact

infectieuses détectées et non détectées. Des compartiments infectieux avec un moyen
o, ou une faction p(0 < p < 1) des personnes asymptomatiques se déplacent vers un
compartiment infectieux détectés (Ir), tandis qu'une fraction (1 — p) des personnes
asymptomatiques se déplacent vers le compartiment infectieux non détectés (Iu).
Les parametres d; et dy sont le taux de mortalité causée par la maladie pour le
compartiment ([u) et (Ir) respectivement. A Noter que la présence du virus a causé
la mort d; en compartiment (Iu) Et parce qu’en Algérie, tous les morts sont testés
COVID-19. Ainsi, méme l'infecté non détecté peut savoir qu’il est mort du virus.Enfin

i est la mort naturelle dans tous les compartiments.

Enfin, les personnes infectieuses non détectées ( Iu) et détectées ( Ir) progressent
vers le compartiment de récupération (R) a des taux vy, et v, respectivement.On
remarque a nouveau que la progression de la maladie d’une personne infectieuse non
détectée au compartiment de récupération est due a une personne qui développe
une auto-immunité pour le virus. La derniere équation du modele (2.1) indique le

nombre total de déces dus au COVID-19. Pour simplifier,nous notons :

_ BviIutwvalr)
) = Blalutvalr)

k1= (0 +p)
k‘g = (H+d1+’7]u)

Donc on va écrire le modele (2.1) comme :

(
:%:/\S—lﬁA
i — 5(1 = p)A — ks Iu (2:3)

% =opA — kslr

% =y dlr + v du — pR

18
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2.2.1 Résultats de ’ajustement du modele

Nous étudions le modele proposé qui correspond aux cas signalés d’infection par
la COVID-19 en Algérie. Les cas rapportés sont présentés dans la Figure 2.2. Le
modele est résolu a I'aide du paquet ode45 (technique RK4) qui est un solveur pour
le probleme de valeur initial dans MATLAB. Ensuite, nous avons implémenté le
paquet lsqcurvefit pour adapter le modele aux données réelles et pour estimer les
parametres. La figure 2.2 illustre la meilleure adéquation aux données déclarées au
moyen de notre modele. Peut voir que la simulation du modele est en bon accord avec
les données réelles. Les parametres estimés et ajustés sont donnés dans le tableau

2.2.1.

700 -
o a données incidence
= maodéle infection
E’ 600 - 4
=X
o o
o 500
y o
o
g 400 - a
O a
3
5 300 a
© a
5] a
£ 200t o
w
it}
s a
C
S 100 o
o cop
Ur"“oooaaa?ces 1 1 1 I
0 5 10 15 20 25 30
jours

FIGURE 2.2 — Données correspondant aux cas déclarés a 1'aide du module(2.3)

Parametre dans le modele mathématique, et ils sont listés dans le tableau ci-dessous

19



2. ANALYSE MATHEMATIQUE DE MODELE COVID-19

parametres description valeur
A Taux de natalité 1534
I6; Taux de force de transmission de A a S 0.6962
U1 Taux de transmission de personnes non détectées 0.1003
Vg Taux de transmission de personnes détectées 0,7727
o Taux d’incubation 0.8847
P La proportion d’infection asymptomatique 0.9000
Viu Taux de récupération des personnes infectieuses non détectées 0.9000
Yir Taux de récupération des personnes infectieuses détectées 0.1001
dq Taux de mortalité par infection dans la classe Iu 0.9000
ds Taux de mortalité par infection dans la classe Ir 0.1000
i Taux de mortalité naturelle 1/(77.5*365)

TABLE 2.1 — valeurs numériques et description pour les parametres estimés et ajustés

2.3

2.3.1

Analyse mathématique de modéle

L’existence et 'unicité

Ecrivant le modele(2.1)sous forme matricielle,on trouve :

as

dt
dA

dt

dlu
dt

dlr
dt
dR

dt

0 0 0 0
0 —(o+p) 0 0 0
=10 o(l—p) —(p+di+ym) 0 0
0 op 0 —(p+da+v,) O
0 0 Viu Vir —
A 5(v111j\[+v21r)5
,B(UII?UQIT)S
+ 0
0
0

N

Tu
Ir
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5(0) So S(t)
A(0) Ay A(t)
avec : | Tu(0) = | Tug fixés , On pose X (t) = | Tu(t)
Ir(0) I Ir(t)
R(0) Ry R(t)

[ X'(t) =EX(t)+G(X(t)) 2.4
i X(to) = Xo |
avec
1 0 0 0 0
0 —(o+p) 0 0 0
E=0 o(l-—p) —(p+di+7m) 0 0
0 op 0 —(p+do+7) O
0 0 Yiu Yir —H
A B(vlhj\—[&-vzlr)s
,3(1,111;\[%2”) g
et G(X(1) = 0
0
0

Soit la fonction H (t,X) ,t.q :

H:IxR,>—=R,°

(t,X)— H(t,X)=EX(t)+ G(X(t))

pour montrer l’existence et 1'unicité du probleme de Cauchy (2.4), on utlise le théo-
reme 1.2, on a H est continué, on va montrer d’abord H est localement Lipschitzienne

par rapport a X c’est a dire :
VX1 (1), Xa(t) e R, | H(EX,) — HEtXo) [|[< K || Xy — Xa || VE >0

I H(t,X1) — H(t,X5) || =[] EX1(t) + G(Xa(t)) — EX5(t) — G(Xa(1)) |
<[ EX(E) = Xo() [| + [| GIXL (1) = G(Xa(2) ]
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d’apres les calcule :
| H(t,X1) — H(t,.Xo) || <|| £ ]| X1(t) — Xa(t) || +M || (X1(2)) — (X2(2)) ||
< maz(|| £ |, M) || X1(t) — Xo(¢) |

< My || Xi(t) — Xa(1) |
avec My = maz(|| E ||, M) <oco, M >0, Vt>0
AlorsH (t,X) est localement lipschitzienne par rapport a X

donc le modele (2.1) admet une unique solution

2.3.2 Positivité et la bornitude :

Pour montrer que le modele (2.1) a un significatif sur le plan épidémiologique,il
faut montrer que tout ses variables sont toujours non négatives,pour les données

initiales sont non négatives pendant le temps ¢t > 0

Lemme 2.1. Pour tout t > 0 et les données initiales X(0) > 0, ou X(t) =
(S(t), A(t), Tu(t), Ir(t), R(t)), la solution du modeles (2.1) est non négatifs s’ils
existent.

Par ailleurs

lim sup N (t) <

=D

Prouve. On va montrer que : P(t) > 0,V¢t > 0
On a

pour la premiere équation du modele (2.3) :

dS

— =A- —uS. 2.5

= AS — psS (2.5)
alors :

dS

d’apres la Remarque 1.3 :

S(0) = (e [ O+ w)()ds) - 1SO) + [ (exp [[O+ mp)dp- A)dsl. (2.7
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() = S(0) exp(—pt— [ "A(s) ds)+exp(—p / 5)ds)- / Aexp i+ /

t
donc S(t) > 0 ,Vt > 0,( car S(0) > 0 et exp(—put — [) A(s)ds) > 0)

Pour la deuxiéme équation de systéme (2.3)

dA
— =AS— kA
7 AS — ky

At) = exp/ —ky1(s)ds) —|—/ (AS)(s)(exp AS ki(p)dpds)] > 0.

(comme A(0) > 0 et (exp A " ka(s)ds > 0)

donc A(t) >0 vVt >0

Pour la troisieme équation de (2.3) :

dlu

o o(l1—p)A—kylu

prend : B=o0(1—p)A
dlu

dt

donc
= (exp [ —ka(s)ds) - [1u(0) + [ (B)(s)(exp [ ka(p)dpds)] > 0

t
( comme Tu(0) > 0 et (eXpA —ks(s)ds > 0)
donc Tu(t) >0Vt >0

Pour la quatrieme équation de (2.3) :

dIr
E = UpA— kg[?".

donc

Ir(t) = (exp /0 " ky(s)ds) - [Ir(0) + A "o pA)(s)(exp A " ks(p)dpds))] > 0

dp,ds
2.8)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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t

( comme Ir(0) >0 et (exp/ —ks(s)ds > 0)
0

donc Ir(t) >0 ,Vt >0

Pour la cinquiéme équation de systeme (2.3)

dR

= =~ Ir + v du — pR (2.16)

t t
= (exp/ —u(s) ds) - [R(0) +A (verIr + yrulu)(s exp/ p)dpds)] > 0
0

(2.17)
( comme R(0) >0 et ( exp/ s)ds > 0)
donc R(t) >0 Vt >0
Donc P(t) > 0Vt >0
La deuxiéme partie de lemme 2.1 : On montre que :
. A
Jim sup N(£) < "
On a
N(t) = S(t) + A(t) + Tu(t) + Ir(t) + R(t)
alors
N'(t) = S'(t) + A'(t) + Iu'(t) + Ir'(t) + R'(¢) (2.18)
tel que :
dN ds dA dlu dlr dR
/ _ Y iy V4 [ — [ ! -
N(1) = 80 = A = () = S = SR = S
. 1 I 1 I
N(t)=A-— Blor u]\—;— 2 T)S—,uS—i- flos u]\j— 2 T)S— (c+uwA+o(l—pA

— (p+dy + ) lu+ opA — (uw+do + v ) I + i I + Yrudu — pR
=A—pS—pA—plu—plr — pR — dyIu — dolr
=A—pu(S+A+Iu+Ir+ R)— (dilu+ doIr)

=A— uN — (dyIu + doIr).
alors
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AN
YN AN
aw ~-H
N'() + uN < A. (2.19)

On multiplie les deux membres de (2.18) par : exp(ut)

et par l'intégration :

At(N/(t) + uN)(s) exp(ps)ds < At Aexp psds

. d’ou

Nt exp(ut) < 2 exp(ut) — ﬁ +N(O)

On multiplie par : exp(—ut)

alors
A A
N(t) < ﬁ + (N(0) — ﬁ) exp(—put). (2.20)
par passage a la limite :
A
lim N(t) < —
t—00 o]

donc ,la bornitude

D’autre part

2.3.3 Région invariante

Le domaine biologique qui sera étudier la dynamique de modele mathématique
COVID-19 (2.3) est : I'ensemble 2 C R, °
tel que :

2 ={(S(t), A(t), Tu(t), Ir(t), R(t)) € Ry : N(t) < —}

=D

Lemme 2.2. La région définie dans I'ensemble fermé 2 C R,°, est positivement

invariante pour le modéle (2.3) avec conditions initiales non négatives dans R °
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N A
Prouve. On a N <0,si N(0) > —
dt 1

dN
.(car s < A—puN daprés (2.19) )

Et on a d’aprés I'inégalité (2.20) de la preuve précidente :

N(t) < N(0) exp(—pt) - fexp<—ut> n f

Si

On multiplie par exp(ut)

A A
N(0)exp(—put) — —exp(—put) + — < —.
pwop
par la translation
A
N(t) < —.
1
.- A A . L
En particulier N(t) < —, si N(0) < —. par conséquent : (2 est positivement
p 7

invariant.

2.4 Etude la stabilité

2.4.1 Le taux de reproduction de base R,

Le nombre (ou taux) de reproduction de base est un concept fondamental en
épidémiologie. Il est une quantité, notée Ry, qui représente le nombre d’infections
secondaires résultant d’un seul infection dans une population autrement sensible. Suite
au développement de la modélisation mathématique des approches en épidémiologie
au siecle dernier, R est devenu un concept clé pour prévenir I’apparition de épidémies,
Si Rg < 1, alors un individu infecté produit moins d’un nouveau individu au cours

de sa période infectieuse, et I'infection ne peut pas se développer. Inversement, si
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Ro > 1, chaque individu infecté produit plus d’'une nouvelle infection et la maladie
peut envahir la population.

Une définition mathématique correcte de Ry a été présentée par O. Dikemann,
J.A.P. Heersterbeek et J.A.J. Metz en 1990, liée a la valeur propre dominante du
soi-disant "opérateur de nouvelle génération" . Dans cette définition, les auteurs se
concentrent sur un état d’équilibre spécifique du systeme dynamique épidémiologique,
communément appelé 1’équilibre sans maladie (DFE), correspondant a la situation ot
la population est a un équilibre caractérisé par une population sensible constante en
I’absence de I'agent infectieux. La valeur Ry, c’est-a-dire la valeur propre dominante
de 'opérateur de prochaine génération, vise a assurer la stabilité (Ry < 1) sinon
I'instabilité (Ry > 1) du DFE. Une définition plus mathématiquement réalisable
pour le Ry, quand traitant de systemes dynamiques, c¢’est donc : "Le nombre de
nouvelles infections produites par un individu infectieux typique dans une population

a un DFE".

2.4.2 Calcul de Ry :

(Méthode de la prochaine génération)

Dans cette partie, nous présentons une méthode efficace pour le calcul de Ry.
Cette méthode, proposée par P. Van Den Driessche et J. Watmough dans, vise a
rendre explicite la détermination de la valeur propre dominante de "'opérateur de la
prochaine génération" lorsque concernant le cas spécifique des modeles épidémiques
des EDO. Par conséquent a la dimension, elle est appelée méthode «matrice de
nouvelle générationy, et elle est trés utile & mettre en pratique[l5]. Les auteurs
proposent, d’écrire le systeme épidémique des E DO en séparant les variables d’état
et les flux liés au processus infectieux des autres, Nous définissons les X comme
I’ensemble de toutes les maladies Etats libres.Cest-a-dire X = {x >0 | 2; = 0,i =

1...,n} La dynamique est alors écrite comme le systéme compartimenté suivant :
zi(t) = fi(z(t)) = Fi(x) = Vi(x), i = 1..n.

avec V; =V, — V.
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Ou F, V" et V; sont les fonctions non négatives définies comme suit :

E:

Le taux d’apparition de nouvelles infections dans le compartiment ¢

V;'=Le taux de transfert d’individus dans le compartiment i ,

V, =Le taux de transfert d’individus hors du compartiment <.

et les fonctions satisfont aux hypotheses (H1) - (H5) suivant :

(a)

(b)

()

(H1) si @ > 0,alors F;,V; ,V;" > 0,i = 1...n; car chaque fonction représente un
transfert dirigé d’individus, ils sont tous non négatifs.

(H2) si x; =0, alors V;” = 0;Si un compartiment est vide, alors il n’y a pas de
transfert d’individus hors du compartiment par la mort,par I'infection ou soit

par tout autre moyen.

(H3) F; = 0 si ¢ > m Cela signifie par définition qu’il ne peut rentrer des
infectés dans les compartiments non infectés.

(H4) si z € X alors Fi(x) = 0 etV;" = 0 pour i = 1....,n Si la population
est exempte de la maladie, elles resteront exemptes de maladies, il n’y a pas
d’immigration pour 'infection.

(H5) Si F(z) est mis a zéro, alors toutes les valeurs propres de D f(z() ont des

parties réelles négatives.

(x¢ est le DFE jet D f(zo) la matrice Jacobian )

Lemme 2.3. Si 2y est un DFE de (2.1) et f;(x) satisfait (H1) - (H5), alors les

dérivées F(xg) et V(xg) sont partitionnés comme :

ou

F etV sont les m x m matrices définies par :
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F=

OF; oV; o
{893]- &) } , et V= {ax](iﬂo)} savecl <15 <n
de plus, F' est non négatif, V est une matrice Matzler non singuliére

et toutes les valeurs propres de J4 ont une partie réelle positive.

Définition 2.1. Le nombre de reproduction de base lié¢ au DFE d’un systéme dyna-

mique ,noté Ry et définie par :

Ro=p(FV™)
tel que :
FV~1 :la Matrice de Nouvelle Génération pour le modeéle.
p(FV~1) : le Rayon Spectral de la matrice FV ™ avec p(FV™!) = max{| A | ;X :
les valeurs propres deF'V 1}

2.4.3 Application sur la modele de COVID-19

Calcul Ry de modele (2.3) de COVID-19 :
Rappelons que le systeme de COVID-19 est donné par :

{
1 dS B(vi Tu+valr)
Vot = A— %S — HS

vilutvalr
:%:'B(ITMS—(U—F/J,)A
=0l —pA—(n+d+y)lu

A — opA — (4 dy + ) I

k% = 7]rlr+71ulu_:uR

Les matrices associées pour les calculs de Ry sont données par :

A - falutnll g uS
Blulutnlr) g (0 +m)A
S = 0 V= |(-o(l=p)A+ (u+di+ym)lu
0 —opA+ (n+dy+ i) Ir
0 Yirdr 4+ Yy lu — pR
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Alors la linéarisation du systeme de COVID-19 a DFE est donnée par :

0 51)1 ﬂvg k‘l 0 0
F=10 0 0 V=1 —o(l=p) ko 0
0 0 0 —op 0 ks

d’apres les calcule :

koks 0 0
V-l = 1/]€1k2k'3 O'(l — p)k’g klkg 0 )
Uka 0 /{?1/{?2
donc
Puio(1 — p) N Luaap 0 By
kiko kiks ks
FV— = 0 0 0

0 0 O

en utilisant la définition Ry = p(FV 1) Donc
le nombre de reproduction de base Ry de modele COVID-19 est :

Ro = Ro1 + Roz
avec
a(l—p) op
t —
= vy —— kerks € Ro2 = Bra—r Ferkes
alors
o(1—p) op
= fuy——> ks + Bv 2k1k3

Remarque 2.1. Sur la base des valeurs de parametres répertoriées dans le tableau
2.2.1, le nombre de reproduction de base pour la dynamique du virus corona donnée
dans le systeme (2.1) est calculée comme Ry =~ 2.4241 Ainsi le modele mathématique

utilisé dans ce travail donne un nombre de reproduction Ry ~ 2.4241 > 1 ,
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2.5 Stabilité de 1’équilibre sans maladie(DFE)

2.5.1 Calcul I’équilibre sans maladie(DFE)

( (
1S'(t) =0 ;A—ﬁ(M“”m)S—uS:o
At =0 B(MUNT velr) g pa—g

Iv'(t) =0 = 90(1l —p)A —kylu =0
7' (t) =0 i opA —kslr =0

R(t)=0 eI+ ypdu— pR =0

\

d’apres les calcules on obtint :
( A
i 5= (v1o(1 — p)ksIr)
B(

kaO'
P A= E[T
o
1[u = (?7(1—/))1@)” (2.21)

N kng’
| = (1, (P2

5(<U10'(1 — p)kg
I kopo B /ﬁks) —0
( N op

d’apres la derniere équation de(2.21)

+volr) + 1

Ira=0 (2.22)

(vio(1 — p)ks)
kopo B k1ks
N op

B( + v2)S

tel que a =
Silr=0
On remplacer Ir = 0 dans les autre équations de (2.21) on obtient
S:é, A=0, Iu=0, Ir=0, R=0.

i
donc I'équilibre sans maladie(DFE) de modele (2.3)est :

A
Zy = (£,0,0,0,0).
7
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2.5.2 Analyse de la stabilité locale du DFE

Théoréme 2.1. Le DFE du systéme (2.3) au d’un point d’équilibre Zy, est locale-

ment asymptotiquement stable si et seulement si Ry < 1, sinon instable.

Prouve. On définit la matrice Jacobienne J |z, en DFE Z; comme :
Pour prouver le résultat,il faut montrer que les valeurs propres de la matrice carrée

J|Zy ont des parties réelles négatives

M 0
J |Z0_
Js  Jy
tel que
—ky poy - Pug
J3=—F M=F-V=| —g(1-—p) —ka 0 ;
—op 0 —ks
—kq 0 0
Jy=-V=1| —o(l—=p) —ka O

—op 0 —ks

On définit a(M) = max{Re(\); A :les valeurs propres deM}

comme F non négatif et V non-singuliere , alors FV ™! est non négatif, utilise
théoréme de Perron-Frobenius alors p(F'V ') est une valeur propre de la matrice
Fv—1,

Et on a les valeurs propres de Jy = {—ky, — ko, — k3}, alors a(Jy) = max{—ky, —
ko, —ks} < 0, et on a f = F —V et d’apres théoreme de Varga : o(F — V)(i,e :
a(M) < 0) <= Ry < 1 Donc, si Ry < 1, alors a(J |z,) < 0, le point DFE Z; du

systéme (2.1) est localement asymptotiquement stable.

2.5.3 Stabilité globale

Théoréme 2.2. Pour Ry < 1, le DFE Zy du systéme (2.1), est globalement asymp-

totiquement stable sur {2 et instable pour Ry > 1.

Prouve. Pour montrer la stabilité globale de 1’équilibre sans maladie, nous construi-

sons la fonction de Lyapunov suivante :
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L(t) = BlA -+ BQ[U + Bg[T’.

tel que B;, pour ¢ = 1,2 et 3 sont des constantes positives a choisir plus tard.

On va calculer la dérivée de la fonction L :

dL dA dl dl
R — Bli +327u +Bgi

dt dt dt dt
Cfé - Bl[m“l]“; 0 dT) G A+ Bulo(1 — p)A — kalu] + BsfopA — kslr]
dL
s < B[B(viIu+ volr) — ky Al + Bolo(1 — p)A — kaolu] + BslopA — kslr]

carS < N.

dL 1—p)By+opB
AL g 2Bt 0PBs s g By Bol Tt [ByBus—ks Ba) 7. (2.23)
dt Biky
On choisit :
Bl == 1,BQ - &,Bg = @
ko ks
On remplacer By,Bs et Bs dans(2.21),0on obtient :
dL
— < k(Ro—1A
g < kRo—1)
alors :si Ryp < 1,— <0, sur {2 ,et le plus grand invariant compact dans {2 est le

dt

singleton Z; donc d’apreés "l'invariant principale de LaSalle" : Z;, est globalement

asymptotiquement stable dans (2.

2.6 Existence et stabilité de I’équilibre endémique(EE)

Lemme 2.4. Un équilibre endémique positif (EE) unique existe lorsque Ry > 1.

Prouve. L’(EE) de (2.1) a Z* = (S*,A*, [u*,Ir*,R*) est obtenue en positionnant le
cOté droit du systeme (2.1) égal a zéro, on obtient : d’apres la derniére équation de
(2.21) et d’aprés (2.22 ) :

Sia=0 alors :
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B( +02) 5"
( kapo — klk?’) = 0 D’apres les calcule on obtient :
N+ op
N*
S* =
Ro

d’autre part ona :N =S+ A+ Iu+Ir+ R
donc, nous concluons qu'une (EE) unique existe chaque fois que Ry > 1.

S*
Ro

(

A — N*(RO — 1)/{32]{33
: Ro(koks 4 k3o (1 — p)(vru + 1) + opka(yrr41)

| 1-— p)N*(RO - ].)k?g
dIur = o 9.24
Ro(koks + k3o (1 — p)(yru + 1) 4+ opka(Vr41) (2.24)

% O'pN*(RO - ].)k’g
Irt =
1 Ro(k)gk)g + lf30'(1 — p)(’}/[u -+ 1) + O'pk?g(’}/h«_,_l)

e V' (Ro— 1) (kso (1= p)yr+ opko)
( Ro(kaks + k3o (1 — p)(viu + 1) + 0 pka(Vrrs1)

donc de (2.24) nous concluons quune (EE) unique existe chaque fois que Ry > 1.

2.6.1 Stabilité locale

Théoréme 2.3. Pour Ry > 1 ,le point d’équilibre endémique Z* = (S*,A* [u*,Ir* R*)de
modele COVID-19 (2.1) est localement asymptotiquement stable .

Prouve. La matrice jacobienne J |z« du systeme (2.1) a I'(EE) Z* est obtenue par :
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CBQIN S BQST BSTmNT Q) BS (N —Q)
N*2 H N*2 N*2 N*?
RN -5 QS BS"(uN"-Q)  BS(NT - Q)
N*2 N*2 1 N*2 N*2
J|ge=
0 a(l—p) —ks 0
0 op 0 —lifg

avec ) = (vilu + voIr).

le polynéme caractéristique associe par J |z« est :

)\4 + Cll)\g + CLQ)\2 + (Zg)\ + a4 = 0. (225)

tel que :
ay = {ky + ko + ks + p + 52}

az = {£5 (0 N*=Q)o(1—p)+(v2N* = Q) p) +p( 525 + ko + ko +s) +ha (PX" +
ko + k) + k382 + K, 891,

a5 = {85001 = p)(@ = N (ks + ) + 7p(@Q — taN*) (ks + p)kakohs + 225 +
(P25 ) (BLS + ky) (ko + s) + heaks) .

ag = {— (B2 (1 N*=Q)o (1= p)ka+ (vaN* — Q)0 pkz) — 225 koks ) + k1 ko ks (5% (N*—
S%) + )}

alors,on utilise les conditions de Routh-Hurwitz , les valeurs propres du polynéme
caractéristique (2.25) seront négatives si :

a; > 0,i= 1,234 et ajazaz > alay + a.

donc I’équilibre endémique du modele (2.1) est localement asymptotiquement stable

si Rop > 1.
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2.6.2 Analyse de la bifurcation en arriere

Pour discuter l'existence d'une bifurcation vers 'arriere du systeme (2.1) on utilise
la théorie de la variété centrale[4] :
Si on prend [ comme parametre de bifurcation,

pour Ry = 1, on obtient :

B == k1koks .
v10(1 — p)ks + vaopks
on prend :
S = x1,A = m9,]u = z3,Ir = x4 et notée x = (v1,72,73,24)7 ,alors en peut écrit le
d
modele (2.1) sous la forme :d—f = f,tel que f = (f1,f2,f3,f1)T ,donc on obtient :
d;;l A Bvixs 4 voxg) Ty ~
Vdry (U123 + voxd)xy
T — k1zo
) ddt N (2.26)
s _ o(1—p)xy — kox
.y pP)T2 243
des _ — ksx
Car 0px2 324
avec N = x1 + o9 + x3 + 24.
La matrice jacobienne associe de (2.26) a Zj est :
0 klkgkgvl ]{31]{?2]{731)2
. v10(1 — p)ks + vaopks vio(1 — p)ks + voo pks
0 ) k1 kokgvy k1 koksvo
J = ! v10(1 — p)ks + vaopks v10(1 — p)ks + vao pks
0 o(l—p) —ks 0
0 gp 0 —kg

notée les valeurs propres droit et gauche par :

w = (wy,wy,w3,wy) et z = (21,29,23,24) respectivement :
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—pwy — Pryws — Pugwd =0

—k1w2 -+ Bvlwg + ﬁUQ’LUz; =0

—_— N ——————

(1 — p)wy — kows =0

opwy — k3w4 =0

———————

alors :
_ —Puws o pky
o= e )
k2w3
Wy = ————
Yo(l-p) .
O praWs
bwy = —
ws > 0 et wy o(1 = p)ks

—puzy =0

—kizo+0(1 —p)zs+0opzs =0

— N —————

—Buiz1 + Puize — kozs =0

i—50221 + Bvgzg — k3zy =0

alors
V129 Vo229
21 = 0,29 > 0,23 = 5 24 = g .
ko ks
Calcul a :

on utilise les dérivés partiels suivants :

02f2 _ — B 82]”2 _ —2pv1p a2f2 _ —5(?}1 +U2),u
837281’3 A ’821}3 A 781‘381’4 A
donc
a= —5U1M(Z1w2w3vl + 22w3v1 + 2owswy(va + v1)).

A

calcule b :
utilise les dérivés partiels suivants :

0 f2
03003

:Ul>0.

donc on obtient :

b= vizowsz > 0.
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Etant donné que tous les termes des expressions de b sont positifs ,donc b > 0,par

conséquent ,la présence de la bifurcation a g = * dépend uniquement du signe de a.
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Chapitre

Etude le probleme du Controle optimal

Dans ce chapitre, Nous introduisons la simulation numérique des parametres et
I’analyse de sensibilité de Ry, et on va étudie le probléeme du controle du modele

COVID-19.

3.1 Simulation numérique et discussion

Cette section est consacrée a la réalisation des résultats de simulation de la
transmission COVID-19-modele (2.1). Le modele est résolu numériquement dans
Matlab. Les valeurs estimées des parametres données dans le tableau2.2.1 sont utilisés
dans le processus de simulation afin d’étudier I'impact de diverses interventions non

pharmaceutiques contre la propagation du COVID-19 en Algérie.

Figure 3.1; pour : § = 0.7149 le nombre d’individus infectés augmente tandis que
pour 8 = 0.1 le nombre d’individus infectés diminue.Cette interprétation graphique
indique que la distanciation sociale réduite le nombre de nouveaux cas infectés, et la
mise en place de mesures qui réduisent les contacts entre les personnes, notamment
en restant a deux metres 'un de I'autre, ou préférez rester a la maison.

Inclure la réduction de [ conduit a une réduction des contacts et donc a une

diminution du nombre de personnes infectées.
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Aussi, les figures 3.2 et 3.3 montrent que le taux d’infection (taux de contacts) vy et
v; dii aux personnes infectées détectées (Ir) et non découvertes(/u), respectivement,
ont un effet sur 'augmentation et la diminution du nombre de personnes infectées
en Algérie.

Par conséquent, plus on diminue le taux de contact vy et v9, moins il y a des personnes
infectées.Par conséquent, les mesures nécessaires doivent étre prises (distanciation

sociale, Quarantaine...).

8000 -

beta=0.7149
Fooo F beta=0.1

6000

5000

4000

3000

2000

données incidence COVID-19 en Algérie

1000

U ! ! I 1 1
0 10 20 30 40 50 60

jours

FIGURE 3.1 — Effet taux de contact 5 a le nombre des cases infectés de COVID-19

8000

vo,=0_8976
Fooo R v,=0.33
V=06

5000

5000

4000

3000

2000

1000

Nomber des infection de COVID-19 en Algérie

0 10 20 30 40 50 60
jours

FIGURE 3.2 — Effet taux de contact v, a le nombre des cases infectés de COVID-19
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S000 -

Tooo —a.5

5000 |

D-19 en Algérie

5000

4000

3000 |

2000

1000

Nomber des infection de COV

] 10 20 30 A0 50 50
Jours

FIGURE 3.3 — Effet taux de contact v; a le nombre des cases infectés de COVID-19

S000

FOooo -

6000 [ | ——— v, =0.5

5000

4000 |

3000

2000

1000

données incidence COVID-19 en Algéne

0] 10 20 30 40 50 &0
Jjours

FIGURE 3.4 — Effet taux des interventions hospitalieres 77, ale nombre des infectés COVID-
19

Figure 3.4, explique l'effet du taux de traitement 7y, sur le nombre de nouveaux cas
cumulés d’infection. Clairement d’apres la figure 3.4, en augmentant le parametre de

traitement vy, le nombre total d’individus infectés est diminué.
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3.2 Analyse de sensibilité de R

L’analyse de sensibilité est utilisée pour mesurer les facteurs dominants du modele
qui influencent grandement la prévalence d'une infection. Comme la transmission de
la maladie COVID-19 est liée au nombre de reproduction de base Rg,nous étudions
I'effet de chaque parametre introduit dans le systéme (2.1) sur Ry. Cela nous a
conduit a déterminer les parametres les plus potentiels dans la propagation du virus
Corona . Traiter donc avec I’émergence du COVID-19. L’approche naturelle consiste
a calculer les dérivées partielles de la valeur de Ry par rapport aux valeurs des

parametres du systéme (2.1), en utilise I'indice de sensibilité normalisé avant de R.

Définition 3.1. (L’indice de sensibilité)
L’indice de sensibilité avant normalise variable pour mesurer le changement relatif

de Rp,au changement des parametres ¥ du modele (2.1),et défini par :

RO _ EaRO
TRy OO
On utilise la définition 3.1 : alors :
SRo — ﬁ% -
R OB
GRo — 28730 _ vi1fop
vl Ro a’Ul Rgl{ilkg
Gro _ 02 ORo _ Popus
2 Ro c%g klkgRo
Gro_ T ORo _ 1
7 Ro 80’ kl
GRo — LaRo _ —Buiop 4 Ro2
P Ro 597,% Rokiky R
Yiu 0 Yiu
SRo — Hu=20 _ _ R
e Ry O (Rok’z) o
S'RO o Vir afRfO o VIr
M Ry Oy e Roks
SRO _ iano _ _i R()l(k'l + ]CQ) i ROQ(kl + k‘g)
# Ro Ou Ro kyko kiks
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TABLE 3.1 — Résultats de analyse de sensabilité de Ry

parametres description sensibilité

o) Taux de force de transmission de A a S 1

U1 Taux de transmission de personnes non détectées 0.8075
Vg Taux de transmission de personnes détectées 0.1969
o Taux d’incubation 0.0005
P La proportion d’infection asymptomatique -0.1375

Viu Taux de récupération des personnes infectieuses non détectées -0.6885
Yir Taux de récupération des personnes infectieuses détectées -0.1924
I Taux de mortalité naturelle -0.0001

A partir du tableau 3.2, nous pouvons voir que les paramétres 3, vy, v5 et o ont

un signe positif qui signifié que Ry augmente avec le parametre. Alors que le reste

des parametres ont un signe négatif signifié que Ro diminue pour des valeurs plus

élevées des parametres.

sensilyity analyse de RO
T T

sensibilité

FIGURE 3.5 — analyse de sensibilité pour R
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3.3 L’éxistence et 'unicité de la solution des sys-

teme de controle

Les systemes de controle géneraux donnés par :
(3.1)

ou f définie sur I x V x U ; I est un intervalle de R, V' est un ouvert de R", et U

un ouvert de R™.

Pour rester dans un cadre trés géneral,il suffit de supposer que
chaque controle u(.) considéré la fonction F' : (¢,X) — f(¢,X(¢),u(t)) vérifie les
hypotheses du théoreme de Cauchy lipshizt.

Remarquons que en fonction de la classe de controle considerée ces hypotheses
permet étre plus ou moins difficiles a vérifier, mais on peut donner des hypotheses

moins générales, mais suffisantes dans la majorité des cas les hypotheses sont :
(a) La fonction f est de classe C! sur I x U x V
(b) L’ensemble des controles est inclus dans LyS.(I,R™)

et dans ce cas,on aura que les hypotheses du théoréeme de Cauchy lipshizt sont

vérifieés et Vu(.) fixé, il existe une solution du probléeme de Cauchy :

3.4 L’étude de ’existence d’un controle optimale

Considérons le systeme de controle suivante :

(3.2)
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avec u(t) le controle et x(t) 1’état du systéme le probleme de controle optimale
consiste a chercher un controle u(t) et la variable d’état associée x(.) qui minimisé

ou maximisé la fonction objective J tel que

J(z(t),u(t)) = ATL(t,:v(t),u(t))dt (3.3)

avec les fonctions L € Cl sur I x U x V et f continue sur V' Soit My et M; deux sous
ensembles de V' . Le probléeme de contrdle optimal est de determiner les trajectoires

x,(.) solutions de :

u'(t) = f(t, zu(t), u(t))
ZL‘u(to) € M(),IL‘U(T) € M1

—N

:l minimisant la fonction J (¢, z(t), u(t))
On dit que le probléeme de controle optimal est a temps final non fixé si T" est libre.

Définition 3.2. Soit T > 0, 'application entrée-sortie en temps 7' du systeme

controlé initialisé a xz est I'application

Er:U—R"
u — ()

ou U est 'ensemble des controls admissible,cette application associe a un controle u

admissible, le point de la trajectoire associée a u(.)

Définition 3.3. Soit u(.) un controle défini sur I = [0,7] tel que la trajéctoire
associée x,(.) issue de x(0) = ¢ est définie sur 1.
On dit que le controle u(.) est singulier sur I si la diferentielle au sens de Frechet d

Er n’est pas surjective sinon on dit qu’il regulier

Proposition 3.1. Soit u(.) un céntrole singulier sur [0,T] pour le systeme (3.2)
et x(.) la trajectoire singulier associée, alors il éxiste une application absolument

continue X : [0, T] — R™\{0} appelée vecteur adjoint, telle que les équations suivantes
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sont vérifiées pour presque tout t € [0,T] lel que :

ity = ~2HC2OA D)

1 () = oz, T (3.4)
| OH (Lo (t) A1) ult) _

L ou

ou H est I’hamiltonienne du systéme(3.2)donne par :

H(t,x(t), A(t), u(t)) = MoL(t, x(t), u(t)) + A(t) (£, z(2), u(t)),

avec \g = 0 les multiplicateurs de lagrange.[6]

Théoréme 3.1. ( Principe de maximum de Pontrygin(P.M.P))[6, 16]
Supposons que f et g € C'/, .., est convexe en u,supposons que u(t) et le controle opti-
male pour le probléme(3.3) et soit x*(t) I'état assosié etA(t) une fonction différentielle
continue avec A(t) > 0; Vt. supposons que Vi, <t <t;; H(t,z*(t),u*(t),\(t)) =0
Alors

H{(t,z"(t),u(t),\(t)) > H(t,z"(t),u"(t), A(t))

3.5 Modele COVID-19 avec controle optimal

Dans cette section, Introduisons le probleme du contrdle dans le modele SAIR (2.1)

et étudions la solution de ce probleme.

3.5.1 Probleme de contréle optimal

Nous formulons un probléme du contréle optimal pour le modele (2.1) basé sur les
résultats de 'analyse de sensibilité, ces résultats indiquent qu’une stratégie controle
qui réduit la probabilité de transmission par contact d’infecté par le COVID-19 les
individus avec des personnes sensibles (3, vy et vy) seront bénéfiques pour réduire
la prévalence de Coronavirus dans la communauté. et une stratégie qui améliore le
taux de guérison vy, et vyr.en utilisant un stérilisateur et en portant un masque ou
une auto-isolation ..., sera en outre efficace pour réduire I'infection COVID-19 dans

la communauté.

46



3. ETUDE LE PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL

Par conséquent, nous ajoutons deux variables de controle dépendant du temps dans
le modele (2.1).

uy : Le premier controle wu;(t) est I'isolement des personnes infectées et individus
non infectés, ce qui réduit la force d’infection associée par un facteur (1 — uq(t)) usg :
La variable de contrdle dépendant du temps us(t) est utilisée pour améliorer le taux

de guérison pour les cas infectés par COVID-19.

Donc le modele de controle est formulé apres avoir combiné les variables de controle

mentionnées ci-dessus via le systéme suivant :

o= o Plur el g ) ps

= Pl £l 50 1) — (0 4+ 4

{diT” =o0(1—p)A— (p+di)u— yrus(t)lu (3.5)
P UE = opA — (- do) I — yus(t) I

G = e (DI + e (t) fu — pR

Sous réserve des conditions initiales non négatives indiquées avec le modele (2.1).

La fonction du modele proposé pour minimiser 'infection est donnée comme suit :
Ty 1 9 9
T(uru) = [ {CS + Colut Golr 4 5 (Lyud + Lou)) (3.6)

ou les expressions C; pour ¢ = 1,2,3 et L; pour j = 1,2 sont les constantes et
représentent 1’équilibrage facteurs de cofit tandis que 7 représente le temps final.
Nous considérons l'objectif quadratique fonctionnel car I'intervention est non linéaire,
notre objectif principal est d’étudier un controle optimal u}, u2* pour la quarantaine

et hospitalisation respectivement de telle sorte que :
J (uy, up) = H}}n J(uy, uz)

L’ensemble de controle associé est donné par :

U = {(u1,uz) : [0, 7] = [0,1], (u1,uz) est un Lebesgue mesurable}
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De plus, le lagrangien du systéme (3.5) décrivant le probléme de controle est défini

dans (3.7) et 'hamiltonien est défini dans (3.8) comme suit :

1
L= 015 + CQIU + CgIT + §(L1U% + Lgug) (37)

et
H = )\0£ + )\15, -+ )\QA/ + )\3[Ul + )\4[7“/ + )\5R/

Ao =1let A\j,7 =12,...5sont des variables adjoints

alors

1
H=C15+ Colu+ C3lr + §(L1u% + Lou3)

+ Ai[A - 5(Ullu]\;r elr) S(1=u(t)) — pS]
+ Az[ﬁ(ﬂllu + U2]’I“) S(l i ul(t)) . (O’ + N)A] (38)

N
+ Aslo(1 = p)A — (u+ di)Tu — yreus(t) Tul
+ MfopA — (u+ do)Ir — yrpus(t)I7]

+ As[yrrue (0 Ir + yryug(t) [u — R

3.5.2 Solution de controéle optimale

Nous utilisons le principe du maximum de Pontryagin afin de résoudre probléme
de COVID-19 de controle optimale (3.5). Pour ce faire, soit uj, u} sont la solution
optimale recherchée alors,
les conditions correspondantes du principe maximum de Pontryagin’s utilisé dans le

processus de solution sont comme suit :

(dZ  OH(tui,\)

| Y

| Oy,

i @@ B OH(tul,,\))
Cat *7 0z

En utilisant les conditions présidents (3.9), nous présentons la solution du systéme

d’optimalité dans le théoreme suivant :
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Théoreme 3.2. Les controles optimaux uj,u} et les solutions S*,A* Iu* Ir* et R*

du systeme correspondant (3.5) qui minimise J (uy,us) sur U. Alors la il existe

des variables adjoints A1, Mo, A3, A1 et s satisfaisant —L = ——— ol i =

dt i
S,A,Tu,Ir,R avec des conditions de transversalité \;(Ty) = 0 pour j = 1,2,3,4,5 et

Bl Iu* + volr*)
N*L; 57}
()\3 — )\5)IU*’7]U + ()\3 — )\5)]7’*”)/[7-
N )

wi(t) = min{1, max(0, (A2 — Ay)
(3.10)

v}y = min{1, max(0,

Prouve. : D’apres troisieme condition de (3.9),alors

d\ OH(tur N, 1— Tu 4 v, I ) (N* — S*
d;@=—€£w”tah—q+@m—kﬁ ?MﬂmuN;QTX )
d OH (L, uz A Tu* + voIr*)S*(1 —

dt2 (t) = _<87;L4]) - ()\2 _ /\1)6(’01 Uu Ujvj:z) ( ’LLl) B /\30_(1 B p) B

)\40'p+ (O"i‘/lj)

di)\?’(t) _ _aH(tau:m/\j)
dt N olu
AsUoV 1y + A3Vl

S*Bv1(1 —uy )N* — B(vJu* + v Ir*)S*(1 — u
RSV W RACL L 53;2 )51 = w)

S*Bua(1 — ur)N* — B(vilu* + voIr*)S*(1 — u
RS AL L) B%ﬁ [r)S"(1 —w)

Dy ML, )
dt N olr
AsU2Y1r + AaYirtsa

d)\5 3H(t,ufn,)\3)

Ds BlopIu* 4+ volr*)S*(1 — uy)
dt OR

N+?

= A+ (Mg — Ap)

Maintenant, en utilisant les conditions optimales,(deuxiéme condition de (3.9))
nous différencions la fonction hamiltonienne par rapport aux variables de controle

optimales pour obtenir les valeurs de uj,u3

GH(t,ujn,)\J) —0
Ouy, N

alors
OH(t,u), \))
0= ——\mg)
3u1

Blog Tu* 4+ volr*)
N*

= L1U1 —+ ()\1 — )\2) S*
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3. ETUDE LE PROBLEME DU CONTROLE OPTIMAL

87'[(15,11,:1,)\])

0= = L2u2 + ()\5 - /\3)]u*’)/[u + ()\5 — )\3)]7“*’}/[7«

811,2
donc o I
()\2—)\1)/6(01 u* + volr >S*
= N*
1 L
o s = M) Iu v + (A3 — As) Iy
uy =
Lo
donc )
. vilu* + volr*
Iumin 51 (/\2 - /\l)ﬁ< ! N*Ll 2 )S* S Umin
. vilu* +volr*) o . vilu* +volr™) .
ulz{()\Q_)\l)/B( 1 N*L12 >S si uﬂﬂﬁg()@_)ﬂ)ﬁ( 1 N*L12 )S Sumax
I . vilu* + volr*
\umaa: S1 ()\2 - /\1)ﬁ< ! N*Ll 2 )S* Z Umaz
et
( . (Mg = M) Ty + (As — As) Ir*yy,
Umin S1 = Umin
L,
u; _ % ()\3 — )\5)IU*’}/]U + ()\3 — )\5)[7’*’)/[7« s ormin S ()\3 — )\5)IU*’}/IU + ()\3 — )\5)[7’*’er
' L2 L2
i o (As = X)) Tuyp 4+ (A3 — As) Iy,
1 Umaz S1 Z Umazx
\ Ly
donc

De plus, les controles optimaux associés uj et uj sont donnés par

B(vrIu* + volr*)

ui(t) = min{1, max(0,(As — A1) S*
N*Ly (3.11)
(Az = M) Tuyru + (A3 — >\5)[7"*’Yh~)} '

L,

uy = min{1, max(0,

Pour les résultats numériques et graphiques, des méthodes numériques et des résultats
de simulation sont appliqué pour trouver la meilleure maniere d’approcher du controle

optimal dans ce cas.
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Conclusion

Dans ce travail, on présente une analyse du modele mathématique qui modélise

de propagation Covid-19, qui est au format SAIR.
L’étude d’analyse mathématique (I’existence, unicité de solution et la stabilité)
pour le systeme avec et sans controle. Dans le futur on va améliorer la modélisation

mathématique avec vaccins.
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Abstract

The objective of this dissertation is the quantitative and qualitative study
of the mathematical modeling of Covid-19 in the case of the differential equation.
The existence of solutions is studied, the equilibrium points and the basic
reproduction number RO are calculated. Analysis of local asymptotic stability at
epidemic equilibrium points is given. Finally, we study the problem of optimal
control linked to our stated model.

Key Words: Mathematical model (Covid-19), equilibrium points, basic

reproduction number, stability, optimal control theory.
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Résumé

L’objectif de ce mémoire est 1’étude quantitative et qualitative de la
modelisation mathématique du Covid-19 dans le cas de 1’équation différentielle.
L’existence de solutions est étudiée, les points d'équilibres et le nombre de
reproduction de base RO sont calculés. L'analyse de la stabilité asymptotique
locale aux points d'équilibres de 1’épidémie est donnée. Finalement nous étudions
le probléme du contrdle optimal lié a notre modele énoncé

Mots clés : Modele épidémiologie (Covid-19), points d'équilibres, nombre de

reproduction de base, stabilité, théorie du contréle optimal.
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