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Résumé

L’objet de ce mémoire est d’étudié l’existence et l’unicité des solutions (pathwise solution)

des équations différentielles ordinaires aléatoires. Une application pour la l’existence de

solution globale, locale et maximale d’une équation différentielles aléatoire d’ordre frac-

tionnaire a été donnée .

Mots clés processus stochastique, équation différentielle ordinaire, intégrale et dérivée

d’ordre fractionnaire, fonction de Carathéodory, équation différentielle d’ordre fraction-

naire, point fixe.

Abstract

The object of this dissertation is to study the existence and the uniqueness of the

solutions (pathwise solution) of the ordinary random differential equations. An applica-

tion for the existence of global, local and maximal solution of a fractional order random

differential equation has been given.

Keywords Stochastic process, fractional derivative, Carathéodory function, differen-

tial equation of fractional order, fixed point,
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Notations

Γ(α) fonction Gamma.

Dα
RL dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

Dα la dérivée fractionnaire au sens de caputo d’ordre α.

Iα Intégrale d’ordre fractionnaire

v.a variable aléatoire

C := C([0, T ],Rm) l’espace de toutes les fonctions continues.

N ensemble des entiers naturels .

p.s presque sûement .

N∗ ensemble des entiers naturels.

R ensemble des réels.

R+ ensemble des réels positifs [0,+∞[.

C ensemble des nombres complexe.

Ω espace fondamental d’une expérience aléatoire.

F tribu.

P (Ω) ensemble des parties de Ω.

B(Rn) la tribu borélienne de Rn
P mesure de probabilité.

(Ω,F ,P) espace de probabilité.

X variable aléatoire .

σ(X) tribu engendre par la variable X

R(Ω,C) l’espace métrique de tous les éléments aléatoires en C.

vii



Introduction générale

Les équations différentielles sont un outil puissant pour modéliser et analyser de nom-

breux phénomènes naturels et pratiques. Dans la modélisation, l’analyse et la prédiction

du comportement des phénomènes physiques et naturels, l’accent a été de plus en plus mis

sur les méthodes probabilistes. Cela est dû à des groupes de complexité d’incertitudes et

d’ignorance qui sont présentes dans la formulation d’un grand nombre de ces problèmes.

Par conséquent, nous assisterons à une utilisation de plus en plus importante des formu-

lations aléatoires et stochastiques dans beaucoup disciplines scientifiques et techniques.

En tenant compte de divers effets aléatoires, il est naturel que les équations différen-

tielles ordinaires impliquant des éléments aléatoires, c’est-à-dire les équations différen-

tielles ordinaires aléatoires, jouent un rôle de plus en plus important.

La théorie et les applications des équations différentielles ordinaires aléatoires ont été

largement étudiées dans la littérature existante, voir [10, 9, 4, 15].

Dans ce mémoire nous allons définir et étudier l’existence de solution d’une équation

différentielle aléatoire et donner une application pour une équation différentielle d’ordre

fractionnaire aléatoire de la forme :

8><
>:
Dαx(t,ω) = f(t, x(t,ω),ω)

x(0,ω) = x0(ω)

Le présent mémoire est basé sur le papier de Lupulescu et Donal O’Regan, et Ghaus ur

Rahman al. [10], où l’existence de solution d’une équation différentielle d’ordre fraction-

naire aléatoire est obtenue sous les conditions de Carathéodory.
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TABLE DES MATIÈRES

Ce mémoire comprend trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions mathématiques de base

nécessaires pour la suite de ce travail.

Le deuxième chapitre est composé de deux parties. Dans la première partie on pré-

sente quelques définitions sur les équations différentielles ordinaires (EDO) et quelques

théorèmes d’existence et d’unicité. Dans la deuxième partie, les équations différentielles

ordinaires aléatoires(EDOA) seront présentées ainsi que définition de la solution par che-

min d’échantillon (Parhwise solution).

Dans le troisième chapitre on présente un exemple d’existence et d’unicité de

solution d’une équation différentielle aléatoire d’ordre fractionnaire.
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Chapitre 1
Notions génerales et définitions

1.1 Notions de probabilité

1.1.1 Tribu

Définition 1.1.

Soit Ω un ensemble quelconque et F une famille de parties de Ω (P(Ω)) on dit que F est

une tribu (où σ-algèbre) sur Ω si :

1. Ω ∈ F ,

2. si F ∈ Ω =⇒ {F ∈ Ω,

3. Toute reunion finie ou infinie dénombrable d’élement de F est un élement de F ,
Ai ∈ F alors

S
i∈I Ai ∈ F .

1.1.2 Mesure de probabilité

Définition 1.2.

Une mesure sur une tribu F est une application µ :F −→ [0,∞] telle que

1. µ(∅)=0,

2. σ-additivité : pour tout famille An,n ∈ N d’éléments de F disjoints deux à deux,

µ(
∞[
n=1

An) =
∞X
n∈N

µ(An).

3



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

Si de plus µ(Ω)=1, µ est appelée mesure de probabilité et on la note par P.

Définition 1.3. Le triplet (Ω, F , P) est appelé un espace de probabilité.

1.1.3 Espace de probabilité complet

Définition 1.4.

L’espace de probabilité (Ω, F , P) est dit complet si pour tout D ⊂ Ω négligeable (i.e il

existe A ∈ F tel que D ⊂ A et p(A) = 0).Alors D est dans F .

1.1.4 Tribu Borélienne

Définition 1.5.

Soit U une famille de sous ensembles de Ω, il existe un plus petit σ-algèbre HU qui contient

U . HU est appelée la σ-algèbre engendrée par la famille U :

HU={H,H est une σ-algèbre de Ω qui contient U }.

Si U est l’ensemble de tous les ouverts d’un espace topologique ω (ex :ω = R)Alors :

B =HU est appelée la tribu Borélienne sur ω les éléments B de B sont appelés les boréliens.

1.1.5 Fonctions mesurables

Définition 1.6.

Soit (Ω,F) un espace mesurable, On dit que f : Ω→ R est mesurable si pour tout ouvert

O de R ,f -1(O)∈ F .
Plus généralement. si (Ω,F),(E,Y ) sont des espaces mesurables, On dit que f : Ω → E

est mesurable f -1(B)∈ F , pour tout B ∈ Y .

1.1.6 Espace métrique

Définition 1.7.

Un espace métrique (X,d) est un ensemble X muni d’une application d :X × X −→ R,

appelée distance ou métrique, possédant les trois propriétés suivantes :

1. ∀x,y ∈ X : d(x,y) ≥ 0 et d(x,y) = 0⇐⇒ x = y,

4 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

2. ∀x,y ∈ X : d(x,y)=d(y,x) (la symétrie),

3. ∀x,y,z ∈ X : d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z) (l’inégalité triangulaire).

1.1.7 Variables aléatoires

Définition 1.8.

Soit (Ω, F , P) un espace probabilités, on appelle variable aléatoire sur (Ω, F , P) une

fonction mesurable X de Ω dans R vérifiant :

∀B ∈ B(Rn), X -1(B) = {ω ∈ Ω/X(ω) ∈ B} ∈ F .

1.1.8 Vecteurs aléatoires

Définition 1.9.

Soit (Ω, F , P) un espace de probabilités, On appelle vecteur aléatoire sur (Ω, F , P) une
fonction mesurable X de Ω dans Rn.

1.1.9 Éléments aléatoires

Définition 1.10.

Soit (Ω, F , P) un espace de probabilités, On appelle élément aléatoire sur (Ω, F , P) une
fonction mesurable X de Ω dans (X,d).

1.1.10 Processus stochastiques

Un processus aléatoires ou stochastique sont des objets mathématiques destinés à

modéliser l’évolution dans le temps des phénomènes ou des systèmes aléatoires. Ils sont

décrits par des familles discrètes ou continues de variables ou de vecteurs aléatoires (Xt)t∈I

où I est l’ensemble des temps d’observation des états du processus.

Définition 1.11.

Un processus stochastique est une collection de variables aléatoires (Xt)t∈T définies sur

un espace de probabilités (Ω, F , P) à valeur dans (Rn,B(Rn)).

5 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

Définition 1.12.

A toute occurrence ω ∈ Ω, on fait correspondre la trajectoire de la réalisation (Xt(ω))t

du processus définie par l’application :

I → Rd, t 7→ Xt(ω).

appelée la trajectoire de (Xt) associée à ω.

Propriétés 1.1. (voir[13]) Soient {Xt} et {Yt} deux processus stochastiques définis sur

le même espace de probabilité (Ω, F , P) .

1. On dit que {Xt} et {Yt} sont égaux(i.e X ≡ Y ) si X(ω) = Y (ω) pour presque tout

ω ∈ Ω.

2. On dit que {Yt} une modification de {Xt} , si pour tout t ∈ I, on a P(Xt = Yt) = 1.

3. On dit que {Xt} et {Yt} sont indistinguables, s’il existe un événement Ω∗ ∈ F ,

P(Ω∗) = 1, tel que pour tout ω ∈ Ω∗ et tout t ∈ I , on a Xt(ω) = Yt(ω) .

1.1.11 Mesure de Lebesgue

Définition 1.13.

1. Il existe une unique mesure sur R muni de la tribu borélienne classique telle que

µ([a, b]) = b− a pour b > a, µ s’appelle mesure de Lebesgue sur R.

2. Il existe une unique mesure sur Rn muni des boréliens classiques telle que : µ(
Q
i[ai,bi]) =

Q
i(bi − ai) pour bi > ai , µ s’appelle mesure de Lebesgue surRn.

1.2 Théoréme de point fixe

1.2.1 Espace métrique complet

Définition 1.14. (Suite de Cauchy)

On dit que la suite (xn)n dans l’espace métrique (X,d) est de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃Nε > 0 tel que n,m > Nε =⇒ d(xn,xm) < ε.

6 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

On écrit Alors : d(xn,xm) −→ 0, quand n,m −→ +∞.

Définition 1.15. (Suite convergente)

Une suite (xn) est dite convergente vers a Si lim
n→+∞

xn = a ,cela

∀ε > 0,∃Nε > 0 tel que n > Nε =⇒ d(xn,a) < ε.

Définition 1.16. Un espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy

dans X elle est convergent dans X.

1.2.2 Application contractante

Définition 1.17. Soit (X,d) un espace métrique. L’application F : X −→ X est dite

contractante s’il existe un constant k ∈ [0,1] telle que :

∀x,y ∈ X : d(F (x),F (y)) ≤ kd(x,y).

k est appelée constante de contraction.

1.2.3 Théoréme(principe de contraction de Banach)

Théorème 1.1. [5]

Soit (X,d) un espace métrique complet. Soit F : X −→ X une application contractante

Alors :

1. F admet un unique point fixe α ∈ X ;

2. pour tout x ∈ X, α = F n(x) ou F 0(x) = x et F n(x) = F (F n-1(x)) ;

3. La vitesse de convergence peut être estimée par : d(F n(x),α) ≤ kn

1−kd(x,F (x)).

1.3 Ensembles compacts

Définition 1.18. Soit (X,d) un espace métrique,

Un sous-ensembles K ⊆ X est dit compact si pour tout recouvrement par des ouvert

(Ωα), α ∈ I (i.e K ⊂ Sα∈I Ωα) et Ωα ouvert dans X de K il existe un sous-recouvrement

fini de K (i.e il existe J ⊂ I fini tel que K ⊂ Sj∈J Ωj).

7 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

Définition 1.19. Un sous-ensembles K ⊆ X est dit relativement compact si son adhé-

rence K̄ est dans X.

1.4 Théorème Ascoli-Arzelà

Théorème 1.2.

Soient X un espace topologique, un y espace semi-métrique, et F un sous-ensemble d’ap-

plications f continues de X dans Y . Pour que F soit relativement compact dans C(X,Y )

(muni de la topologie de la convergence compacte), il suffit que les deux conditions sui-

vantes soient vérifiées :(voir[7])

1. F est équicontinue (i.e ∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃δ > 0,∀f ∈ F ,∀y ∈ X,d(x,y) < δ =⇒
d(f(x),f(y)) < ε),

2. pour tout x ∈ X, l’ensemble F(x) = {f(x),f ∈ F} est relativement compact dans Y ,

Si X est localement compact, ces condition sont aussi nécessaires.

1.5 Dérivation et intégration d’ordre fractionnaire

L’idée principale de la dérivation et l’intégration fractionnaire est la généralisation de

la dérivation et d’intégration itérées. La terme fractionnaire est un terme trompeur mais

il est retenu pour suivre l’usage dominant.

1.5.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma est en mathématiques un fonction complexe, considérée également

comme une fonction spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des nombres

complexe (excepté certains un points).

Définition 1.20. Pour α > 0, on définie la fonction suivant :

Γ : α −→
Z +∞

0
e−ttα−1dt. (1.1)

8 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

cette intégrale convergent absolument(i.e
R+∞

0 |e−ttα−1dt| <∞) sur le demi-plant com-

plexe où la partie réelle est strictement positive.

En intégrant par partie, on peut voir que :

Γ(α + 1) = αΓ(α), α > 0. (1.2)

En particulier

Γ(n+ 1) = n! (1.3)

1.5.2 Intégrale d’ordre fractionnaire

Soit ([0, T ], L, λ) une espace mesurable de Lebesgue, où T > 0 et soit x(.,.) : [0, T ] ×
Ω 7→ Rm une fonction mesurable de deux variables.

Définition 1.21.

On dit que la fonction x(.,.) est intégrable au sens de Lebesgue par chemin d’échan-

tillon (sample path Lebesgue intégrable) sur [0, T ], si x(.,ω) : [0,T ]Ω 7→ Rm est Lebesgue

intégrable sur [0,T ] pour presque tout ω ∈ Ω.

Définition 1.22. (voir[9])

Soit α > 0. Si x(.,.) : [0,T ] × Ω 7→ Rm est Lebesgue intégrale par chemin d’échantillon

(sample path Lebesgue integrable) sur [0, T ], alors on peut définir l’intégrale d’ordre frac-

tionnaire suivante :

Iαx(t,ω) =
Z t

0
gα(t− s)x(s,ω)ds, (1.4)

qui sera appelée l’intégrale d’ordre fractionnaire de chemin d’échantillon (Sample path

fractional integral) de x.

La fonction gα : R 7→ [0,∞) est définie par :

gα(s) =

8><
>:
sα−1

Γ(α)
si s > 0

0 si s ≤ 0
(1.5)

9 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNERALES ET DÉFINITIONS

où Γ est la fonction Gamma . En fait Iαx(t,ω) = (gα ∗ x)(t,ω) pour p.s ω ∈ Ω, où

gα ∗ x désigne la convolution [16].

Remarque 1.1. (voir[9])

Si x(.,ω) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est Lebesgue intégrale sur [0, T ] pour p.s ω ∈ Ω, alors

t 7→ Iαx(t,ω) est aussi Lebesgue intégrale sur [0, T ] pour p.s ω ∈ Ω.

1.5.3 Dérivée d’ordre fractionnaire

Soit une fonction x(.,.) : [0, T ]×Ω 7→ Rm est dit x une dérivée de chemin d’échantillon

(sample path derivative) à t ∈ (0, T ).

Si la fonction t 7→ x(t,ω) un dérivée à t pour p.s ω ∈ Ω. On notera d
dt
x(t,ω) ou x′(t, ω) un

chemin d’échantillon dérivé (sample path derivative) de x(.,ω) en t.

Proposition 1.3. On dit que x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est le chemin de l’échantillon

différentiable (sample path différentiable) sur [0, T ] ,

Si x(.,.) une dérivée de chemin d’échantillon (sample path derivative) pour chaque t ∈
(0, T ) et possède un chemin d’échantillon dérivée (sample path derivative) unilatérale aux

points d’extrémité 0 et T .

Remarque 1.2. Si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est un chemin d’échantillon absolument

continu (sample path absolutely continuous) sur [0, T ] (c’est-à-dire t 7→ x(t,ω) est abso-

lument continue sur [0, T ] pour p.s ω ∈ Ω),

Puis une dérivée de chemin d’échantillon (sample path derivative) x(t,ω) existe pour λ

p.s t ∈ [0, T ].

Définition 1.23. (voir[9] )

Soit x(.,.) : [0, T ]×Ω 7→ R un fonction absolument continue sur [0, T ] et soit α ∈ (0, 1].

Alors, pour λ p.s, t ∈ [0, T ] et pour p.s ω ∈ Ω, nous définissons le chemin d’échantillon

fractionnaire dérivée (sample path fractional derivative) de Caputo de x par :

Dαx(t,ω) = I1−αx′(t,ω) =
Z t

0
g1−α(t− s)x′(s,ω)ds. (1.6)
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Corollaire 1.4. Si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ R est un chemin d’échantillon différentiable

(sample path différentiable) sur [0, T] et t 7→ x(t,ω) est continu sur [0, T],

Alors Dxα(t,ω) existe et continu pour tout t ∈ [0, T ].

Propriétés 1.2. (voir[1])

a. Si x(.,.) : [0, T ]×Ω 7→ Rm est un Fonction Carathéodory. Alors pour tout t ∈ [0, T ] et

p.s ω ∈ Ω ([1],lemma 2.21)

DαIαx(t,ω) = x(t,ω). (1.7)

b. Si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ R est un chemin d’échantillon absolument continue (sample

path absolutely continuous) sur [0,T ].

Alors pour λ p.s t ∈ [0, T ] et p.s ω ∈ Ω ([1],lemma 2.22) .

IαDαx(t,ω) = x(t,ω)− x(0,ω). (1.8)

c. En particulier, si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est un chemin d’échantillon différentiable

(sample path différentiable) sur [0, T ] et t 7→ x(t,ω) est continue sur [0, T ],

Alors (1.8) pour tout t ∈ [0, T ] et p.s ω ∈ Ω.

d. Si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ R est un chemin d’échantillon absolument continue (sample

path absolutely continuous) sur [0, T ]. Alors ([1],lemma 2.22) :

t 7→ y(t,ω) :=
Z t

0
g1−α(t− s)x(s,ω).

est un chemin d’échantillon absolument continue (sample path absolutely conti-

nuous) sur [0, T ].

De plus, pour λ p.s t ∈ [0, T ] et p.s ω ∈ Ω, nous avons

y′(t,ω) =
d

dt

Z t

0
g1−α(t− s)x(s,ω)ds = Dαx(t,ω) +

x(0,ω)

Γ(1− α)
t−α. (1.9)

Définition 1.24. (voir[9])

Soit x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm un chemin d’échantillon Lebesgue intégrable (sample path

Lebesgue integrable ) sur [0, T ] et soit α ∈ (0, 1]. Pour p.s ω ∈ Ω ,on définit le chemin
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d’échantillonnage fractionnaire dérivée (sample path fractional derivative) de Riemann-

Liouville de x par :

Dα
RLx(t,ω) =

d

dt
I1−αx(t,ω) =

d

dt

Z t

0
g1−α(t− s)x(s,ω)ds. (1.10)

Corollaire 1.5. Si x(.,.) : [0, T ]×Ω 7→ R est un chemin d’échantillon absolument continu

(sample path absolutely continuous) sur [0, T ] alors, par (1.9), il s’ensuite que :

Dα
RLx(t,ω) = Dαx(t,ω) +

x(0,ω)

Γ(1− α)
t−α, (1.11)

pour λ p.s t ∈ [0, T ] et p.s ω ∈ Ω.

1.6 Fonction Carathéodory

Définition 1.25.

Une fonction x(.,.) : [0, T ]× Ω 7→ Rm est dite fonction Carathéodory,

Si t 7→ x(t,ω) est continue p.s ω ∈ Ω, et ω 7→ x(t,ω) est mesurable.

Proposition 1.6. (voir[10]) Si x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est une fonction Carathéodory.,

alors la fonction (t,ω) 7→ Iαx(t,ω) est aussi une fonction Carathéodory.

1.7 Espace métrique d’éléments aléatoires

On considérez l’espace C := C([0, T ],Rm) de toutes les fonctions continues de [0,T ]

dans Rm, doté de la métrique uniforme d(x, y) := sup0≤t≤T ‖x(t)− y(t)‖, où ‖.‖
est la norme euclidienne sur Rm. Soit B(C) la σ-algèbre de tous les sous-ensembles de

Borel de C.

par ([12],lemma 14.1) B(C) coïncide avec la σ-algèbre générée en C par les cartes d’éva-

luation πt : C 7→ Rm,t ∈ [0, T ], donné par π(x) = x(t).

Propriétés 1.3. [9]

1. Si x : Ω 7→ C, alors xt : πt ◦ x transforme Ω en Rm. Par conséquent, x peut également

être considéré comme une fonction x(t,ω) := x(ω) de [0,T ]× Ω dans Rm.
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Alors, x : Ω 7→ C est un élément aléatoire dans C si et seulement si xt : Ω 7→ Rm

est mesurable pour tout t ∈ [0, T ].

2. Si x : Ω 7→ C est un élément aléatoire, alors la fonction x(.,.) : [0, T ] × Ω 7→ Rm est

une fonction Carathéodory.

3. Si x : Ω 7→ C est un élément aléatoire, alors la fonction x(.,ω) : [0, T ] 7→ Rm est dit

une réalisation ou une trajectoire de l’élément aléatoire x, correspondant au résultat

ω ∈ Ω.

Définition 1.26. Notons R(Ω,C) l’espace métrique de tous les éléments aléatoires en C.

Corollaire 1.7.

On dit qu’une suite de variables aléatoires {xn} ⊂ R(Ω,C) converge presque partout à

x ∈ R(Ω,C) s’il existe N ⊂ Ω, tel que P(N) = 0, et lim
n→∞

d(xn(ω),x(ω)) = 0 pour tout

ω ∈ ΩrN .

1.8 L’espace de toute les mesures probabilités

Définition 1.27. (voir[9])

SoitM(C) l’espace de toute les mesures probabilités sur B(C).Si x : Ω 7→ C est un élément

aléatoire dans C, alors la mesure de probabilité µx(B), définie par :

µx(B) := P(x−1(B)) = P ({ω ∈ Ω;x(ω) ∈ B}), B ∈ B(C) ,

est appelé la distribution de x.

Puisque C est un espace métrique complet et séparable, alors il est bien connu que M(C)

est un espace métrique complet et séparable par rapport à la métrique de Prohorov

D : M(C) 7→ [0,∞), définie par (voir[14]) :

D(µ,v) = inf{ε > 0 : µ(B) ≤ v(Bε) + ε, B ∈ B(C)},

où Bε := {x ∈ C : infy∈B d(x, y) < ε}. Si nous identifions des éléments aléatoires dans C

qui ont la même distribution, alors ρ(x, y) := D(µx, µy) est une métrique sur l’ensemble

des éléments aléatoires en C ([3]).
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Théorème 1.8 (Skorokhod). (voir[2])

Si {xn} ⊂ R(Ω,C) est une suite de ρ-Cauchy, alors une peut construire une suite

{yn, y} ⊂ R(Ω,C) telle que ρ(xn, yn) = 0 et yn → y p.s.

Définition 1.28. Une suite {xn} ⊂ R(Ω,C) est appelée ρ- relativement compacte si

chaque sous-séquence a une sous-séquence qui converge par rapport à la métrique ρ.

Puisque C est un complet et espace métrique séparable, alors la compacité ρ relative

et l’étanchéité sont équivalentes.

Théorème 1.9 (Prohorov). (voir[14])

Une suite {xn} ⊂ R(Ω, C) est ρ-relativement compacte si et seulement si xn est un

serré, c’est-à-dire que pour tout ε > 0 il y a un ensemble compact Kε ⊂ C tel que

P(ω ∈ Ω, xn(ω) ∈ Kε) > 1− ε pour tout n ≥ 1.
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Chapitre 2
Équations différentielles ordinaires aléatoires

Les méthodes probabilistes (stochastiques ou aléatoires ) sont plus en plus appliquées

dans la modélisation, l’analyse et la prédiction des comportements des problèmes et des

phénomènes physiques et naturels. Cela est dû à des combinaisons de complexité, d’incer-

titudes et d’ignorance qui sont présentes dans la formulation d’un grand nombre de ces

problèmes.

Les équations différentielles ordinaires (EDO) décrites une grande classe de problèmes

physiquement importants, et en tenant compte de divers effets aléatoires, il est naturel

que les équations différentielles ordinaires impliquant des éléments aléatoires, c’est-à-dire

des équations différentielles ordinaires aléatoires.

2.1 Équations différentielles ordinaires(EDO)

Définition 2.1.

La forme plus générale d’une équations différentielles ordinaires est une equation définie

par un termes d’une variable t ∈ I, I intervalle réel,et une fonction inconnue y : I −→ Rn

et ses dérivées par rapport t, c’est-a-dire :

F (t,y(t),y′(t),y′′(t),.....) = 0. (2.1)

Une fonction qui vérifie F (t,y(t),y′(t),y′′(t),.....) = 0, s’appelle solution de l’EDO.

15
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Exemple 2.1. Les équations :

y′(t)− 1 = 0 ;

y′′(t)− y(t) = 0 ;

ey ′(t)− t+ y(t) = 0 ;

sont des équations différentielles ordinaires (EDO).

Remarque 2.1. Si n = 1 on parle d’équation différentielle scalaire,

Si n>1 on parle d’équation défferentielle vectorielle.

Exemple 2.2. l’EDO d’ordre 2 la plus célébré est la deuxième loi de New-ton :

F (x) = mx′′(t).

qui d’écrit par exemple la dynamique d’un point matérielle soumis á la résultante des

forses F .

on peut écrit la loi de Newton en terres du système de deux équations d’ordre 1 :

8><
>:
x′(t) = v

v′(t) = 1
m
F (x)

En générale une equation scalaire d’ordre k peut être écrite comme un système de k

equation d’ordre 1.

Dans la suite on va considérer des équations défferentielle d’ordre k sous la forme normale :

y(k) = f(t,y,......,y(k-1)), k ∈ N

Alors :

L’équation (1,1) on peut écrit, f : I × Rn 7→ Rn et une fonction inconnue y : I −→ Rn .

On considéré l’EDO :

y(k) = f(t,y,......,y(k−1)), k ∈ N. (2.2)
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Corollaire 2.1. Soit y un fonction de R dans Rd

1. la fonction y est dite solution de l’équation (2.1) sur un intervalle I ⊂ R si elle est

C1 (i.e définie et continument dérivable sur I).

2. soit (t0,y0) ∈ I×Rd donné, la fonction y est dite solution de l’équation (2.1) à valeur

initiale s’il existe un intervalle I contenant t0 tel que y soit la solution de l’équation

(2.1) et vérifie y(t0) = y0.

2.2 Solution maximale et globale

Définition 2.2. (Prolongement)

Soient (x,I), (x̃,Ĩ) deux soulions d’une même équation différentielle , On dit que (x̃,Ĩ)

est un prolongement (x,I) si I ⊂ Ĩ et x̃r I = x.

Définition 2.3. (Solution maximale)

Soient I1, I2 deux intervalles sur R tels que I1 ⊂ I2 , On dit qu’une solution (x,I1)

est maximale dans I2 si et seulement si x n’admet pas de prolongement (x̃,Ĩ) solution de

l’équation différentielle telle que I1 ⊂ Ĩ ⊂ I2.

Définition 2.4. (Solution globale)

Soit I un intervalle inclus dans R, une solution (x,I) est dit globale dans I si elle est

définie sur l’intervalle I tout entier.

2.3 Existence et Unicité pour le problème de cauchy

Soit I un intervalle réel, f : I × Rn 7→ Rn.On considéré l’EDO :

y′(t) = f(t,y(t)).

On peut penser à cette équation comme un phénomène évolutif en temps (la variable

t).comme le problème de déterminer toutes les primitive d’une fonction donnée, cette
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problème admet en général un nombre infini de solutions.Pour choisir une solution parti-

culière on impose une condition initiale, c’est à dire :

y(t0) = y0.

ce qui veut dire que à l’instant initial t0 la loi évolutive vaut y0.

Définition 2.5. (Problème de cauchy)

On appelle problème de cauchy le probléme de trouver une intervalle I tel que t0 ∈ I
, une fonction y :I 7→ Rn qui vérifie :

8><
>:
y′(t) = f(t,y(t)) t ∈ I,

y(t0) = y0 t0 ∈ I,y0 ∈ Rn,

Définition 2.6. (Solution problème de cauchy)(voir[6])

Une solution du problème de Cauchy sur un intervalle ouvert I de R avec la condition

initiale (t0,y0) ∈ I × Rm et t0 ∈ R est une fonction dérivable y : I 7→ Rm telle que

i. pour tout t ∈ I,(t0,y0) ∈ I × Rm,

ii. y est continu sur I,

iii. pour tout t ∈ I, y(t) = y0 +
R t
t0
f(s,y(s))ds,

2.3.1 Existence locale

Définition 2.7. (Fonction localement lipschitzienne)

Soient I un intervalle réel, D un ouvert de Rn. f : I ×D 7→ Rn . soient (t0, y0) ∈ I ×D
et J ⊂ D un voisinage du point y0.

On dit que f est lipschitzienne par rapport à la variable y dans le voisinage J si il existe

une constante L > 0, et il existe un voisinage U ⊂ I du point t0 tels que :

‖f(t,y1(t))− f(t,y2(t))‖ ≤ L‖y1(t)− y2(t)‖.

pour (ty1(t)),(t,y2(t)) dans U × J .
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Théorème 2.2 (Cauchy-Lipschitz). (voir[6])

Soient I un intervalle, D un ouvert de Rn, f : I×D 7→ Rn . Soient (t0, y0) ∈ I×D.Si f

est continue et lipschitzienne par rapport à deuxième variable dans un voisinage du point

y0, alors le probléme de cauchy :8><
>:
y′(t) = f(t,y(t)) t ∈ I;

y(t0) = y0 t0 ∈ I,y0 ∈ Rn;
(2.3)

admet un unique solution ȳ définie dans un petit voisinage du point t0.

De plus la solution est de classe C1 dans ce voisinage.

2.3.2 Existence globale

Définition 2.8.

Soient I un intervalle réel, D un ouvert de Rn. f : I ×D 7→ Rn . soient (t0, y0) ∈ I ×D.

On dit que f est globalement lipschitzienne, c’est à dire qu’il existe L>0 tel que pour tout

(t,x),(t,y) dans I × Rn,

‖f(t,x(t))− f(t,y(t))‖ ≤ L‖x(t)− y(t)‖.

Théorème 2.3 (Existence et unicité globale). (voir[6]) On suppose f ∈ C(I×Rn,Rn)

et globalement lipschitzienne par rapport à deuxième variable . Alors, ∀(t0,y0) ∈ I × Rn

il existe une unique solution du problème (2.3).

Exemple 2.3. Le système suivant est un probléme de Cauchy :

y′(t) =
5

4
y(t)

1
5 , y(0) = 0 (2.4)

Le problème (2.4) admet une seule solution.

2.4 Équations différentielles ordinaires aléatoires(EDOA)

2.4.1 Introduction :

Soit (Ω, F , P) un espace de probabilité, où F est une σ-algèbre sur Ω et P est une

mesure de probabilité. Soit X = (X1,......,Xd)
T ∈ Rd un d-variable aléatoire.
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Soient I = [0,T ] un intervalle réel et ,Xt(ω) : [0,T ]×Ω 7→ Rd un processus stochastique

sur (Ω, F , P).

Propriétés 2.1. (voir[11])

1. Si les réalisations d’un processus stochastique Xt sont continues pour tout ω ∈ Ω,

alors le processus stochastiqueXt est dit continu. En outre le processusXt est appelé

différentiable par chemin sur I s’il existe Ω1 ⊂ F tell que P(Ω1) = 1, et ∀ω ∈ Ω la

dérivée :

X ′t(ω) :=
d

dt
Xt(ω) := lim

h→0

Xt+h(ω)−Xt(ω)

h
, t ∈

◦
I. (2.5)

existe. L’application X ′t(.) : I × Ω1 → Rd est appelée la dérivée.

2. D’une manière analogue, on dit que le processus (Xt) admet une intégrale par chemin

sur I si l’intégrale
R
I Xt(ω)dt existe ∀ω ∈ Ω.

2.4.2 Équation différentiel aléatoire

Soit maintenant X : I × Ω → Rd un processus stochastique à valeurs dans Rd, avec

des trajectoires continues, et f : I × Rd × Ω→ Rd une fonction continue.

Définition 2.9. [15] Une équations différentielles ordinaire aléatoire sur Rd

dXt

dt
= f(t,Xt(ω),ω), Xt(ω) ∈ Rd, (2.6)

est une équation différentielle ordinaire non autonome (EDO)

x′ =
dxt
dt

= Fω(t,x), x = Xt(ω) ∈ Rd, (2.7)

pour presque tout ω ∈ Ω.

Définition 2.10. [15]

Un processus stochastique Xt défini sur l’intervalle I est appelé solution de l’équa-

tion différentielle aléatoire (2.6) si pour presque tout ω ∈ Ω, Xt(ω) est une solution de

l’équation différentielle ordinaire déterministe non autonome (2.7).
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Remarque 2.2. 1. Dans la suite, une solution de l’équation différentielle aléatoire

réfère à une solution ’pathwise’ au sens de la définition précédente.

2. Pour souligner la dépendance du processus stochastique avec les éléments de Ω, nous

écrivons parfois Xt(.).

2.4.3 Solution de l’équation différentielle aléatoire

Supposons que f : [0,T ]× Rd × Ω 7→ Rd une fonction continue, et on pose

Fω(t,x) := f(t,Xt(.),ω). Considérons le problème de valeur initiale (PVI) suivant :

dxt
dt

= Fω(t,x), x = Xt(ω) ∈ Rd, x(t0) = x0, x ∈ Rd. (2.8)

Une solution de PVI (2.8) est une fonction continuellement différentiable

x : [t0, T ] 7−→ Rd avec x(t0) = x0 tel que

d

dt
x(t) = Fω(t,x), pour tout t ∈ (t0,T ).

L’intégration de l’équation différentielle aléatoire (2.8) donne l’équation intégrale sui-

vante :

x(t) = x0 +
Z t

t0
Fω(s,x)ds, t ∈ [t0,T ]. (2.9)

Une solution de PVI (2.8) est donc une solution de l’équation intégrale (2.9). l’inverse

est également valable.

Définition 2.11. (Unicité de la solution)

La solution de (2.8) est dite unique sur I si pour deux processus arbitraires Xt et

Yt solutions par chemin"pathwise" du problème (2.8) alors Xt(ω) = Yt(ω), pour tout

(t,ω) ∈ I × Ω∗, avec Ω∗ ⊂ Ω, et P (Ω∗) = 1.

Remarque 2.3.

Signalons qu’une solution d’une équation différentielle aléatoire est un processus stochas-

tique défini sur un intervalle I défini indépendamment de ω.
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2.4.4 Exemple

Soit a(ω) une variable aléatoire distribuée suivant une loi exponentielle. L’équation

différentiel aléatoire :

X ′t = a(ω)X2
t , X0 = 1,

�
1
Xt

�t
t0

= [a(ω)]tt0 a une solution unique pour chaque ω ∈ Ω.

L’équation admet une solution unique définie par

X(t,ω) =
1

1− a(ω)t
.

Cependant, elle n’a pas de solution par chemin (pathwise solution) pour cette condition

initiale, car, la solution

X(t,ω) =
1

1− a(ω)t
.

de cette équation différentielle aléatoire n’existe que dans l’intervalle [0,(a(ω))−1] .

Ainsi, il n’y a pas d’intervalle commun J ⊂ [0.T ] tel que la solution existe pour presque

tout ω ∈ Ω. processus stochastique.

Lemme 2.4. (voir[8])

Une fonction continue x : [t0, T ] 7→ Rd vérifiant l’intégrale équation (2.9) est une

solution de PVI(2.8). En particulier, il est continuellement différentiable dans (t0, T ).

Preuve L’application t 7→ Fω(t,x(t)) est continu, car l’application t 7→ x(t) et

(t,x) 7→ Fω(t,x) sont continus. D’où le théorème fondamental de l’intégrale et le calcul

différentiel s’applique ici et donne :

d
dt

R t
t0
Fω(s,x(s))ds = Fω(t,x(t)) pour chaque , t ∈ (t0, T ).

Cela signifie que le côté droit de l’équation intégrale (2.9) est continuellement diffé-

rentiable Par conséquent, lorsque x(t) satisfait l’équation intégrale (2.9), il est également

différentiable et satisfaisant

d
dt
x(t) = Fω(t,x(t)) , pour chaque t ∈ (t0, T )
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Enfin, pour t = t0, l’équation intégrale se réduit à x(t0) = x0, donc x est une solution

de (2.8). �

2.4.5 Existence et unicité des solutions ’pathwise’

Théorème 2.5 (Théorème de Picard – Lindelöf). (voir[8])

Soit Fω : [t0, T ]× Rd 7−→ Rd une fonction continue sur un parallélépipède,

R := {(t,x) : t0 ≤ t ≤ t0 + a, |x− x0| ≤ b} et uniformément Lipschitz continue en x et

continue en t.

De plus, soit M un lié pour | Fω(t,x) | sur R et notons µ := min{a, b
M
}. Puis la valeur

initiale le problème (2.8) a une solution unique x∗ = x∗(t) sur [t0, t0 + µ].

Preuve Soit x0(t) = x0. Supposons que xk(t) a été défini sur [t0, t0 + µ], est continue et

satisfait |xk(t)− x0| ≤ b pour k = 0,..., n. Mettre

xn+1(t) = x0 +
Z t

t0
Fω(s,xn(s))ds. (2.10)

Alors xn+1(t) est défini et continu sur [t0, t0 + µ], puisque Fω(t,xn(t)) l’est. Également

il est clair que :

|xn+1(t)− x0| ≤
Z t

t0
|Fω(s,xn(s))ds| ≤Mµ ≤ b.

D’où x0(t), x1(t),. . . sont définies et continues sur [t0, t0+µ], et satisfont |x(t)−x0| ≤ b.

Il sera montré ensuite par induction que

|xn+1(t)− xn(t)| ≤ Mkn(t− t0)n+1

(n+ 1)!
, pour t0 ≤ t ≤ t0 + µ, n = 0, 1,... (2.11)

où k est une constante de Lipschitz pour F dans sa composante x.

Tout d’abord, il est simple de voir que (2.11) est valable pour n =0. Supposons que (2.11)

vaut pour 1,..., n− 1. Par (2.10), pour n ≥ 1 :

xn+1(t)− xn(t) =
Z t

t0
[Fω(s,xn(s))− Fω(s,xn−1(s))]ds.
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Par conséquent, la condition de Lipschitz de F implique que

|xn+1(t)− xn(t)| ≤ k
Z t

t0
|xn(s)− xn−1(s)|ds

≤ Mkn

n!

Z t

t0
(s− t0)nds =

Mkn(t− t0)n+1

(n+ 1)!
.

ce qui prouve (2.11).Considérez maintenant

x(t) = x0 +
∞X
n=0

[xn+1(t)− xn(t)].

Il résulte de (2.11) que x(t) est uniformément convergent sur [t0, t0 + µ], c’est-à-dire,

lim
n→+∞

xn(t) = x∗(t) existe uniformément.

Puisque Fω(t,x) est uniformément continue sur R en raison de sa continuité et de ses

limites, il suit que FΩ(t,xn(t)) converge vers Fω(t,x∗(t)) uniformément sur [t0, t0 + µ]

lorsque n −→∞. Ainsi (2.10) peut être intégré terme par terme pour donner :

x∗(t) = x0 +
Z t

t0
Fω(s,x∗(s))ds,

c’est-à-dire que x∗(t) = lim
n→+∞

xn(t) est une solution de (2.7).

Pour prouver l’unicité, soit y(t) toute autre solution de (2.7) sur [t0, t0 + µ], alors

y(t) = x0 +
Z t

t0
Fω(s,y(s))ds,

et il résulte de l’induction que

|xn(t)− y(t)| ≤ Mkn(t− t0)n+1

(n+ 1)!
, t0 ≤ t ≤ t0 + µ, n = 0, 1,.... (2.12)

Laisser n −→ ∞ dans (2.12) donne immédiatement que |x∗(t) − y(t)| = 0, donc

y(t) ≡ x∗(t). �

Théorème 2.6 (Théorème d’existence de Peano). (voir[8])

Soit Fω : [t0, T ]× Rd 7−→ Rd une continuos sur un parallélépipède,
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R := {(t,x) : t0 ≤ t ≤ t0 + a, |x−x0| ≤ b} . En plus, soit M une borne supérieure pour

|Fω(t,x)| sur R et notons µ := min{a, b
M
}. Puis PVI (2.8) admet au moins une solution

x = x(t) sur [t0, t0 + µ].

Preuve Soit δ > 0 et x0(t) un vecteur d-dimensionnel continuellement différentiable

fonction valuée sur [t0 − δ, t0], vérifiant x0(t) = x0, |x0(t)− x0| ≤ b et

|x0(t)− x0(s)| ≤M |t− s| pour tout t,s ∈ [t0 − δ, t0].

Pour tout 0 < ε ≤ δ, définir une fonction xε(t) sur [t0 − δ, t0 + µ] par :

xε(t) =

8><
>:
x0(t), t ∈ [t0 − δ, t0],

x0 +
R t
t0
Fω(s,xε(s− ε))ds, t ∈ [t0,t0 + µ].

(2.13)

Notons que (2.13) définit une extension xε(t) de x0(t) de [t0 − δ, t0] à

[t0 − δ, t0 +min{µ,ε}] et satisfait à cet intervalle

|xε(t)− x0| ≤ b, |xε(t)− xε(s)| ≤M |t− s|. (2.14)

Par (2.13), xε(t) peut être étendu comme une fonction C0 sur [t0 − δ, t0 + min{µ,2ε}]
donc il satisfait (2.14).

En poursuivant ainsi, (2.13) sert à définir xε(t) sur [t0− δ, t0 + µ] tel que xε(t) est une

fonction C0 sur [t0 − δ,t0 + µ] et satisfait (2.14).

Il s’ensuite que de fonctions, xε(t)0<ε≤δ est équicontinue. Par conséquent, par le théorème

1.2 de sélection d’Arzelà, il existe une suite ε1 > ε2 > ...., telle que εn → 0 comme n→∞
et

lim
n→∞

xεn = x(t) existe uniformément.

sur [t0 − δ,t0 + µ]. Par la continuité uniforme de Fω, il s’ensuite que Fω(t,xεn(t− εn))

converge vers Fω(t,x(t)) uniformément lorsque n → ∞. Donc en intégrant (2.13) avec

ε = εn terme par terme donne

x(t) = x0 +
Z t

t0
Fω(s,x(s))ds,

c’est-à-dire que x(t) est une solution à PVI (2.8). �
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2.4.6 Exemple

Soit Ω∗ ⊂ Ω tel que Ω∗ /∈ F . pour tout ω ∈ Ω, la fonction

X∗t (ω) =

8><
>:

0, ω ∈ Ω∗,

1
4
t2, ω ∈ Ω \ Ω∗.

est une solution sur [0,+∞) de l’équation différentielle aléatoire

x′ =
È
|x| avec la condition initiale X0(ω) = 0

Cependant, X∗t n’est pas un processus stochastique et donc n’est pas une solution

(pathwise) de l’équation.
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Chapitre 3
Application : Résultat d’existence de

solutions d’équation différentielle d’ordre

fractionnaire aléatoire :

3.1 Introduction :

On considérons le problème de valeur initiale :

8><
>:
Dαx(t,ω) = f(t, x(t,ω),ω)

x(0,ω) = x0(ω)
(3.1)

où x0 est un vecteur aléatoire, Dα est la dérivée fractionnaire de Caputo de x par

rapport à la variable t ∈ [0,T ] avec T > 0, et f : [0,T ]× Rm × Ω 7→ Rm est une fonction

donnée. Dans ce qui suit, supposons que :

H1. La fonction (t,x) 7→ f(t,x,ω) est continue pour p.s ω ∈ Ω,

H2. La fonction ω 7→ f(t,x,ω) est mesurable pour chaque (t, x) ∈ [0,T ]× Rm,

H3. Il existe y0 ∈ Rm tel que x0(ω) ∈ B̄(y0,l) pour p.s ω ∈ Ω, où

B̄(y0,l) := {x ∈ Rm; ‖x− x0‖ ≤ l}.

H4. Il existe K > 0, l > 0 et x0 ∈ Rm tels que :
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‖f(t, x,ω)‖ ≤ K,

pour tout (t, x) ∈ [0, T ]× B̄(y0,l) et pour p.s ω ∈ Ω.

Définition 3.1.

Une fonction mesurable x : [0, T ] × Ω 7→ Rm est dite une solution (Pathwise) pour le

problème (3.1) si :

a. x(.,ω) est continue sur [0, T ] pour p.s ω ∈ Ω.

b. x(t,ω) satisfait (3.1) pour p.s t ∈ [0, T ] et p.s ω ∈ Ω.

Corollaire 3.1. (voir[9])

Si (t,ω) 7→ f(t,x(t,ω),ω) est mesurable et t 7→ f(t,x(t, ω),ω) est Lebesgue intégrable

sur [0, T ] pour p.s ω ∈ Ω, alors par (1.7) et (1.8), on observe que x : [0, T ]× Ω 7→ Rm est

une solution pour (3.1) si et seulement si

x(t,ω) = x0(ω) +
Z t

0
gα(t− s)f(s, x(s,ω),ω)ds. (3.2)

pour tout t ∈ [0,T ] et pour p.s ω ∈ Ω.

Remarque 3.1. On peut considérer l’équation différentielle aléatoire (3.1) comme une

famille (par rapport au paramètre ω) d’équations différentielles déterministes, à savoir

8><
>:
Dαx(t,ω) = f(t, x(t,ω),ω)

x(0,ω) = x0(ω)
(3.3)

En général, il n’est pas correct de résoudre chaque problème (3.3) pour obtenir les

solutions de (3.1).

3.2 Résultat d’existence locale

Théorème 3.2. (voir[9])

Soit f : [0,T ] × Rm × Ω 7→ Rm une fonction donnée, et soit x0 : Ω 7→ Rm un vecteur

aléatoire. Si (H1)-(H4) vérifié, alors le problème (3.1) admet au moins une solution sur

[0, a] pour tout a ≤ T convenable.
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Preuve Définissons la suite xn(t,ω) par x1(t,ω) = x0(ω), et

xn(t,ω) = x0(ω) +
Z t

0
gα(t− s)f(s,xn−1(s,ω),ω)ds, n ≥ 2,

pour tout t ∈ [0,T ] et pour p.s ω ∈ Ω.

Puisque par (H1) et (H2), (t,ω) 7→ Iαx(t,ω) est une fonction Carathéodory(voir[10]),

il s’ensuite que pour chaque n ≥ 1, (t,ω) 7→ xn(t,ω) est également une fonction Carathéo-

dory.

Choisissez 0 < a ≤ T tel que Kaα

Γ(α+1)
≤ l

2
. Ensuite nous avoir

‖xn(t,ω)− x0(ω)‖ ≤
Z t

0
gα(t− s)‖f(s,xn−1(s,ω),ω)‖ds

≤ K

Γ(α)

Z t

0
(t− s)α−1ds ≤ Kaα

Γ(α + 1)
≤ l

2
.

pour tout t ∈ [0,a] et pour p.s ω ∈ Ω . Ainsi, xn(t,ω) ∈ B̄(y0,l) pour tout t ∈ [0, a] et

pour p.s ω ∈ Ω .

Soit ε > 0. Si on choisit σ > 0 tel que σα ≤ εΓ(α+1)
2K

, alors pour chaque s,t ∈ [0, a] avec

0 < t− s < σ on a que

‖xn(t,ω)− xn(s,ω)‖ ≤ K

Γ(α)

Z s

0
[(s− τ)α−1 − (t− τ)α−1]dτ

+
K

Γ(α)

Z t

s
(t− τ)α−1dτ ≤ 2K

Γ(α + 1)
(t− s)α < ε,

pour p.s ω ∈ Ω. Il s’ensuite que la famille {xn(.,ω)} est équicontinue. et uniformément

borné, donc par le théorème (1.2), {xn(.,ω)} est un sous-ensemble relativement compact

de Ca := C([0, a],Rm) pour p.s ω ∈ Ω.

Maintenant par le théorème 1.9, xn ⊂ R(Ω,C) est ρ-relativement compact. Ainsi xn
a une sous-séquence ρ-Cauchy. De plus par le théorème 1.8, nous pouvons construire une

suite yn ⊂ R(Ω,C) et x ∈ R(Ω,C) tels que ρ(xn, yn) = 0 et yn(.,ω) → x(.,ω) pour p.s

ω ∈ Ω.

Ensuite, nous montrons que x (.,.) est une solution de (3.1).Depuis, pour t ∈ [0, a]

fixe, la fonction x → f(t, x, ω) est continue pour p.s ω ∈ Ω, alors il s’ensuite que
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f(.,yn(.,ω),ω) → f(.,x(.,ω),ω) pour p.s ω ∈ Ω. Par conséquent, pour tout ε > 0, il existe

un n0 ≥ 1 tel que

d(f(., yn(,ω),ω),f(., x(.,ω),ω)) ≤ εΓ(α + 1)

aα
,

pour tout n ≥ n0 et pour p.s ω ∈ Ω. Ensuite, nous avons cela






Z t

0
gα(t− s)f(s,yn(s,ω),ω)ds−

Z t

0
gα(t− s)f(s,x(s,ω),ω)ds






≤
Z t

0
gα(t− s)‖f(s,yn(s,ω),ω)ds− f(s, x(s,ω),ω)‖ds

≤
Z t

0
gα(t− s)d(f(., yn(.,ω),ω), f(., x(.,ω),ω))ds

≤ 1

Γ(α)
(t− s)α−1 εΓ(α + 1)

aα
ds ≤ ε,

C’est

lim
n→∞

Z t

0
gα(t− s)f(s, yn(s,ω),ω)ds =

Z t

0
gα(t− s)f(s, x(s,ω),ω)ds,

pour tout t ∈ [0,a] et pour p.s ω ∈ Ω Il s’ensuite que

x(t,ω) = lim
n→∞

yn(t,ω) = lim
n→∞

�
x0(ω) +

Z t

0
gα(t− s)f(s,yn−1(s,ω),ω)ds

�

= x0(ω) +
Z t

0
gα(t− s)f(s, x(s,ω),ω)ds,

pour tout t ∈ [0, a] et pour p.s ω ∈ Ω.

Par conséquent x (.,.) est une solution de (3.2), et donc une solution de (3.1). �

3.3 Solution maximale et existence globale

Définition 3.2. (Solution maximale)

Soit r(.,.) : [0, T ) × Ω 7→ R un processus de solution (pathwise) d’équation différentielle
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aléatoire sur [0, T ) :

8><
>:
Dαu(t,ω) = g(t, u(t,ω),ω),

u(0,ω) = u0(ω),
(3.4)

Alors r(.,.) est dit processus de solution maximale (3.4) sur [0, T ) si, pour toute solution

(pathwise) de (3.4) sur [0, T ), l’inégalité u(t,ω) ≤ r(t,ω) est vérifiée.

Définition 3.3.

Un processus aléatoire mesurable x : [0, T ) × Ω 7→ R est dit localement absolument

continue (sample locally absolutely continuous), Si la fonction t→ x(t,ω) est localement

absolument continu pour p.s ω ∈ Ω.

Lemme 3.3.

Soit v, u : [0, T ) × Ω 7→ R localement absolument continu (sample locally absolutely

continuous), et supposons que la fonction g : [0, T )×R×Ω 7→ R satisfait (H1) et(H2) Si :

a. Dαv(t,ω) ≤ g(t,v(t,ω),ω),

b. Dαu(t,ω) ≥ g(t, u(t,ω),ω),

pour p.s t ∈ [0, T ) et p.s ω ∈ Ω, et l’une des inégalités est stricte, alors v(0)<u(0) implique

que :

v(t,ω) < u(t,ω), (3.5)

pour p.s t ∈ [0, T )et p.s ω ∈ Ω.

Preuve Soit J0 ⊂ [0, T ) tel que λ(J0) = 0, (a) et (b) vérifier pour tout t ∈ [0, T )�J0 et

p.s ω ∈ Ω.

Supposons que la conclusion (3.5) ne soit pas vraie. Aussi supposons que l’inégalité (b)

est stricte. Alors il existe un t ∈ [0, T )�J0 tel que v(τ,ω) = u(τ,ω) pour p.s ω ∈ Ω, et

v(t,ω) ≥ u(t,ω), 0 ≤ t ≤ τ , ω ∈ Ω. Alors pour h > 0, on avoir :

v(τ,ω)−v(τ−h,ω)
h

≥ u(τ,ω)−u(τ−h,ω)
h

pour p.s ω ∈ Ω,

Il s’ensuite que v′(τ,ω) ≥ u′(τ,ω) pour p.s ω ∈ Ω, et donc Dαv(τ,ω) ≥ Dαu(τ,ω) pour

p.s ω ∈ Ω. En utilisant (a) et (b), nous obtenons que :
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g(τ,v(τ,ω),ω) ≥ Dαv(τ,ω) ≥ Dαu(τ,ω) > g(τ,u(τ,ω),ω), pour p.s ω ∈ Ω

C’est une contradiction puisque v(τ,ω) = u(τ,ω) pour p.s ω ∈ Ω . D’où v(t,ω) < u(t,ω)

pour p.s t ∈ [0, T ) et p.s ω ∈ Ω. �

Théorème 3.4. (voir[9])

Supposons que g : [0, T ] × R × Ω 7→ R satisfait (H1)-(H4) et que la fonction u →
g(t, u,ω) est un non décroissant pour t ∈ [0, T ] fixé et p.s ω ∈ Ω.

Alors le problème (3.4) a une solution maximale sur [0, a] pour un convenable a < T .

Preuve Soit 0 < ε < l/2. Considérons l’équation différentielle aléatoire d’ordre fraction-

naire suivante :

8><
>:
Dαu(t,ω) = gε(t, u(t,ω),ω)

u(0,ω) = u0(ω) + ε
(3.6)

où gε(t, u(t,ω),ω) = g(t, u(t,ω),ω) + ε et u0(ω) ∈ B̄(x0,
l
2
).

Il est facile de voir que gε satisfait (H1) - (H4) avec K remplacé par K+ l
2
. Puis par le

théorème 3.2, l’équation différentielle fractionnaire aléatoire (3.6) a une de solution uε(.,ω)

sur [0, a] pour certains a ∈ (0, T ].

Soit {εn} une suite strictement décroissante telle que 0 < εn ≤ ε pour tout n ≥ 1 et

lim
n→∞

εn = 0. Aussi pour chaque n ≥ 1, soit uεn(.,.) solution de

8><
>:
Dαuεn(t,ω) = gεn(t,uεn(t,ω),ω)

uεn(0,ω) = u0(ω) + εn

(3.7)

Cela implique que uεn(0,ω) > uεn+1(0,ω) et

Dαuεn+1(t,ω) = gεn+1(t,uεn+1(t,ω),ω) = g(t,uεn+1(t,ω),ω) + εn+1

< g(t,uεn+1(t,ω),ω) + εn = gεn(t,uεn+1(t,ω),ω).

Alors du Lemme 3.3, il s’ensuite que uεn+1(t,ω) < uεn(t,ω) pour tout t ∈ [0, a] et p.s

ω ∈ Ω.
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Puisque la famille de fonctions {uεn(.,.)} est équicontinue et uniformément borné, alors

la limite uniforme r(t,ω) = lim
n→∞

uεn(t,ω) existe sur [0, a] pour p.s ω ∈ Ω.

Ensuite, nous montrons que r(.,.) est une solution de (3.4).

Il est évident que r(0,ω) = u0(ω). Puisque u 7→ g(t,u,ω) est un fonction continue pour

fixé t ∈ [0, a], alors lim
n→∞

gεn(t,uεn(t,ω),ω) = g(t, r(t,ω),ω) p.s sur [0, a]. Comme dans la

preuve de Théorem 3.2, on peut montrer que

lim
n→∞

Z t

0
gα(t− s)g(s,uεn(t,ω),ω)ds =

Z t

0
gα(t− s)g(s,r(s,ω),ω)ds,

pour tout t ∈ [0, a] et pour p.s ω ∈ Ω. Il s’ensuite que

r(t,ω) = lim
n→∞

uεn(t,ω) = lim
n→∞

[u0(ω) +
Z t

0
gα(t− s)g(s,uεn(s,ω),ω)ds]

= u0(ω) +
Z t

0
gα(t− s)g(s, r(s,ω), ω)ds,

pour tout t ∈ [0, a] et p.s ω ∈ Ω.

Par conséquent, r(.,.) est une solution de (3.4).

Maintenant nous montrons que r(.,.) est la solution maximale de (3.4) Pour cela,

soit u(.,.) une solution quelconque de (3.4), d’après le lemme 3.3. On a que u(t,ω) <

uεn(t,ω) pour tout t ∈ [0, a] et p.s ω ∈ Ω. Il s’ensuite que u(t,ω) ≤ lim
n→∞

uεn(t,ω) = r(t,ω)

uniformément sur [0, a], et le théorème est prouvé. �

Corollaire 3.5.

Supposons que g : [0, T )× R× Ω 7→ R satisfait aux hypothèses de Théorème 3.4, et que

r(.,.) est une solution maximale d’échantillon de (3.4) sur [0, T ).

Laisser v ∈ C([0, T ), R(Ω,R)) soit tel que v(0,ω) ≤ u0(ω) pour p.s ω ∈ Ω. et Dαv(t,ω) =

g(t,v(t,ω),ω) pour p.s t ∈ [0, a] et p.s ω ∈ Ω. Alors v(t,ω) ≤ r(t,ω) p.s t ∈ [0,a] et p.s

ω ∈ Ω.

Preuve Si u(.,.) est un solution de (3.6) pour ε > 0 suffisamment petit, alors par Lemme

3.3, on a v(t,ω) ≤ u(t,ω) pour p.s t ∈ [0,a] et p.s ω ∈ Ω. Depuis lim
n→∞

uε(t,ω) = r(t,ω) un

intervalle très fermé contenu dans [0, T ), preuve est complète. �
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3. APPLICATION : RÉSULTAT D’EXISTENCE DE SOLUTIONS D’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE ALÉATOIRE :

Théorème 3.6. Suppose que :

i f : [0, T )× Rm × Ω 7→ Rm satisfait (H1)-(H4)

ii g : [0, T )× R× Ω 7→ R satisfait les hypothèses du théorème 3.4

iii u(t,ω) ≡ 0, pour p.s ω ∈ Ω, est la solution unique d’équation différentielle fractionnaire

aléatoire.

Dαu(t,ω) = g(t,u(t,ω),ω), u(0,ω) = 0, (3.8)

existant sur [0, a] pour un a < T convenable,

iv f(t, x,ω) − f(t, y,ω) ≤ g(t, x − y,ω) pour tout (t, x), (t, y) ∈ [0, a] × B̄(x0,ρ) et p.s

ω ∈ Ω.

Alors l’équation différentielle fractionnaire aléatoire (3.1) a une solution unique sur [0, a].

Preuve De (i) et du théorème 3.2, il s’ensuite que (3.1) a une solution.Soit x(.,.) et y(.,.)

deux solutions de (3.1) sur [0, a], et soit v(t,ω) := ‖x(t,ω)− y(t,ω)‖ pour t ∈ [0, a] et p.s

ω ∈ Ω.

Alors v(t,ω) est un échantillon absolument continu (sample locally absolutely continuous)

et, en utilisant (iv),on a

Dαv(t,ω) ≤ ‖Dαx(t,ω)−Dαy(t,ω)‖

= f(t,x(t, ω),ω)− f(t, y(t,ω),ω) ≤ g(t,v(t,ω),ω),

pour p.s t ∈ [0, a] et ω ∈ Ω.

Puisque v(0,ω) = 0 pour p.s ω ∈ Ω, puis par Corollaire 3.5, on a v(t,ω) ≤ r(t,ω) pour

p.s t ∈ [0, a] et ω ∈ Ω, où r(t,ω) est le maximum processus de solution de (3.8). Par

conséquent, en utilisant (iii), il s’ensuite que v(t,ω) ≡ 0 sur [0, a], pour p.s ω ∈ Ω. Ainsi,

la preuve du théorème est complète. �

Exemple 3.1. Soit (Ω,F ,P) un espace probabilité de mesure complet. Considérez un

problème de valeur initiale de la forme :
8><
>:
D1/2x(t,ω) =

√
πx(t,ω), t ∈ [0,∞),

x(0,ω) = K(ω),
(3.9)
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3. APPLICATION : RÉSULTAT D’EXISTENCE DE SOLUTIONS D’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE D’ORDRE
FRACTIONNAIRE ALÉATOIRE :

où K : Ω 7→ (0,∞) est une variable aléatoire. Il est facile de montrer que, pour chaque

ω ∈ Ω,

x(t,ω) = K(ω)√
1−(K(ω))2t

.

est une solution de (3.9) sur l’intervalle [0, 1/(K(ω))]. Choisissons un a > 0 tel que

Ω�K−1(0, 1/
√
a) 6= ∅.

Puisque

Ω = K−1((0,∞)) = K−1((0, 1/
√
a)
S
K−1([1/

√
a,∞)),

il s’ensuite que

P(1/(K(ω))2 > a) = 1− P(1/(K(ω))2 ≤ a) < 1.

Par conséquent, toutes les solutions x(∆,ω) ne sont pas bien définies sur un intervalle

commun [0, a).
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Conclusion

L’objectif principal de ce mémoire à été de donner quelques notions générales et dé-

finition des équations différentielle ordinaire aléatoire et aussi donner la définition d’une

solution par échantillon (pathwise solution) d’équations différentielle ordinaire aléatoire.

L’existence et l’unicité d’une classe d’équation différentielle ordinaire aléatoire. l’exis-

tence de la solution locale, globale et maximale a été démontré en utilisant les théorèmes

de point fixe de Picard – Lindelöf et le Théorème d’existence de Peano.

Nous avons donné une application pour l’existence et l’unicité de la solution d’une

équation différentielle aléatoire d’ordre fractionnaire.
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