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Notations générales

A

X

X/

| |x
B(X,Y)
I-l5xv)
D(A)

Opérateur.

Espace de Banach.

Espace dual de X.

La norme muni de I'espace de Banach X.

L’espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
La norme des opérateurs .

Le domaine de I'opérateur linéaire A.

L’ensemble résolvant de A.

Le spectre de A.

Graphe de A.

La résolvante de A.

L’ensemble {\ € C/Re\ > w} pour w > 0.
L’approximation généralisé de Yosida de I'opérateur A.
Probléme homogéne de Cauchy.

Probléme non homogene de Cauchy.
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Introduction générale

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en autre,
Iisomorphisme fondamental algébrique et topologique entre le groupe topologique additif
des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des nombres réels strictement
positifs, on peut constater que la fonction t — €', a € R, est une solution réel continue
de I'équation fonctionnelle de Cauchy f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1.
Cette équation a été étudiée par beaucoup de mathématiciens commencant avec Cauchy
méme. D’autre part, il est trés bien connu que la fonction exponentielle t — e'® est la
solution unique sur R de I'équation différentielle v = au avec la condition initiale u(0) = 1.
L’importance des fonctions exponentielles a connu une grande croissance aprés ’année
1888, quand le grand mathématicien Giuseppe Peano a eu l'inspiration d’écrire la solution
du probléme de Cauchy vectoriel

(W = Au
Luo—1
ol A est une matrice quadratique, sous la forme

t%etA:ZtA

n=0

n!

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X' = AX, ou A est
un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour solution fondamentale
la fonction exponentielle t — e, A € B(X).

Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modéle général dans le cadre

des algebres de Banach abstraites. Plus précisément, si B est une algébre de Banach avec
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I'unité I et a € B, alors la fonction

Rot—eteB

ta
et =3
= n!
est dérivable et elle est I'unique solution du probléme de Cauchy

( u = au
iU(O)—I,

Compte tenu de I'unicité des solutions du probléme de Cauchy, il en résulte que la fonction
f(t) = e satisfait sur R a I'équation fonctionnelle de Cauchy. Le probléme réciproque de
savoir si les solutions de I’équation fonctionnelle de Cauchy sont des solutions pour les
équations différentielles linéaires de premier ordre u' = au, s’est avéré étre plus difficile,
mais il a été résolu par Nathan et Yosida . Donc la double caractérisation de la fonction
exponentielle par I'équation fonctionnelle de Cauchy et par I’équation différentielle linéaire
de premier ordre a été établie pour le cas général des algebres de Banach abstraites. Ces
caractérisations importantes ont sugéré I'idée d’étudier les équations différentielles linéaires
du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle. De cette
maniére est apparu la nécessité de considérer les équations différentielles vectorielles de
premier ordre u' = Au otl A n’est pas un opérateur de 'algébre de Banach des opérateurs
linéaires bornés B(X), mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach
X. La définition d’une fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été
réalisée par l'introduction des semi-groupes de classe Cy . Mais, dans ce cas-la, I’équation

fonctionnelle de Cauchy se référe aux fonctions
[00,0) 5t — T(t) € B(X)

avec T'(0) = I, satisfaisant la relation T'(t + s) = T'(t)T(s) et qui sont fortement continues,
c’est-a-dire ayant la propriété

lIimT(t)x =z

t—0

pour tout x € X.
Dans cet esprit, le mémoire est divisé en trois chapitres :

-Premier chapitre
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Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche et
étudie théorie des semi-groupes a un parametre d’opérateurs linéaires bornés.
-Deuxiéme chapitre

Ce chapitre on expose les théoremes de Hille-Yosida et Lumer-Philips.

-Troisieme chapitre

Dans ce chapitre nous allons étudier en détails le probléme abstrait de Cauchy, en appliquant
les résultats des chapitres précédents. Dans un premier temps nous allons étudier le
probléme homogene et le probléeme non homogeéne, et par I’'occasion nous donnons quelques
applications illustratives a la théorie des équations aux dérivées partielles. Ensuite nous

allons étudie le probléme d’évolution non linéaire.




Chapitre

Semi-groupes de classe Cj

Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche,
étudie la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach

en particulier les Cy-semi-groupes .

Définition 1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la

distance associé o la norme.

Définition 1.2 Soit X un espace normé sur K = C ou R. On appelle dual (topologique)
de X et on note X' l'espace X' = B(X,K), cet espace est complet.

Soient X, Y deux espace vectoriels normés.

Définition 1.3 Un opérateur linéaire A de X dans Y est une application linéaire définie
sur un sous-espace vectoriel D(A) C X d valeur dans' Y. D(A) est appelé le domaine de
lopérateur A.

On dit que A est a domaine dense si D(A) = X.

Définition 1.4 Soient X et Y deux espace de banach, on dit que A : D(A) C X =Y est
borné s’il exist une constante ¢ > 0

telle que
| Az |y< c|x|x, Vo€ D(A).

Dans le cas contraire, c-a-d ¥Ye > 0 on a | Az |y> ¢ | x |x Yo € D(A), on dit que

4



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

A:D(A) C X =Y est non-borné.
On désigne par B(X,Y') l'espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

B(X,)Y) est dit espace des opérateurs bornés.

on pose B(X) = B(X,X) .

Définition 1.5 [/1] L’ensemble p(A) = {\ € C \I—A : D(A) — X est un opérateur bijectif}

s’appele I’ensemble résolvant de A.
Définition 1.6 L’application
R(.,A): p(A) — B(X)

A= RN A) = (A — A7, YA € p(A)

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1 [/1] La résolvante d’un opérateur linéaire A € B(X), a les propriétés

sutvantes :

1. Si X, pe€ p(A) ,alors
RO\ A) — R, A) = (4 — \RO, A)R(s, A).

2. SixeCet|N|>| A alors A € p(A) et nous avons

[ee] An
R(MNA) = ,12::() ISR
3. Nous avons
dn
WR()\’A) = (=1)"n!R(\, A" ¥Yn € N* et X € p(A).

Définition 1.7 L’ensemble oc(A) = C — p(A) s’appelle le spectre de A .

Proposition 1.2 [11] Soit A € B(X). Alors :
1. 0(A) # @

2. 0(A) est un ensemble compact .




1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Définition 1.8 [7/1] Pour un opérateur linéaire A € B(X), le nombre

r(A) = sup | A
A€o (A)

s’appelle le rayon spectral deA.

Théoréme 1.1 (Banach-steinhaus) [2/ Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit
(T3)ier une famille ( non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires bornés de X
dans Y .
On suppose que :
sup | Tix |y < o0
iel
alors

sup || T; [|L(x,y)< 00
el

Autrement dit il existe une constante ¢ > 0 telle que :
| Tix |y<cl|lzl|x, VeeX, Viel.

Définition 1.9 (Opérateur fermé) Soient X etY deux espaces de Banach, On dit
qu’un opérateur A est fermé si le graphe de A, noté G(A) = {(x,Azx) : v € D(A)} est
fermé dans X x Y.

Proposition 1.3 [3] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour toute suite (z,,)n>0
d’élément de D(A) telle que x, - © € X et Ax,, — y € X, on a alors x € D(A) et
Ax =y.

Théoréme 1.2 (Théoréme du graphe fermé).[2] Soient X et Y deux espaces de
Banach, soit A un opérateur linéaire de X dans Y. Si le graphe de A noté G(A) =

(x,Az) : x € X est fermé dans X X Y, alors A est continue.

Lemme 1.1 [3] Soit f : [a,b] = X une fonction continue, alors :

a+t

liml/f(s)ds:f(a).

t—0 ¢




1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Preuve Pourt#0ona:

a+t 1 a+t
IIf/f Jis = f@) | =11 3 [ (7(6) = faas |
1 a+t
< x sup | f(s) ||></ds
t s€la,a+t]
1
< x swp | ()~ f(a) | xt
s€la,a+t]
= sup || f(s) = f(a) |
s€la,a+t]
La continuité de f nous permet de conclure. U

Lemme 1.2 Si A€ B(X) et || A||< 1 alors [ — A est inversible et (I — A)~t =300 A™.

Preuve Soit Yn=1+ A+ A%+ ...+ A" Alors :

Par conséquent, (Y,)nen est une suite de Cauchy. Mais B(X) est une algebre de Banach.
La suite (Y},)nen est donc convergente. Notons Y € B(X) sa limite. De 'égalité

(I — A)Y, =1— A" il résulte que nh_)rgo([ —A)Y, =1,dou ({ — A)Y =1 . Nous
obtenons Y (I — A) = I de fagon analogue. Finalement, on voit que I — A est inversible et

que (I —A)~t =30 A" O

1.1 Semi-groupes uniformément continue

Nous présonterons quelques notions concernant les semi-groupes uniformément continus

d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X.

Définition 1.10 Soit X est un espace de Banach. Une famille {T(t)}i>o d’opérateurs
linéaires bornés de B(X) est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

1. T(0) =1 (ou I est l'opérateur identité de X ),

2. T(t+s)=T{)T(s), Vts=>0.

Définition 1.11 Un semi-groupe {T'(t)}i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit un

semi groupe uniformément continu sur X i :

lim ||T(t) — I|| = 0.

t—0t




1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Définition 1.12 On appelle le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément

continu {T'(t) }+>0 l'opérateur linéaire :

A: X = X

A:hmm.

t—0

Lemme 1.3 [3] Soit A € B(X), alors {e!4}y>q est un semi groupe uniformément continue

d’opérateurs linéaires bornés sur X dont la générateur infinitésimal est A.

Preuve Soit A € B(X), et t — T'(t) € B(X), Vt > 0, est une application définie par :

00 kAk
T(h) ==y -
i N

La série du membre de droite de I'égalité est convergente pour la topologie de la norme
de B(X), De plus il est évident que T/(0) = e(®4) = [ et Vt,s > 0, T(t + 5) = e(t+94 =
edest = T(1)T(s).

On a :

t’fA’f
Z

k=0

|55

I7(t) = I =

|

> 1

HAHk
k!
= A

— 1+
kzl k!
—Z

IA
Mg

B
Il

1

-1

k
t HAH _ oAl v > o,

Il en résulte que

lim | 7(2) — 1] = 0.

Donc la famille {e*1};5¢ est un semi groupe uniformément continue.
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Montrons que A est le générateur infinitésimal de cette semi groupe

| =

H T(t)—1I

_ AH o LT . tA)H

1 00 k;Ak:
gt i)

1 tk k
= (I+tA+Z—I—tA)H

P
N

1
1+t)|A
g tAl+ 2 =5

1, th Al
;(Z k!

k=0
1
S 1y A)

| /\

1 —1[|A]])

IN

— 1 —t[|Al)

IN

otlAl _

< A A
< (S 1N = 141

donc
ethAll —

lim ———— A All=0
nous obtenons que

T(t)_I—A:O.

lim
t—0

Donc {T'(t)}+>0 est un semi groupe de générateur infinitésimal A. O

Lemme 1.4 [3] Soit A un opérateur de B(X). Il existe un unique semi-groupe uniforme-

ment continue {T(t)}i>o tel que T(t) = e ayant pour générateur l'opérateur A.

Preuve Soit A € B(X), alors il existe un semi groupe uniformément continu {7(t) };>0
engendré par A.

Si {S(t)}+>0 est un autre semi groupe uniformément continu engendré par A, alors

LOL — A et limy g % =A
T(H)-1 S

nous avons : limy_,q

| = timeo [ = 0

Par conséquent : hmH H
Soit @ > 0 fixé. Comme {T( ) }eso et {S( ) H>0 sont des semi groupes uniformément

continus, alors les applications ¢t — ||T'(¢)| et t — ||S(t)|| sont continues. Il existe alors




1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

une constante C, > 0 tel le que SuPte[o,a]<HT(t)H HS( ) < Ca
H T(t);S(t) H _ H T(tz—l . S H

Pour t > 0, on a
Soit € > 0. ce qui implique qu’il existe o > 0 tel que pour 0 < t < o, on ait
i b

Ce qui entraine alors que pour 0 <t <o,ona:

€
2aC,

T(h) — S(h) T(h)—1 S(h) —1
[ < A P A
< €
~— aC,

Soit ¢ € [0,a] arbitrairement fixé et n € N* tels que £ < . alors :

I7(6) = S0 = | ST = §2)50:) = Tl = DD+ D]
< 5 [ =008 = 7o - k- D D5 )|
< kz_;: T((n—k — 1);)T(;)S(k;) —T((n—k - 1);)5@7’;)5(2)“
5 oo e v sty
<c, ZQZYGZZ;_E;Q (onat e [0, a10r82<1)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors T'(t) = S(t), Vt € [0,a]. Mais puisque a > 0 est aussi
arbitraire, il s’ensuit que T'(t) = S(t), vVt > 0. O

Théoréme 1.3 [3] Un opérateur A : X — X est le générateur infinitésimal d’un semi-

groupe uniformément continue si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve o Soit A : X — X le générateur infinitésimal d’un semi groupe uniformément
continue {7'(t) }+>0 € B(X) alors lim;o||T(¢t) — I|| = 0.
L’application ¢ € [0, + 00) — T(t) € B(X) est continue, par suite [{ T'(s)ds € B(X),
donc avec le lemme 1.4 on voit que :

1 gt
lim- [ T(s)ds=T(0)=1.

t—0 t Jo

10



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Il existe 7 > 0 tel que H%f{ T(t)dt — IH < 1, donc avec le lemme 1.3 I’élément

L [7 T(t)dt est inversible alors il s’ensuit que [] 7'(¢)dt est inversible. Nous avons :

T(h;L_I/JTT(t)dt ]11[/< (t+ 1)~ T(h)) dt]

= / dt—— "T()dt

0

Nous obtenons

lim T@l_] [ Tt = tim [; / - 1 TT(t)dt}

h—s0+ 0 h—s0+ h
=T(r) - T(0)
=T(r)—1

Dot : limy, o 0L = [T(r) — 1) [J7 T(t)dt] ™"

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu
{T(t)}s0 est Vopérateur : A = [T(7) — I] [T T(t)dt] " € B(X).

e Cette implication est évidente coumpte tenu du lemme 1.4. O

Corollaire 1.1. Soit {T'(t) }+>0 un semi-groupe uniformement continue et A son générateur
infinitésimal, alors :
1. I existe w > 0 tel que [|T(t)|| <e“t Vt>0.
2. L’application t — T'(t) € B(X),Vt € [0,400) est différentiable pour la topologie
de la norme et dT(t =AT(t)=T()A, Vt>D0.

Preuve Nous avons ||T(t)|| = [|e*4| < eIl
Pour w > ||A]|, On obtient que ||T'(t)]| < €™, Vt >0

L’assertion 2 prvient des égalités suivantes :

Tt)—1 Tt)—T d
A =lim 7( ) = lim 7( ) 0)

=0 t t—0 t dt
Nous déduirons que I'application ¢t — T'(t) est dérivable au point ¢ = 0.
Soit t > 0 et h > 0, alors :

H T(t+h)—T(t)

2700

=L i

- — AT(t)

| TR) =Tl e

—A

bn\_/ DA\_/

11



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

et comme T(hT)_I — A quand t — 0 alors lir% HM AT(t H =0
H

, , L d+T

Par conséquent, 'application ¢ — T(t) est dérivable a droite et on a dt(t) = AT(t),
vVt >0

Soit t > 0et h <0 tel que t+ h > 0, alors :

Tt+h)—T(t I —T(—h
H R =T ) S A
T(—h)—1
< |PER=Earem)| i+ )
T(—h)—1
< (—h; AT(—h)| el
D’ou il vient que lim % AT(t).
h—0
Par conséquent, Papplication ¢ — T(t) est dérivable & gauche et on a % dj; = AT(t),
vVt >0
Donc cette application est dérivable sur [0, +00) et nous avons “% = AT'(t), Vt > 0
D’autre part, on a
T(h) - I
7(1)A = 7(1) Jim 70—
 lim T(t+h)—"T(t)
h—0 h
T - T()
h—0
= AT(t)
alors T'(t)A = AT'(t), Vt > 0. O

1.2 Semi-groupes fortement continue ou C)-semi-groupe

Définition 1.13 On appelle Cy-semi groupe ou semi-groupe fortement continue d’opéra-

teurs linéaires bornés sur X, un semi-groupe {T(t)};>0 vérifie la propriété suivante :

imT(t)x = z,Vx € X.

t—0

12



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Définition 1.14 On appelle le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe {T(t)}i>0

un opérateur A définie sur [’ensemble

T(t)r —
D(A) ={z € X,lim Tz existe}
t—0 t
par

Remarque 1.1. Puisque
T (t)x — x| < ||T'(t) — I||||x|| pour z € X et t >0

il en résulte que : les semi-groupes uniformement continues sont Cy-semi groupes. Mais, il

existe des Cy-semi groupes qui ne sont pas uniformement continues.

Exemple 1.1 Soit X = C[0,400) = {f : [0,4+00) = R; f est uniformément continue et borné}

avec la norme || flco,+00) = SUPaeo 400)|.f ()]

On définie sur X un opérateur linéaire par :
(Tt)f) ) = f(t+a),Vt >0 et a € [0, +00)

1. Montrons que {T'(t)}+>o est un Cy-semi groupe :
(1) (T(0)f)(e) = f(e),Var € [0, + 00).
donc T'(0) = 1.
(i1) Soit t,s > 0, Va € [0, +00),
T((t+s)f)(a) = f(t+ s+ a) (1.1)

et
(TOT(s)f) () =TA)f(s + ) = ft+ s+ a) = (Tt +s)f)(), (1.2)
de (1.1) et (1.2), on trowve (T'(t+s) f)(a) = (T (t)T(s)f)(a), Vo € [0, +00) t,s > 0.
(iii) On a
IT(@)f = fllowsoe) = sup |T(#)f(a) = fla)l= sup [f(t+a)— fla)]

a€[0,+00) a€(0,+00)

comme f est uniformement continue, alors :

| T(0)f — fllcto.soe = 0

Dot {T(t) }1>0 est un semi-groupe fortement continue.
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

2. Trouvons maintenent le générateur infinitésimal de {T'(t)}i>0
Soit A: D(A) C C[0,+00) — C|0,+00) le générateur infinitésimal de {T(t)}+>o0,
soit f € D(A)

Af(a) =lim = lim = f'(a) Va€|0,+0)

t— t t—0 t
donc D(A) C {f € C[0,4+00)/f" € C[0,+00)}.
Inversement, soit f' € C[0,+00) tel que f' € C[0,+00)
ft+a) = fa)

[TO7=5 ]y - ')
t Clo4o0)  @€[0F00) !
‘f(tJrai — fle) F(o)| = ‘[1f(7)]3+a - f/(a>‘
‘/O‘H )]dr
<t [ o
donce

a+t
< sup t/ a)ldr

0,+00) a€[0,+00)

< swp - /‘”t sup [f'(7) = f'(a)ldr

HT(t)f_f _f/
t o

a€[0,+00) o T7€[0,400)
1
<— sup sup |f'(7 !/ dr, [ eC[o
t a€l0,+00) TE[a,a+t]
< sup [f(7)— f'(a)|
TE o, a+1]
Tt f —
i | Tl <t s 1) = F@)
t—=0 t C[0,+00) t=0 TE[a,a+t]
Alors
T(t)f —
t—0 t C[0,400)

Donc ' € C[0,+00), Dot D(A) ={f € C[0,+0)/f" € C[0,+00)} et

Af(a) = f'(a), Ya € [0,00), Vf e D(A).
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

1.2.1 Propriétés des Cy-semi-groupes

Théoréeme 1.4 [5] Soit {T(t)}i>0 un Co-semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés. Alors :
1. Il existe T >0 et M > 1 tel que |T(t)|| <M Vte|0,7].
2. Il existe w € R et M > 1 tel que | T(¢)|| < Me™* V¥t > 0.

Preuve 1. Supposons que : pour V7 > 0 et M > 0, il existe t € [0,7] tel que
1T > M.
En particulier pour 7 = & et M = n € N* il existe t,, € [0,1], tel que ||T'(t,)|| > n,
donc la suite (||T'(¢,)]|)n € N* est non bornée alors d’aprés le théoréme de Banach
Steinhaus (1) la suite (||7(t,)zn]|)n € N* est non bornee pour tout x, € X, donc
il existe zo € X tel que (||T(t,)ol|)n € N* soit non bornee. Ce qui controdiut par
la definition : on a lim,, _o||T(tn)xo|| = ||xo|| (car (t, — 0 quand n — o). Donc
Ir > 0et M >0 tel que ||T(t)]] < M, Vt € [0,7].

2. Soit t quelconque tel que t =nr7+r,ne N, 7> 0,0 <r < 7 alors,

7@ =T (7 + )| = 1T (nr)T(r)]
= 17 () I ()l

= |7t r st DI

n fois
=TT
<M"M  (D'apres le théoréme 1.4)
< MernM
< Me 7 M

t —_r —r
S MeflnMe — In M (e = In M S 1)

Y

< Me(}lnM)t

Donc, on prend w = %ln M [l

Corollaire 1.2. Si {T'(t)}+>0 est un Cy-semi groupe, alors 'application t € [0, +00) —
T(t)x € X est continue sur [0, 4+00), Vz € X.
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Preuve Soient ¢y € [0,+00), h >0et z € X

Si ty < h, nous avons

1T (to + h)x = T(to)z|| < [T (to)[|[|T(h)x — Iz

donc

|T(to + h)x — T(ty)z|| < Me“™||T(h)x — Ix||

alors

lim [T (t + h)z = T(to)z|| = 0.

Si tg > h, nous obtenons :

|T(to — h)x — T(to)x|| < || T(to — )T (R)z — 2|
< Mew(to_h)HT(h)x — x|

donc

lim [ T(t — )& — T(to)a]| = 0.

D’ou la continuité de cette application est vérifiée. O]

Remarque 1.2. Si {T'(t)}+>0 est un Cp-semi groupe, alors avec le théoréme 1.4, on voit
qu'il existe w € R etM > 1 tel que | T(¢)|| < Me™, Vt > 0. Si w < 0 alors nous obtenons
1T ()| < Me®t < M, Vit > 0. Par conséquen on peut considérer que pour w > 0 on note
SG(M,w) I'ensemble des Cy-semi groupes {T'(t) }+>0 tels que : 3w > 0 et M > 1 tel que
|1T()| < Me*t, ¥t > 0.

Propriétés 1.1. Soit {T'(t) }1>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal, siz € D(A)
alors T'(t)x € D(A) et on a T'(t)Az = AT (t)z, Vt > 0.
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Preuve Soit x € D(A), alors pour tout t > 0, on a :

donc T'(t)x € D(A) et on a : T(t)Ax = AT (t)x,Vt > 0,Vz € D(A). O

Théoréme 1.5 Soit {T(t)}1>0 € SG(Mw) et A son générateur infinitésimal. Alors,
Uapplication t € [0, +00) — T(t)x € X est dérivable sur [0,400) pour tout x € D(A) et
nous avons :

1. EWy = T(t) Ax = AT (t)x,Vt > 0.

2. T()x —x = [T T(s)Axds,Vt > 0.

Preuve 1. Soient x € D(A), t > 0et h > 0. Alors :

< )| 7= s

—T(t)Ax

T+ h)x—T(t)x
[

T(h)x —x

h — Az

S Mewt

Par conséquent lim w =T(t)Ax, ¥t > 0. Donc d+§;(t)x =T(t)Ax.
t—0

D’autre part, soit t — h > 0, alors :

Pt =08 0] < e - | 2 —
< et | TOEZE gy e ()
< M) (HT(’“L);"—?C — Ax| + | T(h) Az — Axﬂﬂ)

Par suite lim "2 — 7(1) Az, V¢ > 0. Done “28z = T(t) Az, Vt > 0.
t—0

Il s’ensuit que l'application considérée dans ’énoncé est dérivable sur [0, +00),

Vo € D(A). De plus, %(t)x =T(t)Ax = AT (t)x, Vt > 0.

t
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2. Soit x € D(A), alors nous avons :

dja;(s)x =T(s)Ax,Vs € [0,t],t > 0.
s

D’ou
LaT(s)e = [ T(s)Axd
A S.T—[) S xras.

Donc
x—x—/ s)Axds, ¥t > 0.

Lemme 1.5 Soit {T(t)}i>0 est un Co-semi groupe, alors :

1 pt+h

lim — T(s)xds =T(t)x,Vo € X,t > 0.
h—0 t
Preuve On a
1 t+h 1 ft+h
I+ [ T()eds = T(0)all = |5 [ (T(s)a = T(t))ds|
h Jt h Jt
< sup [T(s)x /
s€[t,t+h]
= sup [[T(s)z —T(t)x|
s€[t,t+h]
Comme 'application t € [0, + c0) — T'(t)x € X, est continu on trouve le résultat. O

Propriétés 1.2. Soient {T'(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal.
Siz € X, alors [j T(s)zds € D(A) et on a I'égalité

A/ s)xds =T(t)x — z, ¥t > 0.

Preuve Soient x € X et h > 0, alors

T(h)—1 ft 1 gt 1t
WL [y = [ ¢ [T
. [) (s)xds h/ (s + h)xds (s)xds
t+h ed 1 tT ;
h/ w)xrdu — h/) (s)xds
t+h od 1 /b nd od
h/ w)zdu — h[) w)rdu — / u)zdu
t+h od 1 hT p
h/ w)zdu — h%) (u)xdu.
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE Cy

Par passage a limite pour h — 0 et compte tenu du lemme précédent, nous obte-

nons :A [I T(s)xzds = T(t)x — z,Vt > 0 et [{ T(s)xds € D(A) O

Théoréme 1.6 Soient {T'(t)}i>0 € SG(Mw) et A son générateur infinitésimal, alors :

1. D(A) = X.

2. A est un opérateur fermé.

Preuve 1. Soient x € X et t, > 0, n € N tel que nlg& t, = 0.
Alors z, = i forT(s)xds € D(A), Yn € N, d’ou dim 2, = lim = i Jor T(s)xds =

T(0)z = x. Par conséquent D(A) = X.

2. Soient (z,)neny C D(A) tel que nlg& T, = et nlLHgO Ax, =y . Alors
IT(s) Az, — T(s)yll < 1T (s)| Az — yl| < Me" || Az, — y||, Vs € [0,8].

Par suite :

T(s)Az — T'(s)y, pour n — +00

uniformément par rapport a s € [0,t]. D’autre part, puisque z,, € D(A), nous avons
t
T(s)x, —x, = / T(s)Az,ds,
0

d’ou
t
lim [T'(s)x, —x,) = lim [ T(s)Az,ds

n—00 n—oo Jq
ou bien,T'(s)x — z = [I T(s)yds.
Finalement, on voit que :

. T(s)x—x . 1 rt
11_1}1%7—%%¥ ; T(s)yds = y.

Par suite, z € D(A) et A(z) =y, d’ot, il résulte que A est un opérateur fermé. [

Théoréme 1.7 Soient {T(t)}i>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal et F €
B(X). Alors T'(t)F' = FT(t) pour tout t > 0 si et seulement si

FD(4) C D(A)

et
FAx = AFx,Nx € D(A).
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Théoréme 1.8 (I'unicité de ’engendrement) Soient deuz Cy semi groupes {T'(t)}i>o
et {S(t)}i>0 ayant pour générateur infinitésimal le méme opérateur A. Alors T(t) =

S(t),vt > 0.
Preuve Soient ¢t > 0 et x € D(A). Définissons "application

s € [0,t] > U(s)x =T(t—s)S(s)z.

Alors
d d d
TU(s)r = 2 T(t = 9)S(s)z + T(t — ) -S(s)
=—AT(t — s)S(s)x + T(t — s)AS(s)x
=0,Vx € D(A).

Par suite, U(0)z = U(t)z, pour tout x € D(A), d’ou T'(t)x = S(t)z, Vo € D(A) et t > 0.

Puisque D(A) = X alors T'(t),S(t) € B(X), pour tout ¢ > 0, il résulte que : T'(t)z = S(t)x,
YVt >0et z € X. Ou bien : T(t) = S(t), Vt > 0. O

1.3 (Cp-Semi groupe de contraction

Définition 1.15 Soit {T'(t)}1=0 un Coy -semi-groupe sur X.

1. {T(t) }s=0 est dit uniformément borné sur X s’il existe M > 1 telle que
1T ()] < M, ¥t = 0.

2. {T(t) }i=0 est dit un Cy -semi-groupe de contractions si | T(t)]| < 1,Vt > 0.
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Chapitre 2

Théoreme de Hille-Yosida

Dans la suite nous présentons un résultat important concernant les semi groupe de
classe Cy. Il s’agit le théoréme de Hille-Yosida qui donne une caractérisation pour les

opérateurs qui soit générateurs de Cy-semi groupe.

2.1 La transformé de Laplace d’un (| semi-groupe
Définition 2.1 Nous désignerons par A,, l’ensemble {\ € C/Re\ > w} pour w >0 .

Théoreme 2.1 Soient {T'(t)}1>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si A € A,

, alors l'application

Ry: X —> X

“+o0o
Ryx = / e MT(t)xdt
0
Définit un opérateur linéaire borné sur X, A € p(A) et Ryz = R(\, A)z pour tout x € X.

Preuve Soit A € A, puisque {T'(¢) }+>0 € SG(M,w) nous avons
IT(@)|| < Me** vt > 0.
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et on voit que :

le™T(t)z]| < e "N T(®)]]|]
< Me=BA= 2| Vo € X
On définit 'application :
Ry: X—-X
par :
“+oo
Ryx :/ e MT(t)xdt
0

Il est clair que Ry est un opérateur linéaire de plus on a :

M
IRl < [ lle N T@aldt < - e]l, Vo € X
W

Re)\ —

D’ou il résulte que R, est un opérateur linéaire borné, si x € X alors nous avons :

1 pt+oo
e MT(t + h)adt — = 1, e M (t)dt

= l T —A(s—h) _ 1 —Xt
= h/ e T(s)zds h%} e "(t)xdt

1 ptoo
,)\3 - —At
= h / T(s)xds h /) e MT(t)xdt
= — [/ e MT(s)ads — /h e_’\ST(s)xds} 1 /+OO e MT(t)xdt
h 0 0 h Jo

A1 poo Ah o h
= ¢ - [) e MT(s)ads — %A e T (s)xds

Par passage a limite on obtient :

T(h)R)\l‘ — R)\$ B l /+
h ~h

lim T(h)R,\ZE — RA$

h—0 h

=AR\r —x

Il en résulte que :

Ryr € D(A) et ARyx = ARyx —x, Vx € X
Ou bien :

(M —A)Ryz =z, Ve e X
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2. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Si x € D(A), alors nous obtenons :

—At d
dt

= [eMT ()] $™ + )\/ e MT(t)adt

+00 +oo
R)\Ax :/ e MT(t) Axdt = / e N —T(t)xdt

0

= —x+ \R\x
D’ou :
Ry\( M — A)x =z, Yo € D(A)
Finalement, on voit que A € p(A) et Ryx = R(\, A)x, pour tout = € X. O

Définition 2.2 L’opérateur

R)\ X > X

+o00
Ryx = /e”\tT(t):cdt

0

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T'(t)}1>0 € SG(M,w).

Théoréme 2.2 Soient {T(t)}i>0 un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal,

pour tout A € A, on a :

M
RMNA)Y| < ———— N*.
IROAY < =g ™ €

Preuve Soit {T'(t)}:>o un Cj semi-groupe alors :

IT(t)| < Me* VYt > 0.
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2. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

Compte tenu de théoreme (2.1), si A € A, nous avons :
+oo

A p(A) et RO\ Az = / e MT(H)adt, Vo € X.
0

De plus :

M

[R(A, A)z| < m~

Il est claire que :

+o0

d

aR()\, Ay = — / te MT(t)adt, Vo€ X
0

et par récurrence on peut montre que :

d e

WR()\,A)x =(=1)" / t"e MT(t)xdt, Vo € X et n e N
0

D’autre part nous avons :

dil\"R(/\’ Az = (=1)"n!R(\, A)" e, Vo€ X et ne N

Par suit on a :

+oo
(—1)"nIR(\, A"z = (—1)" / e MT(t)zdt, Vo € X et n € N*.
0

De plus :
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2. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

+o0
M
| RO\, A)al| < qu)' [ e ey
"0

(n—1
Mllz|[(n = 1)
~ (n—1D!(ReX —w

M|

— L I U
(ReX —w)™

+oo
/ tn—2€—(Re>\—w)tdt -
)4

quel que soient x € X et n € N* | par conséquent :

M
RN A" < Geor oy " EN
2.2 L’approximation généralisée de Yosida

Lemme 2.1 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

sutvantes :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X
(i1) Il existe w > 0 et M >0 tel que A, C p(A) et pour tout A € A, on a :

IR, A7 < _ neN.

(ReX\ —w)
Alors pour tout A € A, nous avons :

lim AR\ A)x =z, Ve € X.

ReA—+o0

De plus :

AMR(NA) € B(z) et lim AAR(N A)x = Ax, Vo € D(A).

ReA—+o00
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Preuve Soient x € D(A) et A € C tel que ReA > w alors R(A\, A) (Al — A)x = z, Si
Re)\ — 400 nous avons :
IAR(A, A)z — x| = [R(A, A) Az || < [|R(A, A) ||| Az <

D’ou il résulte que :

——|A .
7o o 14zl =0

lim AR(N A)z =z, Vo € D(A).

ReA——+o00

Soit z € X | puisque D(A) = X , il existe une suite (z,,), € N C D(A) tel que x,, — z si

n — 400 nous avons :

INROL, A)z — 2| < AR, A)z — AR, A)zal| + AR, A)zn — | + |20 — 2
< AR, Az — 2l + [[ARA, A)zn, — 2| + ||z —

< LA l2n — 2l + 5 Azal| + (20 — 2|

~ Red—w' " Rel —w " "

:|)\|M—|—Rex\—wa ol + M I A
Rel —w " Rel —w "

Mais z,, — x si n — 00, donc pour tout € > 0, il existe n. € N tel que :

Re)l —w
| AN | M + Rel —w

[0, — 2| <e

Par conséquent :

INR(N, A)z — ]| < e+ | Az, ||-

Rel\ —w

D’ou :

lim  sup|| AR\, A)x — z|| < e Vz € X.

ReA—+o0

Ou bien

lim AR\ Az =z, Vo € X.

ReA—+o00
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De plus :

AMAR(N, A) =AM — (M — A)]R(\, A)
=AAR(N A) — 1]
= MNR()\ A) — AL
Par suite on a :
[IANARA, A)z|| = [AAR(A, A) — I]z|
<[ AARA, A)z — ]
<| AT (ARA, A)z[| + [|=])

AN M

et on voit que NAR(X, A) € B(X). Si x € D(A) , alors nous avons :

AR\, A)Az = [N R(\, A) — Mz
= MR\ A)x.
D’ou il résulte que :
lim MR\ A)z = lim AR\ A)Ax

ReA—+o00 ReA—+o00

= Az, Vax € D(A). O
Remarque 2.1 On peut dire que les opérateurs bornés ANAR(\, A) sont des approzimations

pour l'opérateur non borné A.

Définition 2.3 La famille {Ax}rca,,0u Ax = NAR(N, A) S’appelle Uapproxzimation géné-

ralisée de Yosida de 'opérateur A.

Lemme 2.2 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés

sutvantes :
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(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X
(it) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A, on a :

IR A < = pew

Si {Ax}rea, est Uapproximation généralisée de Yosida de l'opérateur A, alors pour

tous o, f € A, nous avons :
e er — e!Py|| < M?te”!||Agx — Agz|), Vo € X et t >0

Preuve Soient a, 8 € A,,v € [0,1] et x € X alors :

i(evtA&e(lfv)tABx) — tAaevtAae(lfv)tAﬁx . tevtAaIqﬁe(lf'u)tAB‘r

dv

On peut facilement vérifier que A,, Ag, e

« et eI=Vs commutent quels que soit

a, B € A, et t >0 nous obtenons :

/ 1 j(evmae(l”)mﬁx)dv = / 1(tAae”tA‘*e(1*”)tA% — te* e Agel =M 1) du
0o dv 0

D’ou :

[evtAae(lfv)tAﬁx](l) _ /1<tAaevtAae(1v)tA5x . tevtAaAﬁe(lfv)tAgx)d,U
0

Ou bien :

1
ethog — ethog = t/ eVt (A 0 — Aga)du
0

quels que soient £ > 0 et € X nous en déduisons que :

1
[etder — ez < t/ le* A= | le@ =42 || Az — Apz||dv
0

D’autre part, nous avons :

28



2. THEOREME DE HILLE-YOSIDA

HetAD‘” — Het(a2R(a,A)at—I)H — ]|ea”ea2tR(a,A)H
+o00 thQkR<C¥ A)K
—Re at )
<e > I

k=0
Xt o[ |[R(a, AT

fRea
t Z k!

“+oo tk|a|2kM

< efRe at
= K!N(Re oo — w)k

t|a|2

Reatz Rea—w

2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Théoréme 2.3 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire

A:DACX—>X

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T(t)}i>0 € SG(M,w) si et seulement si :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X
(i1) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour N € A, on a :

M
RMNA)Y| < ———— N*
IROVAYN < oy €

Preuve Si {T(t)}1>0 € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal alors d’apres le
théoreme 1.6 on obtient (i) et d’apres le théoreme 2.2 on obtient (ii)

Réciproquement supposons que l'opérateur A : D(A) C X — X possede les propriétés
(i) et (i)
Soit {Ax},ca, approscimation généraliseé de Yosida de 'opérateur A. d’apres le lemme

2.1 il résulte que
AyeB(X)et lim Ayx= Az, Vo € D(A)

Re A—+o00
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Pour A € A, soit {Tx(t)},~o = (et’“*)t> , le semi-groupe uniformément continue engendré

par Ay, avec le lemme 2.2 on a :
|To(t)x — Ta(t)z|| < M?te*" || Aoz — Agz|| Va,B € A, et z € D(A), et Vt > 0.

Soient I'espace (D(A)) de Banach D(A) avec la norme || - || p(ay et B(D(A), X) l'espace
des opérateurs linéaires bornés définé sur (D(A)) avec valeur dans X, muni de la topoligie
forte.

On note par C([0, 4+ oo[, B((D(A)), X)) l'espace des fonctions continues définies sur
[0, + oo[ a valeur dans B((D(A)), X) muni de la topolpgie de la convergence uniforme sur

les intervalles compacts de [0, + oo[ Si [a, b] C [0, 4+ o], alors pour tout x € D(A) on a :

sup || To(t)r — Tp(t)z|| < M?be” (|| Aoz — Ax|| + || Apz — Az]))

tela,b]

et
(|Aaz — Az|| + ||Apx — Az||) = 0 si Rea,Ref — +00

D’ou il résulte que {{TA(t)}tzo})\eA est une suite de Cauchy dans 'espace C([0,+o0[, B((D(A)), X)),
donc il existe un unique Ty € C([0, + oo[, B((D(A)), X)) tel que
c. :
Ta(t)z <Y Ty(t)z, si Re A — +o0,Va € D(A)
Puisque
|T\(1)|| < Me** )Vt >0

Par suite

T (t)z|| < Me“||z||,Vt > 0 et 2 € D(A)
Soit I'application linéaire

o : D(A) = C([a,b], X)
or = To(.)z,Ya,b € [a,b] C [0, + oo]

Comme on a :

o2l < S ITo(0] < Ml Vo € D(4)
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Donc 1) est continue et puisque D(A) = X, elle se prolonge de fagon unique application

linéaire continue ¢ : X — C([a, b], X) tel que

Y/pay = Yo

et
[0l ogas,x) < Me||z|, Ve € X

Par conséquent, il existe un seul opérateur T' € C([a, b], B(X)) tel que
Yo =T()z,Vr e X

Ainsi quel que soit [a,b] C [0, 4+ oo], il existe un seul opérateur noté 7' € C([a, b], B(X))

tel que pour tout x € X on a :
T\(t)r — T(t)z, si ReA — +o0
Uniformément par rapport a t sur les intervalle compacts de [0, + oo[ de plus
|T(t)]| < Me**,Vt > 0.

D’autre part
T0)z=_lim T\(t)r==zVreX

Re A—+o00
et

70z =i (, Jim_ o)) = i (i o)) = v € X

Soient t,s € [0, + oo| et x € X, alors

T (t+s)x—TE)T(s)z|| < ||T(t+ s)x —Ta(t + s)z|| + [|Ta(t + s)x — Th(t)T(s)z||
+ I TA(E)T(s) = T(E)T (s)x|
<T@+ s)x = Ta(t + s)z| + | Ta@)[ [ TA(s)z — T(s)z|
+ [T (8)T(s)x — T()T (s)x]]

Puisque T (t) — T'(t) si Re A — +o0o pour la topologie forte de B(X), par suite T'(t+s)z =
T(t)T'(s)x pour tout x € X, par conséquent {T'(t) };>¢ € SG(M,w).
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Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {7'(t) };>¢. pour tout

r € D(A)ona:
IT2(5)Axs — T()Az]| < IT()] 1 Are — Az + | Ta(s) Az — T(s) Az
< Me“t | Ayz — Az + || Th(s) Az — T(s)Ax|| — 0 si Re X — 400
uniformément par rapport a s € [0,¢] D’ou

Tt)r —x= . }gﬂﬁo [T\(t)x — x]

t
= lim AT,\(S)A)\a:ds

Re A—+o00
¢
= A T(s)Azds

quel que soient x € D(A) et t > 0.

Soit B le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe {7'(t) }+>0, si x € D(A) alors :

— t
lim 202 =% L () Avds = Aa

t—0 t t—0 t Jo

donc x € D(B), par conséquent D(A) C D(B) et B/p(ay = A. D’autre part on a I'inégalité
|T(t)|| < Me**,Vt >0

Si A e A, alors A € p(A) N p(B).

Soit # € D(B), on a donc (Al — B)xz € X et comme l'opérateur (Al — A) : D(A) — X est
bijectif, il existe que ' € D(A) tel que

(M — A)a’ = (M — B)z

et comme A € p(B) il en résulte que 2’ = x. Par suite, x € D(A) et donc D(B) C D(A).
On a donc

D(B) = D(A) et A=B.

Ainsi, A est le générateur infinitésimal du Cj semi-groupe {7'(¢) };>0 et d’apres le théoreme

1.8 il résulte que {T'(t)}+>0 est 'unique Cy semi-groupe engendré par A. O

Théoréme 2.4 [3] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-

groupe de contractions {T'(t) }1=0 sur X si et seulement si :

1. D(A) = X et A est un opérateur fermé,

2. 10,4 00 [C p(A) et pour tout X >0 on a ||[R(N, A)|| < 5.
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2.4 Théoréme de Lumer-Phillips

Dans ce paragraphe, nous présentons une autre caractérisation concernant les Cy-semi-
groupes de contractions. Il s’agit du théoreme de Lumer-Phillips.
Pour f € X' et x € X notons f(z) par (f,z) ou (z, f).
Pour tout x € X on note F(z) ={f € X': (f,z) = ||z]]* = ||f]I*}.

Définition 2.4 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dit dissipatif si pour tout
x € D(A), il existe f € F(x) telle que Re(f, Ax) < 0.

Lemme 2.3 Si (H, <, >) est un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un opémateur

linéaire. Alors A est dissipatif si et seulement si
Re(Az,z) <0, Vae D(A)

Théoréme 2.5 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dissipatif si et seulement
St

I(AT = A)z|| = Ajz]|, YA > 0,¥a € D(A)

Preuve Soient A un opérateur dissipatif, A > 0 et z € D(A). Si f € F(x) et Re(f, Az) <
0, alors

Az — Az|[[|z]| > [(Ax — Az, f)| > Re(Ax — Az, f) > Al|z|”
Réciproquement, Soit = € D(A) tel que A||z|| < |[A\x— Az|| pour tout A > 0. Si f\ € F(A\z—
A
9\ = 770
A2l
Mzl < lxa = Azl < |41 1Az = Azl |l = 1417 Oz = Az, f) = (e — Az, g»)
= ARe(z,9)) — Re (Ax, g))

< Al[z]] = Re (Az, g»)
Donc Re (Az, g)) < 0. Puisque Rea > —|a| pour tout a € C, alors pour tout A > 0 :

alors ||lgx|]| =1 et

Ax)

1
Re (z,9x) 2 ||z — 1| Az] (2.1)

Par le théoreme d’Alaoglu-Bourbaki la boule unité de X’ est * -faiblement compacte, donc
la suite généralisée g, pour A — 400, admet une valeur d’adhérence pour la topologie

faible-* g € X', ||g]| < 1. De I'inégalité (2.1) on a Re(Az, g) < 0 et Re(x, g) > ||z||. D’autre
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part on a Re(x, g) < [(x, )| < ||z||, et donc (x, g) = ||z|| Soit f = ||z||g, alors f € F(x) et
Re(f, Az) < 0. Donc pour tout = € D(A) il existe f € F(x) telle que Re(f, Ax) <0, et
donc A est dissipatif. O

Proposition 2.1 Soit A: D(A) C X — X un opérateur dissipatif, Alors :

1. M\ — A est injectif pour tout X\ > 0, et on a
_ 1
|1 =47y | < Sllyll. Vg € Im(AT - 4) (2.2)

2. 1l existe \g > 0 tel que Aol — A soit surjectif si et seulement si, \I — A est surjectif
pour tout A > 0. Dans ce cas |0, + co[C p(A).

3. A est fermé si et seulement Im (Aol — A) est fermé pour un certain Ao > 0, et donc

Im(A — A) est fermé pour tout A > 0.

Preuve 1. Découle immédiatement de I'inégalité (I1.4.1) du théoréme 2.5.

2. Supposons qu’il existe A\g > 0 tel que A\gI/ — A soit surjectif, alors il suit de 1 ) que
Mol — A est bijectif et donc A\g € p(A) et que H()\OI — A)_l‘ <L

Ao
On en déduit que (Ao — A)~" est un opérateur borné et donc il est fermé. Donc

Aol — A est aussi fermé, ce qui entraine alors que A est un opérateur fermé.
Maintenant, montrons que pour tout A > 0,Im(A] — A) = X. Pour cela, considérons

I’ensemble :

A = {\ €]0, + oo[: Im(Al — A) = X}

On a A # (). Montrons que A est a la fois ouvert et fermé dans ]0, 4+ oo.
Soit A € A, alors par l'inégalité (I1.4.1), A € p(A), et comme p(A) est un ouvert de
C, il existe un voisinage V' de A tel que V' C p(A). Il est clair que VN0, + oo[ est un
voisinage de A contenu dans A. Ainsi A est un ouvert de ]0, 4+ oo.
D’autre part, soit (/\n)n>0 C A telle que )\nnﬁ%\koo > 0 Pour tout y € X, il existe
(Zn)pso C D(A) telle que :

Yy = A\px, — Ax, (2.3)

Il vient de I'inégalité (2.2) que

1 1
Jzall < 5 [Ann = Azall = 5111
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ou C est une constante positive. De la dissipativité de A et de 'égalité (2.3) il vient

que pour tous n,m € N, on ait

Am |20 — 2 || < [[(And — A) (20 — @) |
- ||)\mxn - )\mxm - (/\nxn - /\mxm)H
= A0 = Al l|2n |

Il s’ensuit alors que (), est de Cauchy dans X qui est un espace de Banach. Soit
alors = lim x,, Par Iégalité (2.2) on a Az, = \,z,, — yn_a\roox — 1. Comme A est
fermé, alors x € D(A) et que Ax = A\x —y, d’ott Im(A] — A) = X. Donc A € A, ainsi
A est fermé dans |0, + ool.
Finalement. A est a la fois ouvert et fermé non vide dans |0, + oo[ qui est connexe,
on en déduit que A =]0, + oo[. Ainsi pour tout A > 0,Im(A] — A) = X, et donc
10, + oo[C p(A).

3. L’opérateur A est fermé si et seulement si il existe Ay > 0 tel que A\l — A soit fermé.
Ce qui est équivalent & (\g — A) ™" : Im (Ao — A) — D(A) est fermé.
Or par l'inégalité (2.2) Popérateur (Aol — A)™" est borné sur Im (Ao — A).
On déduit alors du lemme 1.2.4 que, (Ao — A)_l est fermé si et seulement si

Im (Aol — A) est fermé dans X. O

Théoréme 2.6 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur linéaire a domaine D(A) dense

dans X .

1. Si A est dissipatif et s’il existe A\g > 0 tel que Im (Al — A) = X, alors A est le

générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe de contractions sur X, alors
Im(A — A) = X pour tout X > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus pour tout
x € D(A) et tout f € F(z) on a Re(f, Azx) < 0.
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Chapitre 3

Probleme abstrait de Cauchy

Dans ce chapitre, nous utilisons la théorie des semi groupes pour résoudre le probléme

abstrait de Cauchy:.

3.1 Probleme homogene a valeur initiale

On s’intéresse dans un premier temps a I'étude du probléeme homogéne abstrait de la

forme :
[ W(t) = Au(t),t > 0

(PHC) i u(0) s

ol t est la variable temps, u est une fonction a valeurs dans l'espace de Banach X, avec

A:D(A) C X — X est un opérateur linéaire et x € X est la valeur initiale.

Définition 3.1 1. Le probleme a valeur initiale

(0 —
(PHC) i z((g)) ; jU(t)J >0

est dit le probléme homogeéne abstrait de Cauchy associé a (A, D(A)) et de valeur
initiale x € X.

2. Une fonction u : Rt — X est dite solution (classique) du probléme (PHC), si u
est continue pour t = 0, continument différentiable et u(t) € D(A) pourt > 0, et u
vérifie (PHC).
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Notons que puisque u(t) € DA) pourt > 0 et u est continue en t =0, (PHC') ne peut

pas avoir une solution pour x ¢ D(A).

Théoréme 3.1 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t) }1=0
sur X. Alors pour tout x € D(A), la fonction u : t — u(t) := T(t)z est l'unique solution

classique du probléme (PHC') a valeur initiale x.

Preuve Soit © € D(A), alors il vient de I'assertion 1 du théoreme 1.5 que u(t) = T'(t)x
est une solution classique du probleme (PHC'). Soit v une autre solution classique de
(PHC). Soit t > 0. Alors pour tout s € [0,t] on a

d(T'(t = s)v(s))
ds

= —T(t — s)Auv(s) + T(t — s)v'(s)
= —T(t — s)Av(s) + T(t — s) Av(s)
=0

Ce qui entraine alors que pour tout © € D(A), la fonction s — T'(t — s)v(s) est constante,

et en particulier ses valeurs aux points s =t et s = 0 coincident. D’ou
v(t) =T(t)x,Vt > 0.

Définition 3.2 Une fonction continue u : RT — X est dite solution faible du probléme

(PHC) de valeur initiale x, si pour tout t > 0

Atu(s)ds € D(A) etu(t) =z + A (/

0

t

u(s)ds> :

Théoreme 3.2 Soit (A, D(A)) le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t)}i=0
sur X. Alors pour tout x € X, la fonction u : t — u(t) := T(t)x est l'unique solution
faible du probléme (PHC') de valeur initiale x.

Preuve Soit z € D(A), alors il vient de I'assertion 2 du théoréme 1.5 que u(t) = T'(t)x
est une solution faible du probleme (PHC). Soit v une autre solution faible de (PHC).
Soit ¢ > 0. Alors pour tout s € [0,t] on a
d(T(t—s) [y — d s
(Tt = 5) Jotulr) = o)dr) _ gy )4 [ ) = v(m)dr + Tt = 5)(u(s) = v(s))

ds
= —T(t — s)(u(s) — v(s)) + T(t — s)(u(s) — v(s))
= 0.
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Ce qui entraine alors que pour tout z € X, la fonction s — T'(t — s) f¢ (u(r) — v(r))dr

est constante, et en particulier ses valeurs aux points s =t et s = 0 coincident. D’ou

/ "u(r) = v(r))dr = 0.
ce qui implique t t
/) u(r)dr = /) v(r)dr

Par suite
t t
u(t) =x+ A ([) U(r)dr> —z4+ A <A v(r)dr) = u(t),Vt > 0.
Lemme 3.1 Soit u: RT — X une fonction continue sur [0,T]. Si :

T
/ e™u(s)ds| < M,Vn € N* (3.1)
0

Alors u = 0sur0, 7.

Preuve Soit f € X' et posons p(t) = (f,u(t)), alors il est clair que ¢ est continue sur

0,77 et
AT e p(s)ds| = ‘<f, /OT e”su(s)d3>

Montrons que 3.2 implique que ¢ = 0 sur [0, 7] et puisque f € X' est arbitraire, il s’ensuit

< | fIl- M = M, Vn € N* (3.2)

que u = 0 sur [0, 7]. Considérons la série

< (=)t nr nt
> ( k;)‘ M =1 — exp (—e™)
k=1 :

Cette SéI‘ie converge uniformément en 7 sur les intervalles bornés, et par suite
> 1 )
n(t—1T
< E —ekn(t=T)

TE (=) —T+s T ns
A > Lekn(t ) p(s)ds x A e p(s)ds
k=1 1"

= K
< M, (exp (e”(t_T)) — 1)

(3.3)

Pour ¢t < T, le membre de droite de 3.3 tend vers 0 quand n — oo. D’autre part on a

& (_1)k_1 n(t—T+s
/O Z o ekn(t=T+ )w(s)ds :/
k=1 :

' (1 —exp (—e™TH9)) (s)ds (3.4)

0
D’apres le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et par la relation de Chasles,
le membre de droite de 24 converge vers [}, ¢(s)ds quand n — oc. Il s’ensuit alors que

pour tout 0 <t < T, [, ¢(s)ds = 0, ce qui implique que ¢ = 0 sur [0, T7. d
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Théoréme 3.3 (Théoréme d’unicité de Lyubich) Soit A un opérateur linéaire a domaine

dense. Si R(\, A) existe pour tout A = \g et

1 A
lim sup W <0 (3.5)

A—~400

alors le probléme a valeur initiale (PHC') admet au plus une solution pour tout z € X.

Preuve Notons d’abord que u est une solution du probleme (PHC') si et seulement si

e u(t) est une solution du probléme & valeur initiale :
V' (t) = (A+al)v,v(0) ==z

Donc, quitte a translater A par al, on peut supposer que R(\, A) existe et que (3.5) est
vérifiée, pour tout réel A > 0.

Soit u une solution du probleme (PHC') satisfaisant u(0) = 0. Montrons que u = 0. Pour
cela, considérons la fonction ¢ — R(A, A)u(t) pour A > 0. Puisque u est une solution du

probleme (PHC) alors :

C‘ft RO\ A)u(t) = RO\, A)Au(t) = AR(A, A)u(t) — u(?)

Ce qui entraine, en utilisant la formule de la variation de la constante que :
t

R\, A)u(t) = —/ ATy (r)dr (3.6)

0

D’apres I'hypothese 3.6 il s’ensuit que pour tout o > 0

lim e || R()\, A)|| =0 (3.7)
A—+00
Donc d’apres 3.7 on a
t—o
lim A= y(r)dr =0, pour 0 < 7 <t —o (3.8)
A—+o00 JO

Par le lemme 3.1 il vient que u(7) = 0 pour 0 < 7 < ¢t — 0. Puisque ¢ et o sont arbitraires

alors u = 0 pour tout ¢t > 0. U

Le théoréme 3.3 montre que I'unicité des solutions du probléme (PHC') n’impose pas de

supposer que A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe, ou d’une maniére
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équivalente que pour un certain w > 0,|w, + 00 [C p(A, et [[R(N, A)"|| < ( M

gy pour

A > w. En effet plusieurs hypotheéses plus faibles suffisent pour assurer 'unicité, de méme
pour l'existence. Cependant, pour obtenir I'existence et l'unicité pour tout x € D(A)
aussi bien que la différentiabilité de la solution sur [0, + oo [, il faut supposer que A est le

éndrateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe.
0

Lemme 3.2 Soit u une solution de (PHC') avec A un opérateur fermé. Alors :

At u(s)ds € D(A) et A ([)tu(s)ds> = At Au(s)ds.

Preuve Puisque Au(t) = /(t), alors t — Au(t) est continue. De plus on a

At Au(s)ds — lim 3 Au <kt>

n—oo n, =0 n
t el Skt
= lim A < Zu ())
n—oo n =0 n
= lim AS,
n—oo

D’autre part on a

t =R [kt
[) u(s)ds = lim — > w <> = lim S,.

n—eon =\ n
Donc
Sn —2 Otu(s)ds et AS, — At Au(s)ds.
Puisque A est fermé, alors [j u(s)ds € D(A) et A (fotu(s)ds) = [T Au(s)ds. O

Théoréme 3.4 Soit A un opérateur linéaire 4 domaine D(A) dense dans X tel que
p(A) # 0. Alors le probléme a valeur initiale (PHC) admet une solution unique, qui
est continument différentiable sur [0, 4+ oo[, pour toute donnée initiale x € D(A) si et

seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t) }+=o.

Preuve Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe (7°(t)):>0, alors par le
théoréme 3.1 il s’ensuit que pour tout = € D(A), la fonction u : t — u(t) := T(t)x
est I'unique solution du probléeme (PHC'). De plus u est continument différentiable sur
0, + ool.

Réciproquement, supposons que (PHC') admet une solution unique qui est continument
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différentiable sur [0, + oo[ pour tout x € D(A), notée u(t,z). Montrons que A est le
générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe.

Pour z € D(A), on définit la norme graphe |z|q = ||z|| + ||Az]|.

Puisque p(A) # 0, alors A est fermé et par suite D(A) muni de la norme graphe |- |5 est
un espace de Banach qu’on note [D(A)].

Soit Xy, = C([0,t0],[D(A)]) 'espace de Banach des fonctions continues de [0,¢y] dans
[D(A)], muni de la norme supérieure.

Considérons l'application S : [D(A)] — X, définie par Sz = u(t, z) pour tout 0 < ¢ < .

Par linéarité du probleme (PHC') et 'unicité de la solution, il est clair que S est un
opérateur linéaire défini sur [D(A)]. De plus 'opérateur S est fermé, en effet, si x,, — x dans
[D(A)] et Sz,, — v dans X, alors puisque A est fermé et u (¢, z,) = x,, + [3 Au (T, 1,)dT,
et en faisant tendre n — oo et en utilisant le lemme 3.2, il s’ensuit que v(t) = x+ [§ Av(T)dT.
Ce qui entraine que v(t) = u(t,x) et par suite S est fermé.

Il vient du théoreme du graphe fermé que S est borné et

Uiltlgpto lu(t, z)|e < Clzlg. (3.9)
Maintenant, on définit 'application T'(¢) : [D(A)] — [D(A)] par T'(t)x = u(t, x).
Par unicité de la solution du probleme (PHC') il vient que (T'(t)):o vérifie la propriété
des semigroupes.
D’apres (3.9) on a pour 0 < t < tg, (T(t))i=0 est uniformément borné.

Cela implique (voir la démonstration du théoréme 1.4) que T'(t) est prolongeable par
T(t)x =T (t —nty) T (tp)" x, pour ntg <t < (n+ 1)ty
en un semi-groupe sur [D(A)] vérifiant :
IT(t) x| < Me*|z|q.

Montrons que

T(t)Ay = AT (t)y,Vy € D (A?). (3.10)

Posons :

v(t) =y + At u(s, Ay)ds. (3.11)
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t d
V'(t) = u(t, Ay) = Ay +A &U(S,Ay)ds

¢

=A <y + A u(s, Ay)ds) = Av(t),
Puisque v(0) = y, d’apres ['unicité de la solution du (PHC'),v(t) = u(t,y) ce qui entraine
que Au(t,y) = v'(t) = u(t, Ay). D’ou I’égalité (IV.1.9). Maintenant, puisque D(A) est
dense dans X et p(A) # () alors D (A?) est aussi dense dans X. Soit A\g € p(A), g # 0 fixé
et soit y € D (A?). Si x = (Ao — A) y, alors par (IV.1.9)

(3.12)

T(t) = (Aol — A) T(t)y

et donc

[T(8)x]| = [[(Al — A) T @)yl

(3.13)
< Go|T(yle < Cre'|yle

D’autre part on a |y|g = |ly|l + || Ay|| < Cal|z||, ce qui entraine que | T'(¢)z|| < Coe!||z||.
Il s’ensuit alors que (7'(t))¢=0 est prolongeable par continuité sur X tout entier, et donc
(T'(t))e=0

devient un Cy -semi-groupe sur X.
Il reste a montrer que A est le générateur infinitésimal de (T'(¢))s=o-
Soit B le générateur infinitésimal de (T'(t));=0 et @ € D(A).
Par définition on a T'(t)x = u(t,z) et donc ST (t)x = AT(t)x pour ¢ > 0.

L] = Aw, do D(A) C D(B) et Az = Bz, Vr € D(A).

Soient A € C tel que RA > w et y € D (A?). Par I'égalité (3.10) et comme Az = Bz, Vz €
D(A), il vient que :

Ce qui implique que

e MAT (t)y = e MT(t) Ay = e MT(t) By (3.14)

En intégrant (3.14) entre 0 et +o00 on obtient :
AR(\, B)y = R(\, B)By (3.15)
D’autre part on a pour tout y € D (A?),

BR(\, B)y = R(\, B)By
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et donc

AR(X\, B)y = BR(\,B)y

Puisque la famille (BR(), B)) > est uniformément bornée, A est fermé et D (A?) est

dense dans X, il en résulte que
AR(\, B)y = BR(\, B)y pour tout y € X

Ce qui implique que Im R(\, B) = D(B) C D(A), et que Ax = Bz,Vx € D(B). Dot
A= B. O

3.2 Probleme non homogéne a valeur initiale

Dans cette section nous étudions le probleme non homogéne a valeur initiale suivant :

(1
(PNHC) i u'(t) = Au(t) + f(t),t >0

u(0) =z

ou f:[0,T[— X est une fonction. On suppose dans cette section que A est le généra-
teur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t)}:+>0, par conséquent I'équation homogéne

correspondante a f = 0 admet une solution unique pour tout x € D(A).

Définition 3.3 Une fonction u : [0,T|— X est dite solution (classique) du probléme
(PNHC) sur [0,T] si :
(i) u est continue sur [0, T].

(7i) u est continument différentiable sur]0,T7.

(ii7) u(t) € D(A) pour 0 <t <T etu vérifie (PNHC).

Proposition 3.1 Si f € L'(0,T; X), alors pour tout x € X le probléme d valeur initiale
(PNHC) admet au plus une solution. Dans le cas ot la solution existe, elle est donnée
par :

u(t) = T(0)s + | (= 8) f(s)ds (3.16)
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Preuve Soit {T'(t)}+>0 un Cy -semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit u une

solution de (PN HC). Alors la fonction s — g(s) := T(t — s)u(s) est différentiable pour

0<s<tet
%i:—AT@—sm@)+Tu—Qw@)
= —AT(t — s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s) f(s) (3.17)
=T(t—s)f(s)

Or f € LY0,T; X) donc s — T'(t — s) f(s) est intégrable et en intégrant (3.17) entre 0 et

t on obtient :

MO:T@x+£T@—Qﬂ@®.

Remarque 3.1 Pour tout f € L'(0,T;X), le membre de droite de la formule (3.16)
définit une fonction continue sur [0,T]. Donc il est naturel de le considérer comme une
solution "généralisée" de (PNHC') méme s’il n'est pas différentiable et ne vérifie pas
exactement (PNHC') au sens de la définition 3.3 D’ou la motivation pour introduire la

définition suivante :

Définition 3.4 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe (T'(t))i=o €t soit

reX et fel'0,T;X). La fonction u € C([0,T], X) donnée par
t
Mﬂ:T@x+/T@—$ﬂ@®ﬁ<t<T
0
est appelée la solution faible du probléme a valeur initiale (PNHC') sur [0,T].

Notons que pour f = 0, on retrouve la définition 3.2 de t — T'(t)x comme la solution
faible du probléme homogéne a valeur initiale (PHC).

Il est clair qu’une solution faible n’est pas en général une solution classique du probléme
(PNHC') méme dans le cas f = 0.

Un cas simple : si x ¢ D(A) et f =0, alors u(t) = T(t)x n’est pas différentiable en 0.
Pour f € L'(0,T; X) le probléeme a valeur initiale (PN HC') admet une solution faible

unique.

Remarque 3.2 En général, la continuité de f n’est pas suffisante pour assurer l’existence

des solutions de (PNHC) pour x € D(A).
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Exemple 3.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t)}i=0 et soit
r € X tel que T(t)x ¢ D(A) pour tout t > 0. On considére la fonction f définie par
f(s) =T(s)x,0 < s <T. Alors [ est continue pour s > 0. Considérons le probléme d

valeur initiale :

(i
i u'(t) = Au(t) + T(t)z,t > 0 (3.18)

u(0) =0

Le probléeme (3.18) n’admet pas de solution malgré que u(0) = 0 € D(A). En effet, la
solution faible de (3.18) est :

u(t) =0+ | Tl — $)T(s)x ds = ¢T (1)

Or t — tT(t)x n’est pas différentiable pour t > 0, et donc ne peut pas étre une solution
de (3.18).

Lemme 3.3 Soit g : [a,b]— X wune fonction continue admettant une dérivée a droite

gy continue sur [a,b[. Alors g est continument différentiable sur [a,b].

Preuve Voir ([10], Corollary 1.2, pag. 43). O

Théoréme 3.5 Soient A le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t)}is0, f €

LY0,T; X) continue sur | 0,T] et soit v la fonction définie par :
¢
u(t) :/ T(t—s)f(s)ds,0 <t < T . (3.19)
0

Le probléme a valeur initiale (PN HC') admet une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A)

si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
(i) v est continument différentiable sur |0,T].

(ii) v(t) € D(A) pour 0 < t < T et la fonction t — Av(t) est continue sur ]0,T].
Réciproquement, si (PNHC') admet une solution u sur [0, T[ pour un certain x €

D(A), alors v vérifie les conditions (i) et (i7).

Preuve Si le probleéme a valeur initiale (PN HC') admet une solution u pour un certain
x € D(A), alors cette solution est donnée par (3.16). Par conséquent, t —— v(t) =

u(t) —T'(t)x est différentiable pour ¢t > 0 comme différence de deux fonctions différentiables
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et on a v'(t) = u'(t) — T(t)Ax, donc v’ est clairement continue sur |0, 7 et par suite (7)
est vérifiée.

De plus six € D(A) alors T'(t)x € D(A) pour t > 0 et par suite v(t) = u(t) =T (t)x € D(A)
pour t > 0 et Av(t) = Au(t) — AT (t)x = v/ (t) — f(t) — T(t)Az. Donc t — Av(t) est
continue sur |0, 7. Ainsi (ii) est vérifiée.

D’autre part on a pour tout A > 0 :

T(h) — 1
h

o(t) = 2LE h})L —vl®) _ ;[M T(t+h — 5)f(s)ds (3.20)

Puisque f est continue, alors hlir(r)l+ z [T+ h—s)f(s)ds = f(2).

e Siwv est continument différentiable sur |0, 77, il s’ensuit alors de (3.20) que v(t) € D(A)
pour 0 < ¢t < T et Av(t) = v'(t) — f(t). Puisque v(0) = 0 alors u(t) = T(t)x + v(t)
est la solution du probléme a valeur initiale (PN HC') pour x € D(A).

e Siv(t) € D(A) pour 0 <t < T, il vient de I'égalité (3.20) que v est différentiable a
droite en t et sa dérivée a droite est v/(t) = Av(t) + f(t). Comme v, est continue,
il vient alors par le lemme 3.3 que v est continument différentiable sur 0,7 [ et
V'(t) = Av(t) + f(1).

Puisque v(0) = 0,u(t) = T(t)x + v(t) est la solution de (PNHC') pour x € D(A). O

Comme conséquence du théoréme 3.5 on obtient les deux corollaires suivants :

Corollaire 3.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un Co -semi-groupe {T'(t) }1=0. Si f est
continument différentiable sur [0,T], alors le probléme a valeur initiale (PNHC') admet

une solution u sur [0, T[ pour tout x € D(A)

Preuve On a
o(t) = A T(t — s)f(s)ds = / T(s)f(t — s)ds. (3.21)

0

Ce qui entraine que v est différentiable pour t > 0, et par la régle intégrale de Leibniz

on a

V(1) = =T (0) + [ () (¢ — s)ds
= ~T()1(0) + [ T(t = 5)f'()ds.

D’ou v est continue sur |0, 7. La condition (¢) du théoréme 3.5 permet donc de conclure.[
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Corollaire 3.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy -semi-groupe {T'(t)}i=0. Soit
f € LY0,T; X) une fonction continue sur |0,T[. Si f(s) € D(A) pour 0 < s < T
et s — Af(s) € LY0,T; X), alors pour tout x € D(A) le probléme a valeur initiale
(PNHC) admet une solution sur [0,T].

Preuve D’apres les conditions du corollaire on a T'(t — s) f(s) € D(A), pour tout s > 0,
et la fonction s — AT(t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) est intégrable. Ainsi v(t) = [{ T(t —
s)f(s)ds € D(A) pour t > 0 et

t t
Av(t) = A ( [ T-s) f(s)ds) = [T - 5)Af(s)ds
Donc t — Aw(t) est continue, et la condition (ii) du théoreme 3.5 permet de conclure.[]

Théoréme 3.6 Soit f € L'(0,T;X). Si u est la solution faible de (PNHC') sur [0,T]
alors pour tout T" < T, u est la limite uniforme sur [0,T"] de la suite des solutions de

(PNHC).

Preuve On suppose que [|T(t)|| < Me*'. Soient (z,,),-, C D(A) telle que z,, — z et
(fn)pso C CY([0,T], X) telle que f,, — f dans L*(0,T; X).

D’apres le corollaire 3.1 il s’ensuit que pour tout n > 0 le probleme a valeur initiale :

(7 (4) —
t) = Aup(t) + fut),t >0

(1) = A1) + Fol0) -

u,(0) =z,
admet une solution w,(t) sur [0, T vérifiant

t
Uun(t) = T(t)an + A T(t — ) fu(s)ds
Si u est la solution faible de (PNHC') sur [0,7] alors :
t
lun(t) — u(®)l] < Me* [z, — | +[) Me“"2 || fu(s) — f(s)| ds
, (3.23)
<M (flrw =2l + [ 1) = F(3)]1 ds)

D’ou le résultat. U
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3.3 Quelques applications

Dans ce paragraphe nous donnons quelques applications de la théorie des semi-groupes
et I’étude du probléme abstrait de Cauchy dans la résolution de quelques équations aux

dérivées partielles classiques en physique.

Exemple 3.2 (L’équation d’advection) Considérons l’équation d’advection qui décrit les

phénomenes du transport :

(EA) { 90 (z,t) + 2%(z,t) =0,t >0,z € R
iv(l‘,o):f(x)

On cherche les solutions dans l'espace de Banach X = L*(R). Ecrivons le probléme (EA)
sous la forme abstraite en posant u(t) = v(-,t) :

(PHC) i B

ot A=~ avec le domaine D(A) = H'(R) = {u € L*(R) | v’ € L*(R)}.

Pour trouver la résolvante de A, nous résolvons l’équation
(M —A)g=Ag+yg" = [, g€ D(A),
on supposant que f donné dans l'espace X. Si XA > 0, alors la solution est
9(s) = (RO AN@) = [ e f(s)ds, 2 € R

utilisant la transformation de fourier, il n’est pas difficile de vérifier que l’état de Hille-

1
Yosida [|[R(\, A)||< X est vérifier pour X > 0, aussi est uniformément bien posé sur D(A).

D’autre part A est le générateur infinitésimal du Cy -semi-groupe défini sur X par
(T@)f)(z) = flz—t),r eR =0
alors il vient du théoréme 3.1 que pour tout f € D(A), la fonction définie par
u(z,t) = (T()f)(x) = flz—1)

est l'unique solution de (EA).
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Exemple 3.3 (L’équation de la chaleur) L’équation de la chaleur et le semi-groupe de
Gauss- Weierstrass dans B(R) :

Considérons ’équation de la chaleur qui décrit les phénomenes de diffusion :

(EC) [ %(e,t) = 24(x,0),t > 0,7 € R
i u(x,0) = f(z),z € R

ou f € B(R).

On va utiliser la transformée de Fourier partielle par rapport a x pour trouver une solution
( formelle ) de (EC).

Rappelons que pour tout u € L'(R)U L®(R) la transformée de Fourier particlle par rapport

a x de u est la fonction notée u définie par :

w:§
e, 1) : J%/ (z,t)dz, € € R.

du L
<8x> (f,t) = qu(fat)
(%) co--coeo

U ou
(1) = = (&t
(5 €0 =5t
En appliquant la transformée de Fourier a (EC) On trouve :

[ 2a(¢,t) = —€2a(€,1),t > 0,6 € R
i U, 0) = f(6), £ €R

L’équation (3.24) est une équation différentielle ordinaire, ot € joue le role d’un paramétre,

°’\

(3.24)

et dont la solution est donnée par :

et = f(e),t 20,6 €R

Pour trouver u on applique la transformée de Fourier inverse en utilisant le fait
A

que e %€ = \/ﬁe Tt pourt > 0 et que WD = u*v. Par suite On trowve que u(-,t) =
2
L -
Jami€ ]
D’ou
1 (z— 1/)
u(x,t) = /e dy,Vt > 0,Vr € R . 3.25
(@t) = 7= o (3.25)
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Puisque f € BC(R) et en utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégral, on
montre que u est bien une solution de (EC). Notons que la condition initiale de (EC') est
vérifiée par u donnée par (3.25) dans le sens suivant :

%i_r)% u(z,t) = f(x) d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesque, et on note
encore u(z,0) = f(z).

Le résultat se reproduit dans le langage des semi-groupes de la facon suivante : pour toute
fonction f € BC(R) et toutt > 0 on pose : T(t)f = u(-,t), ot u est l'unique solution
classique de (EC) donnée par 3.24. On définit ainsi le semi-groupe d’opérateurs linéaires

bornés sur BC(R) appelé le semi-groupe de Gauss-Weierstrass par :

1
At

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un Cy -semi-groupe. Il s’avére que T(t) f —
t—0

f dans BC(R) si et seulement si f € BUC(R), ou BUC(R) est l'espace des fonctions

(T(t)f)(x) =

z—y2
%Re_( i fy)dy,vt >0,V € R, et T(0) =1.

bornées uniformément continues de R dans R.

Exemple 3.4 (L’équation des ondes)

Considérons ’équation des ondes qui décrit les phénomenes de propagation :

(

o)

8?;’—sz0, sur £ x [0,T]
(EO) { v=0, sur 0Q x [0, T]

i v(x,0) =y et %(m,O) = vy, sur )

ot Q est un sous-ensemble régulier de R"™ et vg € H*(Q) N HY(Q),v1 € HY(Q).

v
Posons u = 5 , Uéquation (EO) s’écrit sous la forme abstraite :
ot
(ou _ gy
(PHC){ (3.26)
u(0) = o
ol
u u v
Au=A ! = 2 et ug = 0
U2 Au1 U1
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Soit X = H}(Q2) x L*(2). Le domaine de A est D(A) = (H?*(Q) N H}(Q)) x H ()
Montrons que (A, D(A)) est m-dissipatif sur X lorsqu’il est muni du produit scalaire :

(u,v)x ZA]VW'VM dx+/Qu21;2 dz, ot u = (uy,uz) et v= (vy,vy)

D’abord A est dissipatif car (Au,u)x = [q Vus - Vuy do + [ Aujus doe =0, (d’apres la
formule de Green).

Soient (f,g) € H}(2) x L*(Q2). L’équation u — Au = (f, g) est équivalente au systéme :

{u1—U2:f
iuQ—Aulzg

En remplacant us = uy — f dans la deuxiéme équation, on obtient I'équation
up — Auy = f+g

qui admet une solution unique u; € H*(Q) N HY(Q) d’aprés le théoréme de Lax-Milgram.
Par conséquent uy € H}(Q) est unique. Donc Im(I — A) = X et A est dissipatif.

Par le théoréme de Lumer-Phillips il vient que A est le générateur infinitésimal d’un Cy
-semi-groupe de contraction {T'(t)}+o et par suite (3.26) admet une solution unique donnée

par

u(t,z) = (T(t)ug) ().

3.4 Equation d’évolution non linéaire

(i
i u'(t) = Au(t) + f(t,ult)), t>0 (3.27)

u(0) =z
Ou A est le générateur infinitésimal d’'un Cy -semi-groupe {T(t)};>o sur un espace de

Banach X, et f: RT x X — X est continue.

Définition 3.5 On dit que u est une solution (solution classique) de [’équation 3.27 si et

seulement si :

1. ue C(RT, X),u(t) € D(A),t > 0;
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2. u satisfait 'équation (3.27).
Théoréme 3.7 Siu est une solution de l’équation (3.27), alors :

u(t) =T + [ T — 5 f (s, u(s))ds, t > 0. (3.28)

Preuve Si u est une solution de 'équation (3.27), alors u est solution de 1’équation

( Y (t)

Voo

mais g(t) = f(t, u(t)) et y(t) = u(?)

suivante :

t)+g(t), t>0

Tt)x+ [Tt —s)f(s,u(s))ds, t >0 O

Remarque 3.3 Si u satisfait (3.28) alors u n’est pas nécessairement une solution de

(3.27).
probléme 1. Est-ce-qu’une solution faible de I'équation (3.27) existe 7

Exemple 3.5 A = 0,l’équation 3.27 devient :

(w(t) = ftult), t>0
Vo)

La continuité de f ne suffit pas pour obtenir ’existence de solution faible.

Théoréme 3.8 Soit f : Rt x X — X est Lipschitz par rapport a la seconde variable alors

pour tout x € X, I'équation (3.27) a une solution faible unique sur RY.

Preuve Soit u(t) = T(t)x+ [{ T(t—s)f(s,u(s))ds = (Hx)(t),t > 0. Nous devons montrer
que u est une solution faible de ’équation (3.27) si et seulement si Hu = u.

On définit C,, := C([0,al, X) tel que H : C, — C,. Soient uy,uy € Cy, :
¢
(Huy) (1) — (Husg) (t) :A T(t = s) (f (s,us(s)) = f (s, ua(s)) ds.
Soit M, = supejoq | T()]| < Me¥® < 400,w >0

[(Hua) (t) = (Hug) (t)[| < MoK [luy — s
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K étant la constante de Lipschitz pour f. On a H? = H o H, alors
t
| B2 (1) — H2us(1)]| < Mo JC /O | Huy (t) — Hus(t)] ds

t
< MK /) (MK s) ||luy — || ds,(¥)t € [0, d]

M,K)?
= B2 oy g ()t € 0.l
n n (MCLK)n n
1" () = Hup ()] < ~—=—a" [[us — e, (V)¢ € [0, o]
M,K)"
11 s’ensuit que ||H™uq(t) — H"us(t)|| < (')a” luy — ual| ,(V)uy,uqg € C,.
n!

(Mo )"

n!

(Mz;ilK)pap < 1. 1l en résulte

Puisque a” — 0 quand n — +o00, donc dp € N tel que
que H? = H o --- o H est une contraction puis 3lu € C, tel que HPu =u. On a Hu = u
En effet, H?(u) = u implique que H?"'(u) = Hu, on peut écrire HP(H(u)) = H(u) il
s’ensuit que H (u) est un point fixe de H? et puisque le point fixe est unique nous obtenons
H(u) = u. Nous concluons que Hu = u est une solution faible de 1'’équation (3.27) sur

[0; a], cela est vrai pour tous a > 0.

D’ou 'équation (3.27) a une solution faible unique sur R™. O
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Conclusion

La théorie des semi groupes est un domaine de recherche qui suscite depuis quelques
années beaucoup d’intérét, il a connu des développement et des applications trés intéres-
sants, en particulier dans les équations d’évolution ( probléme de Cauchy).

Notre étude a examiné la relation entre I'existence et 'unicité de la solution du probléme

de Cauchy abstrait et 'opérateur associé a ce probleme.
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Abstract:

The main objectives of this research paper consiste in part to study the
theory of semigroup in Banach space, and another part to study under what
condition the abstract Cauchy problem homogeneous and inhomogeneous has
unique solution (existence and uniqueness of solution).

Key words: Semi-group, CO-semigroup, generator infinitesimal.
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Résumé :

Le but de ce mémoire est d’étudié d’une part la théorie des semi groupes
dans un espace de Banach, d’autre part on étudie Sous quelles condition le
probléme de Cauchy abstrait homogéne et non homogene admet une solution
unique (/’existence et [ 'unicité de solution).

Mots clés Semi-groupe, CO-semi groupe, générateur infinitésimal.



