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Département des Mathématiques et Informatique
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Théorie des C0-semi-groupes et applications

Evalué par:
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Notations générales

A Opérateur.
X Espace de Banach.
X ′ Espace dual de X.
|.|X La norme muni de l’espace de Banach X.
B(X, Y ) L’espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.
‖.‖B(X,Y ) La norme des opérateurs .
D(A) Le domaine de l’opérateur linéaire A.
ρ(A) L’ensemble résolvant de A.
σ(A) Le spectre de A.
G(A) Graphe de A.
R(λ,A) La résolvante de A.
Aω L’ensemble {λ ∈ C/Reλ > ω} pour ω > 0.
{Aλ}λ∈Aω L’approximation généralisé de Yosida de l’opérateur A.
(PHC) Problème homogène de Cauchy.
(PNHC) Problème non homogène de Cauchy.
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Introduction générale

Compte tenu de la remarque simple que la fonction exponentielle réalise, en autre,
l’isomorphisme fondamental algébrique et topologique entre le groupe topologique additif
des nombres réels et le groupe topologique multiplicatif des nombres réels strictement
positifs, on peut constater que la fonction t→ eta, a ∈ R, est une solution réel continue
de l’équation fonctionnelle de Cauchy f(t + s) = f(t)f(s) avec la condition f(0) = 1.
Cette équation a été étudiée par beaucoup de mathématiciens commençant avec Cauchy
même. D’autre part, il est très bien connu que la fonction exponentielle t → eta est la
solution unique sur R de l’équation différentielle u′ = au avec la condition initiale u(0) = 1.
L’importance des fonctions exponentielles a connu une grande croissance après l’année
1888, quand le grand mathématicien Giuseppe Peano a eu l’inspiration d’écrire la solution
du problème de Cauchy vectoriel 8<: u′ = Au

u(0) = I,

où A est une matrice quadratique, sous la forme

t→ etA =
∞X
n=0

tnAn

n!

Ce résultat a été étendu aux équations différentielles opératorielles X ′ = AX, où A est
un opérateur linéaire borné dans un espace de Banach X, qui a pour solution fondamentale
la fonction exponentielle t→ etA, A ∈ B(X).
Ces extensions de la fonction exponentielle admettent un modéle général dans le cadre
des algèbres de Banach abstraites. Plus précisément, si B est une algèbre de Banach avec

1



TABLE DES MATIÈRES

l’unité I et a ∈ B, alors la fonction

R 3 t→ eta ∈ B

eta =
∞X
n=0

tnan

n!
est dérivable et elle est l’unique solution du probléme de Cauchy8<: u′ = au

u(0) = I,

Compte tenu de l’unicité des solutions du probléme de Cauchy, il en résulte que la fonction
f(t) = eta satisfait sur R à l’équation fonctionnelle de Cauchy. Le problème réciproque de
savoir si les solutions de l’équation fonctionnelle de Cauchy sont des solutions pour les
équations différentielles linéaires de premier ordre u′ = au, s’est avéré être plus difficile,
mais il a été résolu par Nathan et Yosida . Donc la double caractérisation de la fonction
exponentielle par l’équation fonctionnelle de Cauchy et par l’équation différentielle linéaire
de premier ordre a été établie pour le cas général des algèbres de Banach abstraites. Ces
caractérisations importantes ont sugéré l’idée d’étudier les équations différentielles linéaires
du premier ordre par des extensions adéquates de la fonction exponentielle. De cette
manière est apparu la nécessité de considérer les équations différentielles vectorielles de
premier ordre u′ = Au où A n’est pas un opérateur de l’algèbre de Banach des opérateurs
linéaires bornés B(X), mais un opérateur linéaire non-borné dans un espace de Banach
X. La définition d’une fonction exponentielle comme une solution de cette équation a été
réalisée par l’introduction des semi-groupes de classe C0 . Mais, dans ce cas-là, l’équation
fonctionnelle de Cauchy se réfère aux fonctions

[∞, 0) 3 t→ T (t) ∈ B(X)

avec T (0) = I, satisfaisant la relation T (t+ s) = T (t)T (s) et qui sont fortement continues,
c’est-à-dire ayant la propriété

lim
t→0

T (t)x = x

pour tout x ∈ X.
Dans cet esprit, le mémoire est divisé en trois chapitres :

-Premier chapitre

2
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Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche et
étudie théorie des semi-groupes à un paramètre d’opérateurs linéaires bornés.
-Deuxième chapitre
Ce chapitre on expose les théorèmes de Hille-Yosida et Lumer-Philips.
-Troisième chapitre
Dans ce chapitre nous allons étudier en détails le problème abstrait de Cauchy, en appliquant
les résultats des chapitres précédents. Dans un premier temps nous allons étudier le
problème homogène et le problème non homogène, et par l’occasion nous donnons quelques
applications illustratives à la théorie des équations aux dérivées partielles. Ensuite nous
allons étudie le problème d’évolution non linéaire.

3



Chapitre 1
Semi-groupes de classe C0

Ce chapitre est une présentation des notions qui seront utilisées dans cette recherche,
étudie la théorie des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach
en particulier les C0-semi-groupes .

Définition 1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la
distance associé à la norme.

Définition 1.2 Soit X un espace normé sur K = C ou R. On appelle dual (topologique)
de X et on note X ′ l’espace X ′ = B(X,K), cet espace est complet.

Soient X, Y deux espace vectoriels normés.

Définition 1.3 Un opérateur linéaire A de X dans Y est une application linéaire définie
sur un sous-espace vectoriel D(A) ⊂ X à valeur dans Y . D(A) est appelé le domaine de
l’opérateur A.
On dit que A est à domaine dense si D(A) = X.

Définition 1.4 Soient X et Y deux espace de banach, on dit que A : D(A) ⊂ X → Y est
borné s’il exist une constante c ≥ 0
telle que

| Ax |Y< c | x |X , ∀x ∈ D(A).

Dans le cas contraire, c-à-d ∀c > 0 on a | Ax |Y≥ c | x |X ∀x ∈ D(A), on dit que

4



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

A : D(A) ⊂ X → Y est non-borné.
On désigne par B(X,Y ) l’espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y .
B(X,Y ) est dit espace des opérateurs bornés.
on pose B(X) = B(X,X) .

Définition 1.5 [11] L’ensemble ρ(A) = {λ ∈ C λI−A : D(A)→ X est un opérateur bijectif}
s’appele l’ensemble résolvant de A.

Définition 1.6 L’application

R(., A) : ρ(A)→ B(X)

λ→ R(λ,A) = (λI − A)−1, ∀λ ∈ ρ(A)

s’appelle la résolvante de A.

Proposition 1.1 [11] La résolvante d’un opérateur linéaire A ∈ B(X), a les propriétés
suivantes :

1. Si λ , µ ∈ ρ(A) ,alors

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A).

2. Si λ ∈ C et | λ |>‖ A ‖ alors λ ∈ ρ(A) et nous avons

R(λ,A) =
∞X
n=0

An

λn+1 .

3. Nous avons

dn

dλn
R(λ,A) = (−1)nn!R(λ,A)n+1 ∀n ∈ N∗ et λ ∈ ρ(A).

Définition 1.7 L’ensemble σ(A) = C− ρ(A) s’appelle le spectre de A .

Proposition 1.2 [11] Soit A ∈ B(X). Alors :

1. σ(A) 6= ∅

2. σ(A) est un ensemble compact .
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Définition 1.8 [11] Pour un opérateur linéaire A ∈ B(X), le nombre

r(A) = sup
λ∈σ(A)

| λ |

s’appelle le rayon spectral deA.

Théorème 1.1 (Banach-steinhaus) [2] Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit
(Ti)i∈I une famille ( non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires bornés de X
dans Y .

On suppose que :
sup
i∈I
| Tix |Y<∞

alors
sup
i∈I
‖ Ti ‖L(X,Y )<∞

Autrement dit il existe une constante c ≥ 0 telle que :

| Tix |Y< c | x |X , ∀x ∈ X, ∀i ∈ I.

Définition 1.9 (Opérateur fermé) Soient X et Y deux espaces de Banach, On dit
qu’un opérateur A est fermé si le graphe de A, noté G(A) = {(x,Ax) : x ∈ D(A)} est
fermé dans X × Y .

Proposition 1.3 [3] Un opérateur A est fermé, si et seulement si pour toute suite (xn)n≥0

d’élément de D(A) telle que xn → x ∈ X et Axn → y ∈ X, on a alors x ∈ D(A) et
Ax = y.

Théorème 1.2 (Théoréme du graphe fermé).[2] Soient X et Y deux espaces de
Banach, soit A un opérateur linéaire de X dans Y . Si le graphe de A noté G(A) =
(x,Ax) : x ∈ X est fermé dans X × Y , alors A est continue.

Lemme 1.1 [3] Soit f : [a,b]→ X une fonction continue, alors :

lim
t→0

1
t

a+tZ
a

f(s)ds = f(a).

6



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Preuve Pour t 6= 0 on a :

‖ 1
t

a+tZ
a

f(s)ds− f(a) ‖ =‖ 1
t

a+tZ
a

(f(s)− f(a))ds ‖

≤ 1
t
× sup

s∈[a,a+t]
‖ f(s)− f(a) ‖ ×

a+tZ
a

ds

≤ 1
t
× sup

s∈[a,a+t]
‖ f(s)− f(a) ‖ ×t

= sup
s∈[a,a+t]

‖ f(s)− f(a) ‖

La continuité de f nous permet de conclure. �

Lemme 1.2 Si A ∈ B(X) et ‖ A ‖< 1 alors I −A est inversible et (I −A)−1 = P∞
n=0A

n.

Preuve Soit Y n = I + A+ A2 + ...+ An. Alors :
‖ Yn+p − Yn ‖≤ ‖A‖n+1

1−‖A‖ → 0 pour n→∞.
Par conséquent, (Yn)n∈N est une suite de Cauchy. Mais B(X) est une algèbre de Banach.
La suite (Yn)n∈N est donc convergente. Notons Y ∈ B(X) sa limite. De l’égalité
(I − A)Yn = I − An+1 , il résulte que lim

n→∞(I − A)Yn = I, d’ou (I − A)Y = I . Nous
obtenons Y (I −A) = I de façon analogue. Finalement, on voit que I −A est inversible et
que (I − A)−1 = P∞

n=0A
n. �

1.1 Semi-groupes uniformément continue

Nous présonterons quelques notions concernant les semi-groupes uniformément continus
d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X.

Définition 1.10 Soit X est un espace de Banach. Une famille {T (t)}t≥0 d’opérateurs
linéaires bornés de B(X) est dite semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :

1. T (0) = I (où I est l’opérateur identité de X),
2. T (t+ s) = T (t)T (s), ∀t,s ≥ 0.

Définition 1.11 Un semi-groupe {T (t)}t≥0 d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit un
semi groupe uniformément continu sur X si :

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0.

7



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Définition 1.12 On appelle le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu {T (t)}t≥0 l’opérateur linéaire :

A : X → X

A = lim
t→0

T (t)− I
t

.

Lemme 1.3 [3] Soit A ∈ B(X), alors {etA}t≥0 est un semi groupe uniformément continue
d’opérateurs linéaires bornés sur X dont la générateur infinitésimal est A.

Preuve Soit A ∈ B(X), et t→ T (t) ∈ B(X), ∀t ≥ 0, est une application définie par :

T (t) = etA =
∞X
k=0

tkAk

k! .

La série du membre de droite de l’égalité est convergente pour la topologie de la norme
de B(X), De plus il est évident que T (0) = e(0×A) = I et ∀t,s ≥ 0, T (t + s) = e(t+s)A =
etAesA = T (t)T (s).
On a :

‖T (t)− I‖ =





 ∞X
k=0

tkAk

k! − I







=





I +

∞X
k=1

tkAk

k! − I







≤
∞X
k=1

tk‖A‖k
k!

= 1 +
∞X
k=1

tk‖A‖k
k! − 1

=
∞X
k=0

tk‖A‖k
k! − 1 = et‖A‖ − 1,∀t ≥ 0.

Il en résulte que
lim
t→0
‖T (t)− I‖ = 0.

Donc la famille {etA}t≥0 est un semi groupe uniformément continue.

8



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Montrons que A est le générateur infinitésimal de cette semi groupe




T (t)− I
t

− A





 =





1
t
(etA − I − tA)






=





1
t
(
∞X
k=0

tkAk

k! − I − tA)







=





1
t
(I + tA+

∞X
k=2

tkAk

k! − I − tA)







≤ 1
t

∞X
k=2

tk‖A‖k
k!

≤ 1
t
(1 + t‖A‖+

∞X
k=2

tk‖A‖k
k! − 1− t‖A‖)

≤ 1
t
(
∞X
k=0

tk‖A‖k
k! − 1− t‖A‖)

≤ 1
t
(et‖A‖ − 1− t‖A‖)

≤ (et‖A‖ − 1
t‖A‖ ‖A‖ − ‖A‖),

donc
lim
t→0

et‖A‖ − 1
t‖A‖ ‖A‖ − ‖A‖ = 0,

nous obtenons que
lim
t→0

T (t)− I
t

− A = 0.

Donc {T (t)}t≥0 est un semi groupe de générateur infinitésimal A. �

Lemme 1.4 [3] Soit A un opérateur de B(X). Il existe un unique semi-groupe uniforme-
ment continue {T (t)}t≥0 tel que T (t) = etA ayant pour générateur l’opérateur A.

Preuve Soit A ∈ B(X), alors il existe un semi groupe uniformément continu {T (t)}t≥0

engendré par A.
Si {S(t)}t≥0 est un autre semi groupe uniformément continu engendré par A, alors

nous avons : limt→0
T (t)−I

t
= A et limt→0

S(t)−I
t

= A

Par conséquent : limt→0



T (t)−I

t
− S(t)−I

t




 = limt→0



T (t)−S(t)

t




 = 0.
Soit a > 0 fixé. Comme {T (t)}t≥0 et {S(t)}t≥0 sont des semi groupes uniformément

continus, alors les applications t → ‖T (t)‖ et t → ‖S(t)‖ sont continues. Il existe alors

9



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

une constante Ca > 0 tel le que supt∈[0,a](‖T (t)‖, ‖S(t)‖) ≤ Ca

Pour t > 0, on a



T (t)−S(t)

t




 =



T (t)−I

t
− A− (S(t)−I

t
− A)





Soit ε > 0. ce qui implique qu’il existe σ > 0 tel que pour 0 < t ≤ σ, on ait


T (t)−I

t
− A




 ≤ ε
2aCa et




S(t)−I
t
− A




 ≤ ε
2aCa

Ce qui entraîne alors que pour 0 < t ≤ σ, on a :




T (h)− S(h)
h






 ≤ 




T (h)− I
h

− A





+






S(h)− I
h

− A







≤ ε

aCa

Soit t ∈ [0,a] arbitrairement fixé et n ∈ N∗ tels que t
n
< σ. alors :

‖T (t)− S(t)‖ =





n−1X
k=0

[T ((n− k) t
n

)S(k t
n

)− T ((n− k − 1) t
n

)S((k + 1) t
n

)]







≤
n−1X
k=0





T ((n− k) t
n

)S(k t
n

)− T ((n− k − 1) t
n

)S((k + 1) t
n

)






≤
n−1X
k=0





T ((n− k − 1) t
n

)T ( t
n

)S(k t
n

)− T ((n− k − 1) t
n

)S(k t
n

)S( t
n

)






≤
n−1X
k=0





T ((n− k − 1) t
n

)




 



S(k t

n
)




 



T ( t

n
)− S( t

n
)






≤ Ca
t

n

ε

aCa

n−1X
k=0

1 = ε
t

a
≤ ε (on a t ∈ [0,a] alors t

a
≤ 1).

Comme ε > 0 est arbitraire, alors T (t) = S(t), ∀t ∈ [0,a]. Mais puisque a > 0 est aussi
arbitraire, il s’ensuit que T (t) = S(t), ∀t ≥ 0. �

Théorème 1.3 [3] Un opérateur A : X → X est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continue si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve • Soit A : X → X le générateur infinitésimal d’un semi groupe uniformément
continue {T (t)}t≥0 ∈ B(X) alors limt→0‖T (t)− I‖ = 0.

L’application t ∈ [0,+∞)→ T (t) ∈ B(X) est continue, par suite R t0 T (s)ds ∈ B(X),
donc avec le lemme 1.4 on voit que :

lim
t→0

1
t

Z t

0
T (s)ds = T (0) = I.

10



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Il existe τ > 0 tel que



 1
τ

R τ
0 T (t)dt− I




 < 1, donc avec le lemme 1.3 l’élément
1
τ

R τ
0 T (t)dt est inversible alors il s’ensuit que R τ0 T (t)dt est inversible. Nous avons :

T (h)− I
h

Z τ

0
T (t)dt = 1

h

�Z τ

0
(T (t+ h)− T (h)) dt

�
= 1
h

Z τ+h

τ
T (t)dt− 1

h

Z τ

0
T (t)dt

Nous obtenons

lim
h→0+

T (h)− I
h

Z τ

0
T (t)dt = lim

h→0+

�1
h

Z τ+h

τ
T (t)dt− 1

h

Z τ

0
T (t)dt

�
= T (τ)− T (0)

= T (τ)− I

D’où : limh→0+
T (h)−I

h
= [T (τ)− I] [R τ0 T (t)dt]−1

Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu
{T (t)}t≥0 est l’opérateur : A = [T (τ)− I] [R τ0 T (t)dt]−1 ∈ B(X).

• Cette implication est évidente coumpte tenu du lemme 1.4. �

Corollaire 1.1. Soit {T (t)}t≥0 un semi-groupe uniformement continue et A son générateur
infinitésimal, alors :

1. Il existe w ≥ 0 tel que ‖T (t)‖ ≤ ewt ,∀t ≥ 0.
2. L’application t −→ T (t) ∈ B(X),∀t ∈ [0,+∞) est différentiable pour la topologie
de la norme et dT (t)

dt
= AT (t) = T (t)A, ∀t ≥ 0.

Preuve Nous avons ‖T (t)‖ = ‖etA‖ ≤ et‖A‖

Pour w ≥ ‖A‖, On obtient que ‖T (t)‖ ≤ etw, ∀t ≥ 0
L’assertion 2 prvient des égalités suivantes :

A = lim
t→0

T (t)− I
t

= lim
t→0

T (t)− T (0)
t

= d

dt
T (0)

Nous déduirons que l’application t→ T (t) est dérivable au point t = 0.
Soit t > 0 et h > 0, alors :




T (t+ h)− T (t)

h
− AT (t)






 ≤ 




T (h)− I
h

− A





 ‖T (t)‖

≤





T (h)− I

h
− A






 et‖A‖
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1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

et comme T (h)−I
h
→ A quand t→ 0 alors lim

t→0




T (t+h)−T (t)
h

− AT (t)



 = 0

Par conséquent, l’application t 7→ T (t) est dérivable à droite et on a d+T (t)
dt

= AT (t),
∀t > 0

Soit t > 0 et h < 0 tel que t+ h > 0, alors :




T (t+ h)− T (t)
h

− AT (t)





 ≤ 




I − T (−h)

h
− AT (−h)






 ‖T (t+ h)‖

≤





T (−h)− I

−h − AT (−h)





T (t+ h)‖

≤





T (−h)− I

−h − AT (−h)





 e(t+h)‖A‖

D’où il vient que lim
h→0

T (t+h)−T (t)
h

= AT (t).

Par conséquent, l’application t 7→ T (t) est dérivable à gauche et on a d−T (t)
dt

= AT (t),
∀t > 0

Donc cette application est dérivable sur [0,+∞) et nous avons dT (t)
dt

= AT (t), ∀t ≥ 0
D’autre part, on a

T (t)A = T (t) lim
h→0

T (h)− I
h

= lim
h→0

T (t+ h)− T (t)
h

= lim
h→0

T (h)T (t)− T (t)
h

= AT (t).

alors T (t)A = AT (t), ∀t ≥ 0. �

1.2 Semi-groupes fortement continue ou C0-semi-groupe

Définition 1.13 On appelle C0-semi groupe ou semi-groupe fortement continue d’opéra-
teurs linéaires bornés sur X, un semi-groupe {T (t)}t≥0 vérifie la propriété suivante :

lim
t→0

T (t)x = x,∀x ∈ X.

12



1. SEMI-GROUPES DE CLASSE C0

Définition 1.14 On appelle le générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe {T (t)}t≥0

un opérateur A définie sur l’ensemble

D(A) = {x ∈ X, lim
t→0

T (t)x− x
t

existe}

par
Ax = lim

t→0

T (t)x− x
t

, ∀x ∈ D(A)

Remarque 1.1. Puisque

‖T (t)x− x‖ ≤ ‖T (t)− I‖‖x‖ pour x ∈ X et t ≥ 0

il en résulte que : les semi-groupes uniformement continues sont C0-semi groupes. Mais, il
existe des C0-semi groupes qui ne sont pas uniformement continues.

Exemple 1.1 Soit X = C[0,+∞) = {f : [0,+∞)→ R; f est uniformément continue et borné}
avec la norme ‖f‖C[0,+∞) = supα∈[0,+∞)|f(α)|.
On définie sur X un opérateur linéaire par :

(T (t)f)(α) = f(t+ α),∀t ≥ 0 et α ∈ [0,+∞)

1. Montrons que {T (t)}t≥0 est un C0-semi groupe :
(i) (T (0)f)(α) = f(α),∀α ∈ [0,+∞).
donc T (0) = I.

(ii) Soit t,s ≥ 0, ∀α ∈ [0,+∞),

T ((t+ s)f)(α) = f(t+ s+ α) (1.1)

et

(T (t)T (s)f)(α) = T (t)f(s+ α) = f(t+ s+ α) = (T (t+ s)f)(α), (1.2)

de (1.1) et (1.2), on trouve (T (t+s)f)(α) = (T (t)T (s)f)(α),∀α ∈ [0,+∞) t,s ≥ 0.
(iii) On a

‖T (t)f − f‖C[0,+∞) = sup
α∈[0,+∞)

|T (t)f(α)− f(α)| = sup
α∈[0,+∞)

|f(t+ α)− f(α)|

comme f est uniformement continue, alors :

lim
t→0
‖T (t)f − f‖C[0,+∞) = 0

D’où {T (t)}t≥0 est un semi-groupe fortement continue.
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2. Trouvons maintenent le générateur infinitésimal de {T (t)}t≥0

Soit A : D(A) ⊆ C[0,+∞)→ C[0,+∞) le générateur infinitésimal de {T (t)}t≥0,
soit f ∈ D(A)

Af(α) = lim
t→

(T (t)f)(α)− f(α)
t

= lim
t→0

f(t+ α)− f(α)
t

= f ′(α) ∀α ∈ [0,+∞)

donc D(A) ⊂ {f ∈ C[0,+∞)/f ′ ∈ C[0,+∞)}.
Inversement, soit f ′ ∈ C[0,+∞) tel que f ′ ∈ C[0,+∞)




T (t)f − f

t
− f ′







C[0,+∞)

= sup
α∈[0,+∞)

�����f(t+ α)− f(α)
t

− f ′(α)
�����

mais, �����f(t+ α)− f(α)
t

− f ′(α)
����� =

����[1t f(τ)]t+αα − f ′(α)
����

=
����1t Z α+t

α
[f ′(τ)− f ′(α)]dτ

����
≤1
t

Z α+t

α
|f ′(τ)− f ′(α)|dτ

donc




T (t)f − f
t

− f ′






C[0,+∞)

≤ sup
α∈[0,+∞)

1
t

Z α+t

α
|f ′(τ)− f ′(α)|dτ

≤ sup
α∈[0,+∞)

1
t

Z α+t

α
sup

τ∈[0,+∞)
|f ′(τ)− f ′(α)|dτ

≤1
t

sup
α∈[0,+∞)

sup
τ∈[α,α+t]

|f ′(τ)− f ′(α)|
Z α+t

α
dτ, f ′ ∈ C[0,+∞)

≤ sup
τ∈[α,α+t]

|f ′(τ)− f ′(α)|

lim
t→0






T (t)f − f
t

− f ′






C[0,+∞)

≤ lim
t→0

sup
τ∈[α,α+t]

|f ′(τ)− f ′(α)|

Alors
lim
t→0






T (t)f − f
t

− f ′






C[0,+∞)

= 0

Donc f ′ ∈ C[0,+∞), D’où D(A) = {f ∈ C[0,+∞)/f ′ ∈ C[0,+∞)} et

Af(α) = f ′(α), ∀α ∈ [0,∞), ∀f ∈ D(A).
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1.2.1 Propriétés des C0-semi-groupes

Théorème 1.4 [3] Soit {T (t)}t≥0 un C0-semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés. Alors :
1. Il existe τ > 0 et M ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≤M ∀t ∈ [0, τ ].
2. Il existe w ∈ R et M ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≤Mewt ∀t ≥ 0.

Preuve 1. Supposons que : pour ∀τ ≥ 0 et M ≥ 0, il existe t ∈ [0, τ ] tel que
‖T (t)‖ > M.

En particulier pour τ = 1
n
et M = n ∈ N∗ il existe tn ∈ [0, 1

n
], tel que ‖T (tn)‖ > n,

donc la suite (‖T (tn)‖)n ∈ N∗ est non bornée alors d’aprés le théorème de Banach
Steinhaus (1) la suite (‖T (tn)xn‖)n ∈ N∗ est non bornèe pour tout xn ∈ X, donc
il existe x0 ∈ X tel que (‖T (tn)x0‖)n ∈ N∗ soit non bornèe. Ce qui controdiut par
la dèfinition : on a limn→0‖T (tn)x0‖ = ‖x0‖ (car (tn → 0 quand n → ∞). Donc
∃τ > 0 et M ≥ 0 tel que ‖T (t)‖ ≤M , ∀t ∈ [0,τ ].

2. Soit t quelconque tel que t = nτ + r, n ∈ N∗, τ ≥ 0 , 0 ≤ r ≤ τ alors,

‖T (t)‖ = ‖T (nτ + r)‖ = ‖T (nτ)T (r)‖

= ‖T (nτ)‖‖T (r)‖

=








T (τ + τ + ...+ τ| {z }
n fois

)








 ‖T (r)‖

= ‖T (τ)‖n‖T (r)‖

≤MnM (D′après le théorème 1.4)

≤Men lnM

≤Me t−rτ lnM

≤Me t
τ

lnMe−rτ lnM , (e−rτ lnM ≤ 1)

≤Me( 1
τ

lnM)t

Donc, on prend w = 1
τ

lnM �

Corollaire 1.2. Si {T (t)}t≥0 est un C0-semi groupe, alors l’application t ∈ [0,+∞) →
T (t)x ∈ X est continue sur [0,+∞), ∀x ∈ X.
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Preuve Soient t0 ∈ [0,+∞), h > 0 et x ∈ X
Si t0 < h, nous avons

‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0)‖‖T (h)x− Ix‖

donc
‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ ≤Mewt0‖T (h)x− Ix‖

alors
lim
h→0
‖T (t0 + h)x− T (t0)x‖ = 0.

Si t0 > h, nous obtenons :

‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ ≤ ‖T (t0 − h)‖‖T (h)x− x‖

≤Mew(t0−h)‖T (h)x− x‖

donc
lim
h→0
‖T (t0 − h)x− T (t0)x‖ = 0.

D’où la continuité de cette application est vérifiée. �

Remarque 1.2. Si {T (t)}t≥0 est un C0-semi groupe, alors avec le théorème 1.4, on voit
qu’il existe w ∈ R etM ≥ 1 tel que ‖T (t)‖ ≤Mewt, ∀t ≥ 0. Si w < 0 alors nous obtenons
‖T (t)‖ ≤Mewt ≤M , ∀t ≥ 0. Par conséquen on peut considérer que pour ω ≥ 0 on note
SG(M,ω) l’ensemble des C0-semi groupes {T (t)}t≥0 tels que : ∃ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que
‖T (t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Propriétés 1.1. Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal, si x ∈ D(A)
alors T (t)x ∈ D(A) et on a T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0.
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Preuve Soit x ∈ D(A), alors pour tout t ≥ 0, on a :

T (t)Ax = T (t) lim
h→0

T (h)x− x
h

= lim
h→0

T (t+ h)x− T (t)x
h

= lim
h→0

T (h) + T (t)x− T (t)x
h

= AT (t)x.

donc T (t)x ∈ D(A) et on a : T (t)Ax = AT (t)x,∀t ≥ 0, ∀x ∈ D(A). �

Théorème 1.5 Soit {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal. Alors,
l’application t ∈ [0,+∞)→ T (t)x ∈ X est dérivable sur [0,+∞) pour tout x ∈ D(A) et
nous avons :

1. dT (t)
dt
x = T (t)Ax = AT (t)x,∀t ≥ 0.

2. T (t)x− x = R t
0 T (s)Axds,∀t ≥ 0.

Preuve 1. Soient x ∈ D(A), t ≥ 0 et h > 0. Alors :




T (t+ h)x− T (t)x
h

− T (t)Ax





 ≤ ‖T (t)‖






T (h)x− x
h

− Ax







≤Meωt





T (h)x− x

h
− Ax







Par conséquent lim

t→0
T (t+h)x−T (t)x

h
= T (t)Ax, ∀t ≥ 0. Donc d+T (t)

dt
x = T (t)Ax.

D’autre part, soit t− h > 0, alors :




T (t− h)x− T (t)x
−h − T (t)Ax






 ≤ ‖T (t− h)‖





T (h)x− x

h
− T (h)Ax







≤Meω(t−h)






T (h)x− x
h

− Ax+ Ax− T (h)Ax







≤Meω(t−h)
 




T (h)x− x

h
− Ax






+ ‖T (h)Ax− Ax‖
!
�

Par suite lim
t→0

T (t−h)x−T (t)x
−h = T (t)Ax, ∀t ≥ 0. Donc d−T (t)

dt
x = T (t)Ax, ∀t ≥ 0.

Il s’ensuit que l’application considérée dans l’énoncé est dérivable sur [0,+∞),
∀x ∈ D(A). De plus, dT (t)

dt
x = T (t)Ax = AT (t)x, ∀t ≥ 0.
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2. Soit x ∈ D(A), alors nous avons :

dT (s)
ds

x = T (s)Ax, ∀s ∈ [0,t], t ≥ 0.

D’où Z t

0
dT (s)x =

Z t

0
T (s)Axds.

Donc
T (t)x− x =

Z t

0
T (s)Axds,∀t ≥ 0.

Lemme 1.5 Soit {T (t)}t≥0 est un C0-semi groupe, alors :

lim
h→0

1
h

Z t+h

t
T (s)xds = T (t)x,∀x ∈ X, t ≥ 0.

Preuve On a

‖1
h

Z t+h

t
T (s)xds− T (t)x‖ = ‖1

h

Z t+h

t
(T (s)x− T (t)x)ds‖

≤ sup
s∈[t,t+h]

‖T (s)x− T (t)x‖1
h

Z t+h

t
ds

= sup
s∈[t,t+h]

‖T (s)x− T (t)x‖

Comme l’application t ∈ [0,+∞)→ T (t)x ∈ X, est continu on trouve le résultat. �

Propriétés 1.2. Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal.
Si x ∈ X, alors R t0 T (s)xds ∈ D(A) et on a l’égalité

A
Z t

0
T (s)xds = T (t)x− x,∀t ≥ 0.

Preuve Soient x ∈ X et h > 0, alors

T (h)− I
h

Z t

0
T (s)xds = 1

h

Z t

0
T (s+ h)xds− 1

h

Z t

0
T (s)xds

= 1
h

Z t+h

h
T (u)xdu− 1

h

Z t

0
T (s)xds

= 1
h

Z t+h

0
T (u)xdu− 1

h

Z h

0
T (u)xdu− 1

h

Z t

0
T (u)xdu

= 1
h

Z t+h

t
T (u)xdu− 1

h

Z h

0
T (u)xdu.
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Par passage à limite pour h → 0 et compte tenu du lemme précédent, nous obte-
nons :A R t0 T (s)xds = T (t)x− x,∀t ≥ 0 et R t0 T (s)xds ∈ D(A) �

Théorème 1.6 Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal, alors :
1. D(A) = X.
2. A est un opérateur fermé.

Preuve 1. Soient x ∈ X et tn > 0, n ∈ N tel que lim
n→∞ tn = 0.

Alors xn = 1
tn

R tn
0 T (s)xds ∈ D(A), ∀n ∈ N, d’où lim

n→∞xn = lim
n→∞ = 1

tn

R tn
0 T (s)xds =

T (0)x = x. Par conséquent D(A) = X.
2. Soient (xn)n∈N ⊂ D(A) tel que lim

n→∞xn = x et lim
n→∞Axn = y . Alors

‖T (s)Axn − T (s)y‖ ≤ ‖T (s)‖‖Axn − y‖ ≤Meωt‖Axn − y‖,∀s ∈ [0,t].

Par suite :
T (s)Ax→ T (s)y, pour n→ +∞

uniformément par rapport à s ∈ [0,t]. D’autre part, puisque xn ∈ D(A), nous avons

T (s)xn − xn =
Z t

0
T (s)Axnds,

d’ou
lim
n→∞[T (s)xn − xn] = lim

n→∞

Z t

0
T (s)Axnds

ou bien,T (s)x− x = R t
0 T (s)yds.

Finalement, on voit que :

lim
t→0

T (s)x− x
t

= lim
t→0

1
t

Z t

0
T (s)yds = y.

Par suite, x ∈ D(A) et A(x) = y, d’où, il résulte que A est un opérateur fermé. �

Théorème 1.7 Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal et F ∈
B(X). Alors T (t)F = FT (t) pour tout t ≥ 0 si et seulement si

FD(A) ⊆ D(A)

et
FAx = AFx, ∀x ∈ D(A).
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Théorème 1.8 (l’unicité de l’engendrement) Soient deux C0 semi groupes {T (t)}t≥0

et {S(t)}t≥0 ayant pour générateur infinitésimal le même opérateur A. Alors T (t) =
S(t),∀t ≥ 0.

Preuve Soient t > 0 et x ∈ D(A). Définissons l’application

s ∈ [0,t]→ U(s)x = T (t− s)S(s)x.

Alors

d

ds
U(s)x = d

ds
T (t− s)S(s)x+ T (t− s) d

ds
S(s)x

= −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)AS(s)x

= 0,∀x ∈ D(A).

Par suite, U(0)x = U(t)x, pour tout x ∈ D(A), d’où T (t)x = S(t)x, ∀x ∈ D(A) et t ≥ 0.
Puisque D(A) = X alors T (t),S(t) ∈ B(X), pour tout t ≥ 0, il résulte que : T (t)x = S(t)x,
∀t ≥ 0 et x ∈ X. Ou bien : T (t) = S(t), ∀t ≥ 0. �

1.3 C0-Semi groupe de contraction

Définition 1.15 Soit {T (t)}t>0 un C0 -semi-groupe sur X.

1. {T (t)}t>0 est dit uniformément borné sur X s’il existe M > 1 telle que
‖T (t)‖ 6M,∀t > 0.

2. {T (t)}t>0 est dit un C0 -semi-groupe de contractions si ‖T (t)‖ 6 1,∀t > 0.
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Chapitre 2
Théorème de Hille-Yosida

Dans la suite nous présentons un résultat important concernant les semi groupe de
classe C0. Il s’agit le théorème de Hille-Yosida qui donne une caractérisation pour les
opérateurs qui soit générateurs de C0-semi groupe.

2.1 La transformé de Laplace d’un C0 semi-groupe

Définition 2.1 Nous désignerons par Aω l’ensemble {λ ∈ C/Reλ > ω} pour ω > 0 .

Théorème 2.1 Soient {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal. Si λ ∈ Aω
, alors l’application

Rλ : X → X

Rλx =
+∞Z
0

e−λtT (t)xdt

Définit un opérateur linéaire borné sur X, λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ,A)x pour tout x ∈ X.

Preuve Soit λ ∈ Aω puisque {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) nous avons

‖T (t)‖ ≤Meωt ∀t ≥ 0.
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et on voit que :

‖e−λtT (t)x‖ ≤ e−Reλt‖T (t)‖‖x‖

≤Me−(Reλ−ω)t‖x‖, ∀x ∈ X

On définit l’application :
Rλ : X → X

par :
Rλx =

Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

Il est clair que Rλ est un opérateur linéaire de plus on a :

‖Rλx‖ ≤
Z +∞

0
‖e−λtT (t)x‖dt ≤ M

Reλ− ω‖x‖, ∀x ∈ X

D’où il résulte que Rλ est un opérateur linéaire borné, si x ∈ X alors nous avons :
T (h)Rλx−Rλx

h
= 1
h

Z +∞

0
e−λtT (t+ h)xdt− 1

h

Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

= 1
h

Z +∞

h
e−λ(s−h)T (s)xds− 1

h

Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

= eλh
h

Z +∞

h
e−λsT (s)xds− 1

h

Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

= eλh
h

�Z +∞

0
e−λsT (s)xds−

Z h

0
e−λsT (s)xds

�
− 1
h

Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

= eλh − 1
h

Z +∞

0
e−λsT (s)xds− eλh

h

Z h

0
e−λsT (s)xds

Par passage à limite on obtient :

lim
h→0

T (h)Rλx−Rλx

h
= λRλx− x

Il en résulte que :

Rλx ∈ D(A) et ARλx = λRλx− x, ∀x ∈ X

Ou bien :

(λI − A)Rλx = x, ∀x ∈ X
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Si x ∈ D(A), alors nous obtenons :

RλAx =
Z +∞

0
e−λtT (t)Axdt =

Z +∞

0
e−λt d

dt
T (t)xdt

= [e−λtT (t)x]+∞0 + λ
Z +∞

0
e−λtT (t)xdt

= −x+ λRλx

D’où :

Rλ(λI − A)x = x, ∀x ∈ D(A)

Finalement, on voit que λ ∈ ρ(A) et Rλx = R(λ,A)x, pour tout x ∈ X. �

Définition 2.2 L’opérateur

Rλ : X → X

Rλx =
+∞Z
0

e−λtT (t)xdt

S’appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω).

Théorème 2.2 Soient {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe et A son générateur infinitésimal,
pour tout λ ∈ Aω on a :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n , n ∈ N∗.

Preuve Soit {T (t)}t≥0 un C0 semi-groupe alors :

‖T (t)‖ ≤Mewt ∀t ≥ 0.
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Compte tenu de théorème (2.1), si λ ∈ Aω nous avons :

λ ∈ ρ(A) et R(λ,A)x =
+∞Z
0

e−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X.

De plus :

‖R(λ,A)x‖ ≤ M

(Reλ− ω) .

Il est claire que :
d

dλ
R(λ,A)x = −

+∞Z
0

te−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X

et par récurrence on peut montre que :

d

dλn
R(λ,A)x = (−1)n

+∞Z
0

tne−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X et n ∈ N∗.

D’autre part nous avons :

d

dλn
R(λ,A)x = (−1)nn!R(λ,A)n+1x, ∀x ∈ X et n ∈ N∗.

Par suit on a :

(−1)nn!R(λ,A)n+1x = (−1)n
+∞Z
0

tne−λtT (t)xdt, ∀x ∈ X et n ∈ N∗.

De plus :
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‖R(λ,A)nx‖ ≤ M‖x‖
(n− 1)!

+∞Z
0

tn−1e−(Reλ−ω)tdt

≤ M‖x‖(n− 1)
(n− 1)!(Reλ− ω)

+∞Z
0

tn−2e−(Reλ−ω)tdt = ...

= M‖x‖
(Reλ− ω)n �

quel que soient x ∈ X et n ∈ N∗ , par conséquent :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n , n ∈ N∗.

2.2 L’approximation généralisée de Yosida

Lemme 2.1 Soit A : D(A) ⊂ X → X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés
suivantes :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X

(ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 0 tel que Aω ⊂ ρ(A) et pour tout λ ∈ Aω on a :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n , n ∈ N∗.

Alors pour tout λ ∈ Aω nous avons :

lim
Reλ→+∞

λR(λ,A)x = x, ∀x ∈ X.

De plus :

λAR(λ,A) ∈ B(x) et lim
Reλ→+∞

λAR(λ,A)x = Ax, ∀x ∈ D(A).
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Preuve Soient x ∈ D(A) et λ ∈ C tel que Reλ > ω alors R(λ,A)(λI − A)x = x, Si
Reλ→ +∞ nous avons :
‖λR(λ,A)x− x‖ = ‖R(λ,A)Ax‖ ≤ ‖R(λ,A)‖‖Ax‖ ≤ M

Reλ− ω‖Ax‖ → 0.
D’où il résulte que :

lim
Reλ→+∞

λR(λ,A)x = x, ∀x ∈ D(A).

Soit x ∈ X , puisque D(A) = X , il existe une suite (xn)n ∈ N ⊂ D(A) tel que xn → x si
n→ +∞ nous avons :

‖λR(λ,A)x− x‖ ≤ ‖λR(λ,A)x− λR(λ,A)xn‖+ ‖λR(λ,A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ ‖λR(λ,A)‖‖xn − x‖+ ‖λR(λ,A)xn − xn‖+ ‖xn − x‖

≤ | λ |M
Reλ− ω‖xn − x‖+ M

Reλ− ω‖Axn‖+ ‖xn − x‖

= | λ |M +Reλ− ω
Reλ− ω ‖xn − x‖+ M

Reλ− ω‖Axn‖

Mais xn → x si n→∞, donc pour tout ε > 0, il existe nε ∈ N tel que :

‖xnε − x‖ < ε
Reλ− ω

| λ |M +Reλ− ω .

Par conséquent :

‖λR(λ,A)x− x‖ ≤ ε+ M

Reλ− ω‖Axnε‖.

D’où :

lim
Reλ→+∞

sup‖λR(λ,A)x− x‖ ≤ ε ∀x ∈ X.

Ou bien

lim
Reλ→+∞

λR(λ,A)x = x, ∀x ∈ X.
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De plus :

λAR(λ,A) = λ[λI − (λI − A)]R(λ,A)

= λ[λR(λ,A)− I]

= λ2R(λ,A)− λI.

Par suite on a :

‖λAR(λ,A)x‖ = ‖λ[λR(λ,A)− I]x‖

≤| λ | ‖λR(λ,A)x− x‖

≤| λ | (‖λR(λ,A)x‖+ ‖x‖)

≤| λ |
� | λ |M
Reλ− ω + 1

�
‖x‖, ∀x ∈ X

et on voit que λAR(λ,A) ∈ B(X). Si x ∈ D(A) , alors nous avons :

λR(λ,A)Ax = [λ2R(λ,A)− λI]x

= λAR(λ,A)x.

D’où il résulte que :

lim
Reλ→+∞

λAR(λ,A)x = lim
Reλ→+∞

λR(λ,A)Ax

= Ax, ∀x ∈ D(A). �

Remarque 2.1 On peut dire que les opérateurs bornés λAR(λ,A) sont des approximations
pour l’opérateur non borné A.

Définition 2.3 La famille {Aλ}λ∈Aω ,où Aλ = λAR(λ,A) S’appelle l’approximation géné-
ralisée de Yosida de l’opérateur A.

Lemme 2.2 Soit A : D(A) ⊂ X → X un opérateur linéaire vérifiant les propriétés
suivantes :
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(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X

(ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Aω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Aω on a :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n , n ∈ N∗

Si {Aλ}λ∈Aω est l’approximation généralisée de Yosida de l’opérateur A, alors pour
tous α, β ∈ Aω nous avons :

‖etAαx− etAβx‖ ≤M2teωt‖Aαx− Aβx‖, ∀x ∈ X et t ≥ 0

Preuve Soient α, β ∈ Aω, v ∈ [0, 1] et x ∈ X alors :

d

dv
(evtAαe(1−v)tAβx) = tAαevtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx

On peut facilement vérifier que Aα, Aβ, evtAα et e(1−v)tAβ commutent quels que soit
α, β ∈ Aω et t ≥ 0 nous obtenons :

Z 1

0

d

dv
(evtAαe(1−v)tAβx)dv =

Z 1

0
(tAαevtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx)dv

D’où :

[evtAαe(1−v)tAβx]10 =
Z 1

0
(tAαevtAαe(1−v)tAβx− tevtAαAβe(1−v)tAβx)dv

Où bien :

etAαx− etAβx = t
Z 1

0
evtAαe(1−v)tAβ(Aαx− Aβx)dv

quels que soient t ≥ 0 et x ∈ X nous en déduisons que :

‖etAαx− etAβx‖ ≤ t
Z 1

0
‖evtAα‖‖e(1−v)tAβ‖‖Aαx− Aβx‖dv

D’autre part, nous avons :

28



2. THÉORÈME DE HILLE-YOSIDA

‖etAα‖ = ‖et(α2R(α,A)αt−I)‖ = ‖eαtIeα2tR(α,A)‖

≤ e−Re αt





+∞X
k=0

tkα2kR(α,A)K
k!







≤ e−Re αt

+∞X
k=0

tk | α |2k ‖R(α,A)K‖
k!

≤ e−Re αt
+∞X
k=0

tk | α |2k M
k!(Re α− ω)k

= Me−Re αt
+∞X
k=0

( t | α |2
Re α− ω )k

k!

�

2.3 Théorème de Hille-Yosida

Théorème 2.3 (Hille-Yosida) Un opérateur linéaire

A : D(A) ⊂ X → X

est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) si et seulement si :

(i) A est un opérateur fermé et D(A) = X

(ii) Il existe ω ≥ 0 et M ≥ 1 tel que Aω ⊂ ρ(A) et pour λ ∈ Aω on a :

‖R(λ,A)n‖ ≤ M

(Reλ− ω)n , n ∈ N∗

Preuve Si {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω) et A son générateur infinitésimal alors d’après le
théorème 1.6 on obtient (i) et d’après le théorème 2.2 on obtient (ii)

Réciproquement supposons que l’opérateur A : D(A) ⊂ X → X possède les propriétés
(i) et (ii)
Soit {Aλ}λ∈Λω l’approscimation généraliseé de Yosida de l’opérateur A. d’après le lemme
2.1 il résulte que

Aλ ∈ B(X) et lim
Reλ→+∞

Aλx = Ax, ∀x ∈ D(A)
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Pour λ ∈ Λω, soit {Tλ(t)}t≥0 =
�
etAλ

�
t≥0 le semi-groupe uniformément continue engendré

par Aλ, avec le lemme 2.2 on a :

‖Tα(t)x− Tβ(t)x‖ ≤M2teωt ‖Aαx− Aβx‖ ∀α, β ∈ Λω et x ∈ D(A), et ∀t ≥ 0.

Soient l’espace (D(A)) de Banach D(A) avec la norme ‖ · ‖D(A) et B(D(A), X) l’espace
des opérateurs linéaires bornés définé sur (D(A)) avec valeur dans X, muni de la topoligie
forte.

On note par C([0, +∞[,B((D(A)), X)) l’espace des fonctions continues définies sur
[0,+∞[ a valeur dans B((D(A)), X) muni de la topolpgie de la convergence uniforme sur
les intervalles compacts de [0,+∞[ Si [a, b] ⊂ [0,+∞[, alors pour tout x ∈ D(A) on a :

sup
t∈[a,b]

‖Tα(t)x− Tβ(t)x‖ ≤M2beωb (‖Aαx− Ax‖+ ‖Aβx− Ax‖)

et
(‖Aαx− Ax‖+ ‖Aβx− Ax‖)→ 0 si Reα,Re β → +∞

D’où il résulte que
¦
{Tλ(t)}t≥0

©
λ∈Λ est une suite de Cauchy dans l’espace C([0,+∞[,B((D(A)), X)),

donc il existe un unique T0 ∈ C([0,+∞[,B((D(A)), X)) tel que

Tλ(t)x C.U→ T0(t)x, si Reλ→ +∞,∀x ∈ D(A)

Puisque
‖Tλ(t)‖ ≤Meωt,∀t ≥ 0

Par suite
‖Tλ(t)x‖ ≤Meωt‖x‖,∀t ≥ 0 et x ∈ D(A)

Soit l’application linéaire

ψ0 : D(A)→ C([a, b], X)

ψ0x = T0(.)x,∀a, b ∈ [a, b] ⊂ [0,+∞[

Comme on a :

‖ψ0x‖C([a,b],X) ≤ sup
t∈[a,b]

‖T0(t)x‖ ≤Meωb‖x‖D(A),∀x ∈ D(A)
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Donc ψ0 est continue et puisque D(A) = X, elle se prolonge de façon unique application
linéaire continue ψ : X → C([a, b], X) tel que

ψ/D(A) = ψ0

et
‖ψx‖C([a,b],X) ≤Meωb‖x‖, ∀x ∈ X

Par conséquent, il existe un seul opérateur T ∈ C([a, b],B(X)) tel que

ψx = T (.)x,∀x ∈ X

Ainsi quel que soit [a, b] ⊂ [0,+∞[, il existe un seul opérateur noté T ∈ C([a, b],B(X))
tel que pour tout x ∈ X on a :

Tλ(t)x→ T (t)x, si Reλ→ +∞

Uniformément par rapport à t sur les intervalle compacts de [0,+∞[ de plus

‖T (t)‖ ≤Meωt,∀t ≥ 0.

D’autre part
T (0)x = lim

Reλ→+∞
Tλ(t)x = x,∀x ∈ X

et
lim
t→0

T (t)x = lim
t→0

�
lim

Reλ→+∞
Tλ(t)x

�
= lim

Reλ→+∞

�
lim
t→0

Tλ(t)x
�

= x, ∀x ∈ X.

Soient t, s ∈ [0,+∞[ et x ∈ X, alors

‖T (t+ s)x− T (t)T (s)x‖ ≤ ‖T (t+ s)x− Tλ(t+ s)x‖+ ‖Tλ(t+ s)x− Tλ(t)T (s)x‖

+ ‖Tλ(t)T (s)− T (t)T (s)x‖

≤ ‖T (t+ s)x− Tλ(t+ s)x‖+ ‖Tλ(t)‖ ‖Tλ(s)x− T (s)x‖

+ ‖Tλ(t)T (s)x− T (t)T (s)x‖

Puisque Tλ(t)→ T (t) si Reλ→ +∞ pour la topologie forte de B(X), par suite T (t+s)x =
T (t)T (s)x pour tout x ∈ X, par conséquent {T (t)}t≥0 ∈ SG(M,ω).
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Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T (t)}t≥0. pour tout
x ∈ D(A) on a :

‖Tλ(s)Aλx− T (s)Ax‖ ≤ ‖Tλ(s)‖ ‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖

≤Meωt ‖Aλx− Ax‖+ ‖Tλ(s)Ax− T (s)Ax‖ → 0 si Reλ→ +∞

uniformément par rapport à s ∈ [0, t] D’où

T (t)x− x = lim
Reλ→+∞

[Tλ(t)x− x]

= lim
Reλ→+∞

Z t

0
Tλ(s)Aλxds

=
Z t

0
T (s)Axds

quel que soient x ∈ D(A) et t ≥ 0.
Soit B le générateur infinitésimal du C0 semi-groupe {T (t)}t≥0, si x ∈ D(A) alors :

lim
t→0

T (t)x− x
t

= lim
t→0

1
t

Z t

0
T (s)Axds = Ax

donc x ∈ D(B), par conséquent D(A) ⊂ D(B) et B/D(A) = A. D’autre part on a l’inégalité

‖T (t)‖ ≤Meωt,∀t ≥ 0

Si λ ∈ Λω alors λ ∈ ρ(A) ∩ ρ(B).

Soit x ∈ D(B), on a donc (λI −B)x ∈ X et comme l’opérateur (λI −A) : D(A)→ X est
bijectif, il existe que x′ ∈ D(A) tel que

(λI − A)x′ = (λI −B)x

et comme λ ∈ ρ(B) il en résulte que x′ = x. Par suite, x ∈ D(A) et donc D(B) ⊂ D(A).
On a donc

D(B) = D(A) et A = B.

Ainsi, A est le générateur infinitésimal du C0 semi-groupe {T (t)}t≥0 et d’après le théorème
1.8 il résulte que {T (t)}t≥0 est l’unique C0 semi-groupe engendré par A. �

Théorème 2.4 [3] Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-
groupe de contractions {T (t)}t>0 sur X si et seulement si :

1. D(A) = X et A est un opérateur fermé,

2. ]0,+∞ [⊂ ρ(A) et pour tout λ > 0 on a ‖R(λ,A)‖ 6 1
λ
.
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2.4 Théorème de Lumer-Phillips

Dans ce paragraphe, nous présentons une autre caractérisation concernant les C0-semi-
groupes de contractions. Il s’agit du théorème de Lumer-Phillips.
Pour f ∈ X ′ et x ∈ X notons f(x) par 〈f, x〉 ou 〈x, f〉.
Pour tout x ∈ X on note F(x) = {f ∈ X ′ : 〈f, x〉 = ‖x‖2 = ‖f‖2}.

Définition 2.4 Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ X est dit dissipatif si pour tout
x ∈ D(A), il existe f ∈ F(x) telle que Re〈f, Ax〉 6 0.

Lemme 2.3 Si (H, < , >) est un espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ H −→ H un opémateur
linéaire. Alors A est dissipatif si et seulement si

Re〈Ax, x〉 6 0, ∀x ∈ D(A)

Théorème 2.5 Un opérateur linéaire A : D(A) ⊂ X −→ X est dissipatif si et seulement
si :

‖(λI − A)x‖ > λ‖x‖,∀λ > 0,∀x ∈ D(A)

Preuve Soient A un opérateur dissipatif, λ > 0 et x ∈ D(A). Si f ∈ F(x) et Re〈f, Ax〉 6
0, alors

‖λx− Ax‖‖x‖ > |〈λx− Ax, f〉| > Re〈λx− Ax, f〉 > λ‖x‖2

Réciproquement, Soit x ∈ D(A) tel que λ‖x‖ 6 ‖λx−Ax‖ pour tout λ > 0. Si fλ ∈ F(λx−

Ax)

gλ = fλ
‖fλ‖

, alors ‖gλ‖ = 1 et

λ‖x‖ 6 ‖λx− Ax‖ 6 ‖fλ‖−1 ‖λx− Ax‖ ‖fλ‖ = ‖fλ‖−1 〈λx− Ax, fλ〉 = 〈λx− Ax, gλ〉

= λRe 〈x, gλ〉 − Re 〈Ax, gλ〉

6 λ‖x‖ − Re 〈Ax, gλ〉
Donc Re 〈Ax, gλ〉 6 0. Puisque Reα > −|α| pour tout α ∈ C, alors pour tout λ > 0 :

Re 〈x, gλ〉 > ‖x‖ −
1
λ
‖Ax‖ (2.1)

Par le théorème d’Alaoglu-Bourbaki la boule unité de X ′ est ∗ -faiblement compacte, donc
la suite généralisée gλ, pour λ → +∞, admet une valeur d’adhérence pour la topologie
faible-* g ∈ X ′, ‖g‖ 6 1. De l’inégalité (2.1) on a Re〈Ax, g〉 6 0 et Re〈x, g〉 > ‖x‖. D’autre
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part on a Re〈x, g〉 6 |〈x, g〉| 6 ‖x‖, et donc 〈x, g〉 = ‖x‖ Soit f = ‖x‖g, alors f ∈ F(x) et
Re〈f, Ax〉 6 0. Donc pour tout x ∈ D(A) il existe f ∈ F(x) telle que Re〈f, Ax〉 6 0, et
donc A est dissipatif. �

Proposition 2.1 Soit A : D(A) ⊂ X −→ X un opérateur dissipatif, Alors :

1. λI − A est injectif pour tout λ > 0, et on a


(λI − A)−1y



 6 1

λ
‖y‖,∀y ∈ Im(λI − A) (2.2)

2. Il existe λ0 > 0 tel que λ0I − A soit surjectif si et seulement si, λI − A est surjectif
pour tout λ > 0. Dans ce cas ]0,+∞[⊂ ρ(A).

3. A est fermé si et seulement Im (λ0I − A) est fermé pour un certain λ0 > 0, et donc
Im(λI − A) est fermé pour tout λ > 0.

Preuve 1. Découle immédiatement de l’inégalité (II.4.1) du théorème 2.5.

2. Supposons qu’il existe λ0 > 0 tel que λ0I − A soit surjectif, alors il suit de 1 ) que
λ0I − A est bijectif et donc λ0 ∈ ρ(A) et que




(λ0I − A)−1



 6 1

λ0

On en déduit que (λ0I − A)−1 est un opérateur borné et donc il est fermé. Donc
λ0I − A est aussi fermé, ce qui entraine alors que A est un opérateur fermé.
Maintenant, montrons que pour tout λ > 0, Im(λI −A) = X. Pour cela, considérons
l’ensemble :

Λ = {λ ∈]0,+∞[: Im(λI − A) = X}

On a Λ 6= ∅. Montrons que Λ est à la fois ouvert et fermé dans ]0,+∞[.
Soit λ ∈ Λ, alors par l’inégalité (II.4.1), λ ∈ ρ(A), et comme ρ(A) est un ouvert de
C, il existe un voisinage V de λ tel que V ⊂ ρ(A). Il est clair que V ∩]0,+∞[ est un
voisinage de λ contenu dans Λ. Ainsi Λ est un ouvert de ]0,+∞[.
D’autre part, soit (λn)n>0 ⊂ Λ telle que λn λ

n→+∞
> 0 Pour tout y ∈ X, il existe

(xn)n>0 ⊂ D(A) telle que :
y = λnxn − Axn (2.3)

Il vient de l’inégalité (2.2) que

‖xn‖ 6
1
λn
‖λnxn − Axn‖ = 1

λn
‖y‖ 6 C
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où C est une constante positive. De la dissipativité de A et de l’égalité (2.3) il vient
que pour tous n,m ∈ N, on ait

λm ‖xn − xm‖ 6 ‖(λmI − A) (xn − xm)‖

6 ‖λmxn − λmxm − A (xn − xm)‖

= ‖λmxn − λmxm − (λnxn − λmxm)‖

= |λn − λm| ‖xn‖

6 C |λn − λm|

Il s’ensuit alors que (xn)n>0 est de Cauchy dans X qui est un espace de Banach. Soit
alors x = lim xn Par l’égalité (2.2) on a Axn = λnxn − y λ

n→+∞
x− y. Comme A est

fermé, alors x ∈ D(A) et que Ax = λx− y, d’où Im(λI −A) = X. Donc λ ∈ Λ, ainsi
Λ est fermé dans ]0,+∞[.
Finalement. Λ est à la fois ouvert et fermé non vide dans ]0,+∞[ qui est connexe,
on en déduit que Λ =]0, +∞[. Ainsi pour tout λ > 0, Im(λI − A) = X, et donc
]0,+∞[⊂ ρ(A).

3. L’opérateur A est fermé si et seulement si il existe λ0 > 0 tel que λ0I −A soit fermé.
Ce qui est équivalent à (λ0I − A)−1 : Im (λ0I − A) −→ D(A) est fermé.
Or par l’inégalité (2.2) l’opérateur (λ0I − A)−1 est borné sur Im (λ0I − A).
On déduit alors du lemme I.2.4 que, (λ0I − A)−1 est fermé si et seulement si
Im (λ0I − A) est fermé dans X. �

Théorème 2.6 (Lumer-Phillips) Soit A un opérateur linéaire à domaine D(A) dense
dans X.

1. Si A est dissipatif et s’il existe λ0 > 0 tel que Im (λ0I − A) = X, alors A est le
générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe de contractions sur X.

2. Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe de contractions sur X, alors
Im(λI − A) = X pour tout λ > 0 et A est un opérateur dissipatif. De plus pour tout
x ∈ D(A) et tout f ∈ F(x) on a Re〈f, Ax〉 6 0.
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Chapitre 3
Problème abstrait de Cauchy

Dans ce chapitre, nous utilisons la théorie des semi groupes pour résoudre le problème
abstrait de Cauchy.

3.1 Problème homogène à valeur initiale

On s’intéresse dans un premier temps à l’étude du problème homogène abstrait de la
forme :

(PHC)

8<: u′(t) = Au(t), t > 0
u(0) = x

où t est la variable temps, u est une fonction à valeurs dans l’espace de Banach X, avec
A : D(A) ⊆ X −→ X est un opérateur linéaire et x ∈ X est la valeur initiale.

Définition 3.1 1. Le problème à valeur initiale

(PHC)

8<: u′(t) = Au(t), t > 0
u(0) = x

est dit le problème homogène abstrait de Cauchy associé à (A,D(A)) et de valeur
initiale x ∈ X.

2. Une fonction u : R+ −→ X est dite solution (classique) du problème (PHC), si u
est continue pour t > 0, continument différentiable et u(t) ∈ D(A) pour t > 0, et u
vérifie (PHC).
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Notons que puisque u(t) ∈ DA) pour t > 0 et u est continue en t = 0, (PHC) ne peut
pas avoir une solution pour x /∈ D(A).

Théorème 3.1 Soit (A,D(A)) le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0

sur X. Alors pour tout x ∈ D(A), la fonction u : t 7−→ u(t) := T (t)x est l’unique solution
classique du problème (PHC) à valeur initiale x.

Preuve Soit x ∈ D(A), alors il vient de l’assertion 1 du théorème 1.5 que u(t) = T (t)x
est une solution classique du problème (PHC). Soit v une autre solution classique de
(PHC). Soit t > 0. Alors pour tout s ∈ [0, t] on a

d(T (t− s)v(s))
ds = −T (t− s)Av(s) + T (t− s)v′(s)

= −T (t− s)Av(s) + T (t− s)Av(s)

= 0

Ce qui entraine alors que pour tout x ∈ D(A), la fonction s 7−→ T (t− s)v(s) est constante,
et en particulier ses valeurs aux points s = t et s = 0 coincident. D’où

v(t) = T (t)x, ∀t > 0.

Définition 3.2 Une fonction continue u : R+ −→ X est dite solution faible du problème
(PHC) de valeur initiale x, si pour tout t > 0Z t

0
u(s)ds ∈ D(A) et u(t) = x+ A

�Z t

0
u(s)ds

�
.

Théorème 3.2 Soit (A,D(A)) le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0

sur X. Alors pour tout x ∈ X, la fonction u : t 7−→ u(t) := T (t)x est l’unique solution
faible du problème (PHC) de valeur initiale x.

Preuve Soit x ∈ D(A), alors il vient de l’assertion 2 du théorème 1.5 que u(t) = T (t)x
est une solution faible du problème (PHC). Soit v une autre solution faible de (PHC).
Soit t > 0. Alors pour tout s ∈ [0, t] on a

d (T (t− s) R s0 (u(r)− v(r))dr)
ds = −T (t− s)A

Z s

0
(u(r)− v(r))dr + T (t− s)(u(s)− v(s))

= −T (t− s)(u(s)− v(s)) + T (t− s)(u(s)− v(s))

= 0.
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Ce qui entraîne alors que pour tout x ∈ X, la fonction s 7−→ T (t− s) R s0 (u(r)− v(r))dr
est constante, et en particulier ses valeurs aux points s = t et s = 0 coincident. D’oùZ t

0
(u(r)− v(r))dr = 0.

ce qui implique Z t

0
u(r)dr =

Z t

0
v(r)dr

Par suite

u(t) = x+ A
�Z t

0
u(r)dr

�
= x+ A

�Z t

0
v(r)dr

�
= v(t),∀t > 0.

Lemme 3.1 Soit u : R+ −→ X une fonction continue sur [0, T ]. Si :



Z T

0
ensu(s)ds





 6M,∀n ∈ N∗ (3.1)

Alors u ≡ 0 sur[0, T ].

Preuve Soit f ∈ X ′ et posons ϕ(t) = 〈f, u(t)〉, alors il est clair que ϕ est continue sur
[0, T ] et ����Z T

0
ensϕ(s)ds

���� =
�����f, Z T

0
ensu(s)ds

����� 6 ‖f‖ ·M = M1,∀n ∈ N∗ (3.2)

Montrons que 3.2 implique que ϕ ≡ 0 sur [0, T ] et puisque f ∈ X ′ est arbitraire, il s’ensuit
que u ≡ 0 sur [0, T ]. Considérons la série

∞X
k=1

(−1)k−1

k! eknτ = 1− exp (−enτ )

Cette série converge uniformément en τ sur les intervalles bornés, et par suite�����Z T

0

∞X
k=1

(−1)k−1

k! ekn(t−T+s)ϕ(s)ds
����� 6 ∞X

k=1

1
k!e

kn(t−T )
����Z T

0
eknsϕ(s)ds

����
6M1

�
exp

�
en(t−T )�− 1

� (3.3)

Pour t < T , le membre de droite de 3.3 tend vers 0 quand n→∞. D’autre part on aZ T

0

∞X
k=1

(−1)k−1

k! ekn(t−T+s)ϕ(s)ds =
Z T

0

�
1− exp

�
−en(t−T+s)��ϕ(s)ds (3.4)

D’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue et par la relation de Chasles,
le membre de droite de 24 converge vers R TT−t ϕ(s)ds quand n→∞. Il s’ensuit alors que
pour tout 0 6 t < T,

R T
T−t ϕ(s)ds = 0, ce qui implique que ϕ ≡ 0 sur [0, T ]. �
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Théorème 3.3 (Théorème d’unicité de Lyubich) Soit A un opérateur linéaire à domaine
dense. Si R(λ,A) existe pour tout λ > λ0 et

lim sup
λ→+∞

log ‖R(λ,A)‖
λ

6 0 (3.5)

alors le problème à valeur initiale (PHC) admet au plus une solution pour tout x ∈ X.

Preuve Notons d’abord que u est une solution du problème (PHC) si et seulement si
eαtu(t) est une solution du problème à valeur initiale :

v′(t) = (A+ αI)v, v(0) = x

Donc, quitte à translater A par αI, on peut supposer que R(λ,A) existe et que (3.5) est
vérifiée, pour tout réel λ > 0.
Soit u une solution du problème (PHC) satisfaisant u(0) = 0. Montrons que u ≡ 0. Pour
cela, considérons la fonction t 7−→ R(λ,A)u(t) pour λ > 0. Puisque u est une solution du
problème (PHC) alors :

d
dtR(λ,A)u(t) = R(λ,A)Au(t) = λR(λ,A)u(t)− u(t)

Ce qui entraine, en utilisant la formule de la variation de la constante que :

R(λ,A)u(t) = −
Z t

0
eλ(t−τ)u(τ)dτ (3.6)

D’après l’hypothèse 3.6 il s’ensuit que pour tout σ > 0

lim
λ→+∞

e−σλ‖R(λ,A)‖ = 0 (3.7)

Donc d’après 3.7 on a

lim
λ→+∞

Z t−σ

0
eλ(t−σ−τ)u(τ)dτ = 0, pour 0 6 τ 6 t− σ (3.8)

Par le lemme 3.1 il vient que u(τ) = 0 pour 0 6 τ 6 t− σ. Puisque t et σ sont arbitraires
alors u ≡ 0 pour tout t > 0. �

Le théorème 3.3 montre que l’unicité des solutions du problème (PHC) n’impose pas de
supposer que A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe, ou d’une manière
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équivalente que pour un certain ω > 0,]ω, +∞ [⊂ ρ(A , et ‖R(λ,A)n‖ 6 M
(λ−ω)n , pour

λ > ω. En effet plusieurs hypothèses plus faibles suffisent pour assurer l’unicité, de même
pour l’existence. Cependant, pour obtenir l’existence et l’unicité pour tout x ∈ D(A)
aussi bien que la différentiabilité de la solution sur [0,+∞ [ , il faut supposer que A est le
générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe.

Lemme 3.2 Soit u une solution de (PHC) avec A un opérateur fermé. Alors :Z t

0
u(s)ds ∈ D(A) et A

�Z t

0
u(s)ds

�
=
Z t

0
Au(s)ds.

Preuve Puisque Au(t) = u′(t), alors t 7−→ Au(t) est continue. De plus on aZ t

0
Au(s)ds = lim

n→∞
t

n

n−1X
k=0

Au

�
kt

n

�
= lim

n→∞A

 
t

n

n−1X
k=0

u

�
kt

n

�!
= lim

n→∞ASn

D’autre part on a Z t

0
u(s)ds = lim

n→∞
t

n

n−1X
k=0

u

�
kt

n

�
= lim

n→∞Sn.

Donc
Sn −→

n→∞

Z t

0
u(s)ds et ASn −→

n→∞

Z t

0
Au(s)ds.

Puisque A est fermé, alors R t0 u(s)ds ∈ D(A) et A
�R t

0 u(s)ds
�

= R t
0 Au(s)ds. �

Théorème 3.4 Soit A un opérateur linéaire à domaine D(A) dense dans X tel que
ρ(A) 6= ∅. Alors le problème à valeur initiale (PHC) admet une solution unique, qui
est continument différentiable sur [0, +∞[, pour toute donnée initiale x ∈ D(A) si et
seulement si, A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0.

Preuve Si A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe (T (t))t>0, alors par le
théorème 3.1 il s’ensuit que pour tout x ∈ D(A), la fonction u : t 7−→ u(t) := T (t)x
est l’unique solution du problème (PHC). De plus u est continument différentiable sur
[0,+∞[.
Réciproquement, supposons que (PHC) admet une solution unique qui est continument
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différentiable sur [0, +∞[ pour tout x ∈ D(A), notée u(t, x). Montrons que A est le
générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe.
Pour x ∈ D(A), on définit la norme graphe |x|G = ‖x‖+ ‖Ax‖.
Puisque ρ(A) 6= ∅, alors A est fermé et par suite D(A) muni de la norme graphe | · |G est
un espace de Banach qu’on note [D(A)].
Soit Xt0 = C ([0, t0] ,[D(A)]) l’espace de Banach des fonctions continues de [0, t0] dans
[D(A)], muni de la norme supérieure.
Considérons l’application S : [D(A)] −→ Xt0 définie par Sx = u(t, x) pour tout 0 6 t 6 t0.

Par linéarité du problème (PHC) et l’unicité de la solution, il est clair que S est un
opérateur linéaire défini sur [D(A)]. De plus l’opérateur S est fermé, en effet, si xn → x dans
[D(A)] et Sxn → v dans Xt0 , alors puisque A est fermé et u (t, xn) = xn + R t

0 Au (τ, xn) dτ ,
et en faisant tendre n→∞ et en utilisant le lemme 3.2, il s’ensuit que v(t) = x+R t0 Av(τ)dτ .
Ce qui entraine que v(t) = u(t, x) et par suite S est fermé.
Il vient du théorème du graphe fermé que S est borné et

sup
06t6t0

|u(t, x)|G 6 C|x|G. (3.9)

Maintenant, on définit l’application T (t) : [D(A)] −→ [D(A)] par T (t)x = u(t, x).
Par unicité de la solution du problème (PHC) il vient que (T (t))t>0 vérifie la propriété
des semigroupes.
D’après (3.9) on a pour 0 6 t 6 t0, (T (t))t>0 est uniformément borné.
Cela implique (voir la démonstration du théorème 1.4) que T (t) est prolongeable par

T (t)x = T (t− nt0)T (t0)n x, pour nt0 6 t 6 (n+ 1)t0

en un semi-groupe sur [D(A)] vérifiant :

|T (t)x|G 6Meωt|x|G.

Montrons que
T (t)Ay = AT (t)y,∀y ∈ D

�
A2� . (3.10)

Posons :
v(t) = y +

Z t

0
u(s, Ay)ds. (3.11)
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On a
v′(t) = u(t, Ay) = Ay +

Z t

0

d
dsu(s, Ay)ds

= A
�
y +

Z t

0
u(s, Ay)ds

�
= Av(t),

(3.12)

Puisque v(0) = y, d’après l’unicité de la solution du (PHC), v(t) = u(t, y) ce qui entraîne
que Au(t, y) = v′(t) = u(t, Ay). D’où l’égalité (IV.1.9). Maintenant, puisque D(A) est
dense dans X et ρ(A) 6= ∅ alors D (A2) est aussi dense dans X. Soit λ0 ∈ ρ(A), λ0 6= 0 fixé
et soit y ∈ D (A2). Si x = (λ0I − A) y, alors par (IV.1.9)

T (t)x = (λ0I − A)T (t)y

et donc
‖T (t)x‖ = ‖(λ0I − A)T (t)y‖

6 C0|T (t)y|G 6 C1e
ωt|y|G

(3.13)

D’autre part on a |y|G = ‖y‖+ ‖Ay‖ 6 C2‖x‖, ce qui entraîne que ‖T (t)x‖ 6 C2e
ωt‖x‖.

Il s’ensuit alors que (T (t))t>0 est prolongeable par continuité sur X tout entier, et donc
(T (t))t>0

devient un C0 -semi-groupe sur X.
Il reste à montrer que A est le générateur infinitésimal de (T (t))t>0.
Soit B le générateur infinitésimal de (T (t))t>0 et x ∈ D(A).
Par définition on a T (t)x = u(t, x) et donc d

dtT (t)x = AT (t)x pour t > 0.
Ce qui implique que dT (t)x

dt

���
t=0

= Ax, d’où D(A) ⊂ D(B) et Ax = Bx, ∀x ∈ D(A).
Soient λ ∈ C tel que Rλ > ω et y ∈ D (A2). Par l’égalité (3.10) et comme Ax = Bx, ∀x ∈
D(A), il vient que :

e−λtAT (t)y = e−λtT (t)Ay = e−λtT (t)By (3.14)

En intégrant (3.14) entre 0 et +∞ on obtient :

AR(λ,B)y = R(λ,B)By (3.15)

D’autre part on a pour tout y ∈ D (A2),

BR(λ,B)y = R(λ,B)By
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et donc
AR(λ,B)y = BR(λ,B)y

Puisque la famille (BR(λ,B))λ>0 est uniformément bornée, A est fermé et D (A2) est
dense dans X, il en résulte que

AR(λ,B)y = BR(λ,B)y pour tout y ∈ X

Ce qui implique que ImR(λ,B) = D(B) ⊂ D(A), et que Ax = Bx, ∀x ∈ D(B). D’où
A = B. �

3.2 Problème non homogène à valeur initiale

Dans cette section nous étudions le problème non homogène à valeur initiale suivant :

(PNHC)

8<: u′(t) = Au(t) + f(t), t > 0
u(0) = x

où f : [0, T [−→ X est une fonction. On suppose dans cette section que A est le généra-
teur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0, par conséquent l’équation homogène
correspondante à f ≡ 0 admet une solution unique pour tout x ∈ D(A).

Définition 3.3 Une fonction u : [0, T [−→ X est dite solution (classique) du problème
(PNHC) sur [0, T [ si :

(i) u est continue sur [0, T [.

(ii) u est continument différentiable sur ]0, T [.

(iii) u(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et u vérifie (PNHC).

Proposition 3.1 Si f ∈ L1(0, T ;X), alors pour tout x ∈ X le problème à valeur initiale
(PNHC) admet au plus une solution. Dans le cas où la solution existe, elle est donnée
par :

u(t) = T (t)x+
Z t

0
T (t− s)f(s)ds (3.16)
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Preuve Soit {T (t)}t>0 un C0 -semi-groupe de générateur infinitésimal A et soit u une
solution de (PNHC). Alors la fonction s 7−→ g(s) := T (t− s)u(s) est différentiable pour
0 < s < t et

dg
ds = −AT (t− s)u(s) + T (t− s)u′(s)

= −AT (t− s)u(s) + T (t− s)Au(s) + T (t− s)f(s)

= T (t− s)f(s)

(3.17)

Or f ∈ L1(0, T ;X) donc s 7−→ T (t− s)f(s) est intégrable et en intégrant (3.17) entre 0 et
t on obtient :

u(t) = T (t)x+
Z t

0
T (t− s)f(s)ds.

Remarque 3.1 Pour tout f ∈ L1(0, T ;X), le membre de droite de la formule (3.16)
définit une fonction continue sur [0, T ]. Donc il est naturel de le considérer comme une
solution "généralisée" de (PNHC) même s’il n’est pas différentiable et ne vérifie pas
exactement (PNHC) au sens de la définition 3.3 D’où la motivation pour introduire la
définition suivante :

Définition 3.4 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe (T (t))t>0 et soit
x ∈ X et f ∈ L1(0, T ;X). La fonction u ∈ C([0, T ], X) donnée par

u(t) = T (t)x+
Z t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 6 t 6 T

est appelée la solution faible du problème à valeur initiale (PNHC) sur [0, T ].

Notons que pour f ≡ 0, on retrouve la définition 3.2 de t 7−→ T (t)x comme la solution
faible du problème homogène à valeur initiale (PHC).
Il est clair qu’une solution faible n’est pas en général une solution classique du problème
(PNHC) même dans le cas f ≡ 0.
Un cas simple : si x /∈ D(A) et f ≡ 0, alors u(t) = T (t)x n’est pas différentiable en 0+.
Pour f ∈ L1(0, T ;X) le problème à valeur initiale (PNHC) admet une solution faible
unique.

Remarque 3.2 En général, la continuité de f n’est pas suffisante pour assurer l’existence
des solutions de (PNHC) pour x ∈ D(A).
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Exemple 3.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0 et soit
x ∈ X tel que T (t)x /∈ D(A) pour tout t > 0. On considère la fonction f définie par
f(s) = T (s)x, 0 6 s < T . Alors f est continue pour s > 0. Considérons le problème à
valeur initiale : 8<: u′(t) = Au(t) + T (t)x, t > 0

u(0) = 0
(3.18)

Le problème (3.18) n’admet pas de solution malgré que u(0) = 0 ∈ D(A). En effet, la
solution faible de (3.18) est :

u(t) = T (t)0 +
Z t

0
T (t− s)T (s)x ds = tT (t)x

Or t 7−→ tT (t)x n’est pas différentiable pour t > 0, et donc ne peut pas être une solution
de (3.18).

Lemme 3.3 Soit g : [a, b [−→ X une fonction continue admettant une dérivée à droite
g′d continue sur [a, b[. Alors g est continument différentiable sur [a, b[.

Preuve Voir ([10], Corollary 1.2, pag. 43). �

Théorème 3.5 Soient A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0, f ∈
L1(0, T ;X) continue sur ] 0, T ] et soit v la fonction définie par :

v(t) =
Z t

0
T (t− s)f(s)ds, 0 6 t 6 T . (3.19)

Le problème à valeur initiale (PNHC) admet une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D(A)
si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) v est continument différentiable sur ]0, T [.

(ii) v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T et la fonction t 7−→ Av(t) est continue sur ]0, T [.
Réciproquement, si (PNHC) admet une solution u sur [0, T [ pour un certain x ∈
D(A), alors v vérifie les conditions (i) et (ii).

Preuve Si le problème à valeur initiale (PNHC) admet une solution u pour un certain
x ∈ D(A), alors cette solution est donnée par (3.16). Par conséquent, t 7−→ v(t) =
u(t)−T (t)x est différentiable pour t > 0 comme différence de deux fonctions différentiables
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et on a v′(t) = u′(t)− T (t)Ax, donc v′ est clairement continue sur ]0, T [ et par suite (i)
est vérifiée.
De plus si x ∈ D(A) alors T (t)x ∈ D(A) pour t > 0 et par suite v(t) = u(t)−T (t)x ∈ D(A)
pour t > 0 et Av(t) = Au(t) − AT (t)x = u′(t) − f(t) − T (t)Ax. Donc t 7−→ Av(t) est
continue sur ]0, T [. Ainsi (ii) est vérifiée.
D’autre part on a pour tout h > 0 :

T (h)− I
h

v(t) = v(t+ h)− v(t)
h

− 1
h

Z t+h

t
T (t+ h− s)f(s)ds (3.20)

Puisque f est continue, alors lim
h→0+

1
h

R t+h
t T (t+ h− s)f(s)ds = f(t).

• Si v est continument différentiable sur ]0, T [, il s’ensuit alors de (3.20) que v(t) ∈ D(A)
pour 0 < t < T et Av(t) = v′(t)− f(t). Puisque v(0) = 0 alors u(t) = T (t)x+ v(t)
est la solution du problème à valeur initiale (PNHC) pour x ∈ D(A).
• Si v(t) ∈ D(A) pour 0 < t < T , il vient de l’égalité (3.20) que v est différentiable à
droite en t et sa dérivée à droite est v′d(t) = Av(t) + f(t). Comme v′d est continue,
il vient alors par le lemme 3.3 que v est continument différentiable sur ]0, T [ et
v′(t) = Av(t) + f(t).

Puisque v(0) = 0, u(t) = T (t)x+ v(t) est la solution de (PNHC) pour x ∈ D(A). �

Comme conséquence du théorème 3.5 on obtient les deux corollaires suivants :

Corollaire 3.1 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0. Si f est
continument différentiable sur [0, T ], alors le problème à valeur initiale (PNHC) admet
une solution u sur [0, T [ pour tout x ∈ D(A)

Preuve On a
v(t) =

Z t

0
T (t− s)f(s)ds =

Z t

0
T (s)f(t− s)ds. (3.21)

Ce qui entraîne que v est différentiable pour t > 0, et par la règle intégrale de Leibniz
on a

v′(t) = −T (t)f(0) +
Z t

0
T (s)f ′(t− s)ds

= −T (t)f(0) +
Z t

0
T (t− s)f ′(s)ds.

D’où v′ est continue sur ]0, T [. La condition (i) du théorème 3.5 permet donc de conclure.�
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Corollaire 3.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t>0. Soit
f ∈ L1(0, T ;X) une fonction continue sur ]0, T [. Si f(s) ∈ D(A) pour 0 < s < T

et s 7−→ Af(s) ∈ L1(0, T ;X), alors pour tout x ∈ D(A) le problème à valeur initiale
(PNHC) admet une solution sur [0, T [.

Preuve D’après les conditions du corollaire on a T (t− s)f(s) ∈ D(A), pour tout s > 0,
et la fonction s 7−→ AT (t− s)f(s) = T (t− s)Af(s) est intégrable. Ainsi v(t) = R t

0 T (t−
s)f(s)ds ∈ D(A) pour t > 0 et

Av(t) = A
�Z t

0
T (t− s)f(s)ds

�
=
Z t

0
T (t− s)Af(s)ds

Donc t 7−→ Av(t) est continue, et la condition (ii) du théorème 3.5 permet de conclure.�

Théorème 3.6 Soit f ∈ L1(0, T ;X). Si u est la solution faible de (PNHC) sur [0, T ]
alors pour tout T ′ < T, u est la limite uniforme sur [0, T ′] de la suite des solutions de
(PNHC).

Preuve On suppose que ‖T (t)‖ 6 Meωt. Soient (xn)n>0 ⊂ D(A) telle que xn → x et
(fn)n>0 ⊂ C1([0, T ], X) telle que fn → f dans L1(0, T ;X).
D’après le corollaire 3.1 il s’ensuit que pour tout n > 0 le problème à valeur initiale :8<: u′n(t) = Aun(t) + fn(t), t > 0

un(0) = xn
(3.22)

admet une solution un(t) sur [0, T [ vérifiant

un(t) = T (t)xn +
Z t

0
T (t− s)fn(s)ds

Si u est la solution faible de (PNHC) sur [0, T ] alors :

‖un(t)− u(t)‖ 6Meωt ‖xn − x‖+
Z t

0
Meω(t−s) ‖fn(s)− f(s)‖ ds

6MeωT
�
‖xn − x‖+

Z T

0
‖fn(s)− f(s)‖ ds

� (3.23)

D’où le résultat. �
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3.3 Quelques applications

Dans ce paragraphe nous donnons quelques applications de la théorie des semi-groupes
et l’étude du problème abstrait de Cauchy dans la résolution de quelques équations aux
dérivées partielles classiques en physique.

Exemple 3.2 (L’équation d’advection) Considérons l’équation d’advection qui décrit les
phénomènes du transport :

(EA)

8<: ∂v
∂t

(x, t) + ∂v
∂x

(x, t) = 0, t > 0, x ∈ R

v(x, 0) = f(x)

On cherche les solutions dans l’espace de Banach X = L2(R). Écrivons le problème (EA)
sous la forme abstraite en posant u(t) = v(·, t) :

(PHC)

8<: u′(t) = Au(t), t > 0,
u(0) = f

où A = − d
dx avec le domaine D(A) = H1(R) = {u ∈ L2(R) | u′ ∈ L2(R)} .

Pour trouver la résolvante de A, nous résolvons l’équation

(λI − A)g = λg + g′ = f, g ∈ D(A),

on supposant que f donné dans l’espace X. Si λ ≥ 0, alors la solution est

g(s) = (R(λ,A)f)(x) =
Z x

−∞
e−λ(x−s)f(s)ds, x ∈ R

utilisant la transformation de fourier, il n’est pas difficile de vérifier que l’état de Hille-
Yosida ‖R(λ,A)‖≤ 1

λ
est vérifier pour λ ≥ 0, aussi est uniformément bien posé sur D(A).

D’autre part A est le générateur infinitésimal du C0 -semi-groupe défini sur X par

(T (t)f)(x) = f(x− t), x ∈ R, t > 0

alors il vient du théorème 3.1 que pour tout f ∈ D(A), la fonction définie par

u(x, t) = (T (t)f)(x) = f(x− t)

est l’unique solution de (EA).
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Exemple 3.3 (L’équation de la chaleur) L’équation de la chaleur et le semi-groupe de
Gauss-Weierstrass dans B(R) :
Considérons l’équation de la chaleur qui décrit les phénomènes de diffusion :

(EC)

8<: ∂u
∂t

(x, t) = ∂2u
∂x2 (x, t), t > 0, x ∈ R

u(x, 0) = f(x), x ∈ R

où f ∈ B(R).
On va utiliser la transformée de Fourier partielle par rapport à x pour trouver une solution
( formelle ) de (EC).
Rappelons que pour tout u ∈ L1(R)∪L∞(R) la transformée de Fourier partielle par rapport
à x de u est la fonction notée bu définie par :

bu(ξ, t) := 1√
2π

Z
R
e−ixξu(x, t)dx, ξ ∈ R.

On a �Ó∂u
∂x

�
(ξ, t) = iξbu(ξ, t)�Ô∂2u

∂x2

�
(ξ, t) = −ξ2bu(ξ, t)

×�∂u
∂t

�
(ξ, t) = ∂bu

∂t
(ξ, t)

En appliquant la transformée de Fourier à (EC) On trouve :8<: ∂
∂t
bu(ξ, t) = −ξ2bu(ξ, t), t > 0, ξ ∈ Rbu(ξ, 0) = bf(ξ), ξ ∈ R

(3.24)

L’équation (3.24) est une équation différentielle ordinaire, où ξ joue le rôle d’un paramètre,
et dont la solution est donnée par :

bu(ξ, t) = e−tξ
2 bf(ξ), t > 0, ξ ∈ R

Pour trouver u on applique la transformée de Fourier inverse en utilisant le fait

que e−tξ2 =
Ú1√

4πte
−ε2

4t pour t > 0 et que buv̂ = Õu ∗ v. Par suite On trouve que u(·, t) =
1√
4πte

−ξ2
4t ∗ f .

D’où :
u(x, t) = 1√

4πt

Z
R
e−

(x−y)2
4t f(y)dy,∀t > 0,∀x ∈ R . (3.25)
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Puisque f ∈ BC(R) et en utilisant le théorème de dérivation sous le signe intégral, on
montre que u est bien une solution de (EC). Notons que la condition initiale de (EC) est
vérifiée par u donnée par (3.25) dans le sens suivant :
lim
t→0

u(x, t) = f(x) d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, et on note
encore u(x, 0) = f(x).
Le résultat se reproduit dans le langage des semi-groupes de la façon suivante : pour toute
fonction f ∈ BC(R) et tout t > 0 on pose : T (t)f = u(·, t), où u est l’unique solution
classique de (EC) donnée par 3.24. On définit ainsi le semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornés sur BC(R) appelé le semi-groupe de Gauss-Weierstrass par :

(T (t)f)(x) = 1√
4πt

Z
R
e−

(x−y)2
4t f(y)dy,∀t > 0,∀x ∈ R, et T (0) = I.

Le semi-groupe de Gauss-Weierstrass n’est pas un C0 -semi-groupe. Il s’avère que T (t)f −→
t→0+

f dans BC(R) si et seulement si f ∈ BUC(R), où BUC(R) est l’espace des fonctions
bornées uniformément continues de R dans R.

Exemple 3.4 (L’équation des ondes)
Considérons l’équation des ondes qui décrit les phénomènes de propagation :

(EO)

8>>><>>>:
∂2v
∂t2 −∆v = 0, sur Ω× [0, T ]
v = 0 , sur ∂Ω× [0, T ]
v(x, 0) = v0 et ∂v

∂t
(x, 0) = v1, sur Ω

où Ω est un sous-ensemble régulier de Rn et v0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), v1 ∈ H1

0 (Ω).

Posons u =

�
v

∂v
∂t

�
, l’équation (EO) s’écrit sous la forme abstraite :

(PHC)

8<: ∂u
∂t

= Au

u(0) = u0
(3.26)

où

Au = A

�
u1

u2

�
=

�
u2

∆u1

�
et u0 =

�
v0

v1

�
.
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Soit X = H1
0 (Ω) × L2(Ω). Le domaine de A est D(A) = (H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) × H1
0 (Ω)

Montrons que (A,D(A)) est m-dissipatif sur X lorsqu’il est muni du produit scalaire :

〈u, v〉X =
Z

Ω
∇u1 · ∇v1 dx+

Z
Ω
u2v2 dx, où u = (u1, u2) et v = (v1, v2)

D’abord A est dissipatif car 〈Au, u〉X = R
Ω∇u2 · ∇u1 dx+ R

Ω ∆u1u2 dx = 0, (d’après la
formule de Green).
Soient (f, g) ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω). L’équation u− Au = (f, g) est équivalente au système :8<: u1 − u2 = f

u2 −∆u1 = g

En remplaçant u2 = u1 − f dans la deuxième équation, on obtient l’équation

u1 −∆u1 = f + g

qui admet une solution unique u1 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) d’aprés le théorème de Lax-Milgram.

Par conséquent u2 ∈ H1
0 (Ω) est unique. Donc Im(I − A) = X et A est dissipatif.

Par le théorème de Lumer-Phillips il vient que A est le générateur infinitésimal d’un C0

-semi-groupe de contraction {T (t)}t>0 et par suite (3.26) admet une solution unique donnée
par

u(t, x) = (T (t)u0) (x).

3.4 Equation d’évolution non linéaire

8<: u′(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t ≥ 0
u(0) = x

(3.27)

Où A est le générateur infinitésimal d’un C0 -semi-groupe {T (t)}t≥0 sur un espace de
Banach X, et f : R+ ×X → X est continue.

Définition 3.5 On dit que u est une solution (solution classique) de l’équation 3.27 si et
seulement si :

1. u ∈ C (R+, X) , u(t) ∈ D(A), t ≥ 0;
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2. u satisfait l’équation (3.27).

Théorème 3.7 Si u est une solution de l’équation (3.27), alors :

u(t) = T (t)x+
Z t

0
T (t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0. (3.28)

Preuve Si u est une solution de l’équation (3.27), alors u est solution de l’équation
suivante : 8<: y′(t) = Ay(t) + g(t), t ≥ 0

y(0) = x

mais g(t) = f(t, u(t)) et y(t) = u(t) = T (t)x+ R t
0 T (t− s)f(s, u(s))ds, t ≥ 0 �

Remarque 3.3 Si u satisfait (3.28) alors u n’est pas nécessairement une solution de
(3.27).

probléme 1. Est-ce-qu’une solution faible de l’équation (3.27) existe ?

Exemple 3.5 A ≡ 0,l’équation 3.27 devient :8<: u′(t) = f(t, u(t)), t ≥ 0
u(0) = x

La continuité de f ne suffit pas pour obtenir l’existence de solution faible.

Théorème 3.8 Soit f : R+×X → X est Lipschitz par rapport à la seconde variable alors
pour tout x ∈ X, l’équation (3.27) a une solution faible unique sur R+.

Preuve Soit u(t) = T (t)x+R t0 T (t−s)f(s, u(s))ds = (Hx)(t), t ≥ 0. Nous devons montrer
que u est une solution faible de l’équation (3.27) si et seulement si Hu = u.

On définit Ca := C([0, a], X) tel que H : Ca → Ca. Soient u1, u2 ∈ Ca :

(Hu1) (t)− (Hu2) (t) =
Z t

0
T (t− s) (f (s, u1(s))− f (s, u2(s)) ds.

Soit Ma = supt∈[0,a] ‖T (t)‖ ≤Meωa < +∞, ω > 0

‖(Hu1) (t)− (Hu2) (t)‖ ≤MaKt ‖u1 − u2‖
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K étant la constante de Lipschitz pour f . On a H2 = H ◦H, alors


H2u1(t)−H2u2(t)



 ≤MaK

Z t

0
‖Hu1(t)−Hu2(t)‖ ds

≤MaK
Z t

0
(MaKs) ‖u1 − u2‖ ds,(∀)t ∈ [0, a]

= (MaK)2

2! t2 ‖u1 − u2‖ ,(∀)t ∈ [0, a]
......

‖Hnu1(t)−Hnu2(t)‖ ≤ (MaK)n

n! an ‖u1 − u2‖ ,(∀)t ∈ [0, a]

Il s’ensuit que ‖Hnu1(t)−Hnu2(t)‖ ≤ (MaK)n

n! an ‖u1 − u2‖ ,(∀)u1, u2 ∈ Ca.

Puisque (MaK)n
n! an → 0 quand n→ +∞, donc ∃p ∈ N tel que (MaK)p

p! ap < 1. Il en résulte
que Hp = H ◦ · · · ◦H est une contraction puis ∃!u ∈ Ca tel que Hpu = u. On a Hu = u

En effet, Hp(u) = u implique que Hp+1(u) = Hu, on peut écrire Hp(H(u)) = H(u) il
s’ensuit que H(u) est un point fixe de Hp et puisque le point fixe est unique nous obtenons
H(u) = u. Nous concluons que Hu = u est une solution faible de l’équation (3.27) sur
[0; a], cela est vrai pour tous a > 0.
D’où l’équation (3.27) a une solution faible unique sur R+. �
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Conclusion

La théorie des semi groupes est un domaine de recherche qui suscite depuis quelques
années beaucoup d’intérêt, il a connu des développement et des applications très intéres-
sants, en particulier dans les équations d’évolution ( problème de Cauchy).
Notre étude à examiné la relation entre l’existence et l’unicité de la solution du problème
de Cauchy abstrait et l’opérateur associé a ce problème.
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 الملخص: 

الهدف من هذه المذكرة هو من جهة دراسةة صفةز رمر المراراا الية ة ى ف اءة    

بن خ و من جهة أخرى صدرس تحت أي شروط تقبل مسألة كوشي المتج صسة و غ ر المتج صسة  

 حلا وح دا) وجود و وحداص ة الحل(

 مولد  ،صفز رمرة C0 ،: صفز رمرة  الكلمات المفتاحية

  

 

Abstract: 

The main objectives of this research paper consiste in part to study the  

theory  of  semigroup  in  Banach  space,  and  another  part to study under what 

condition the abstract Cauchy problem homogeneous and inhomogeneous  has 

unique solution (existence and uniqueness of solution).                

Key words: Semi-group, C0-semigroup, generator infinitesimal. 

 

 

Résumé : 

     Le but de ce mémoire est d’étudié d’une part la théorie des semi groupes 

dans un espace de Banach, d’autre part on étudie sous quelles condition le 

problème de Cauchy abstrait homogène et non homogène admet une solution 

unique (l’existence et l’unicité de solution). 

Mots clés Semi-groupe, C0-semi groupe, générateur infinitésimal. 

 


