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Résumé

Dans ce mémoire j’ai étudie la variété différentiable & n dimension, et on introduit
quelques propriétés et définitions dans cette section et la définition de variété riemannienne
avec quelques définitions et des exemples .

En fin, on a étudie les théories de relévement vertical, complet et horizontal des fonc-
tions, champ de vecteurs, forme différentielle et champs de tenseurs de type quelconque
d’une variété différentiable V' au fibré tangente TV et donné quelques relations entres les
trois types de relévement .

Le but de ’étude de ce travail est de prolonger les structures géométriques (fonctions,
champ de vecteurs et tenseurs de type quelconques) d’une variété différentielle au fibré
tangent et aussi de donner au lecteur ou au chercheur dans ce domaine une idée pour
poursuivre la recherche et étudier cette théorie et I'appliquer sur la variété riemannienne et
de faire ’étude les les théories de relévement vertical, complet et horizontal des fonctions,
champ de vecteurs, forme différentielle et champs de tenseurs de type quelconque d’une
variété différentiable V au fibré tangente TV au fibré cotangente d’une variété différentielle
qui est le dual de fibré tangent, sachant que nombreux articles ont été publiés a propos
de ce sujet.



Abstract

The goal of the study of this work is to extend the geometric structures (functions,
field of vectors and tensors of any type) of a differential manifold to the tangent bundle
and also to give the reader or the researcher in this field an idea for continue research and
study this theory and apply it on the Riemannian manifold and to study the theories of
vertical, full and horizontal lifting of functions, vector field, differential form and tensor
fields of any type of a differentiable manifold V at the tangent bundle TV at the cotangent
bundle of a differential variety which is the dual of tangent bundle, knowing that many
articles have been published about this subject.
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Notations

Trv

I’ensemble des champs de vecteurs sur V.

I’ensemble des formes différentielles sur V.

I'ensemble des champs de tenseur de type (p,q) sur V.
fonctions de classe C* sur V.

produit tensoriel (de vecteurs ou de formes).

crocher de deux champs de vecteurs.

composantes d’une connexion V (symboles de Christoffel).
le fibré tangent a V.

le fibré tangent a T'V.



Introduction

L’étude de la géométrie différentielle des fibrés tangents a été lancée au début des an-
nées 1960 par E.T.DAVIES, PDOMBROWSKI, K.Yano, S.TACHIBANA, M.OKUMURA,
S. SASAKI.

S.KOBAYASHI et I'un des auteurs actuels (K.Yano et Ishihara) ont développé la théo-
rie des relévements verticales et completes et horizontales des champs tensoriels et des
connexions aux fibrés tangents.

L’utilité des relévements est de prolonger les structures géométriques (fonction, champ
de vecteurs, tenseurs, ...etc) d’'une variété différentiable au fibré tangente, de nombreux
articles ont été publiés a propos de ce sujet, notre travail de voir le fibré tangente comme
une variété riemannienne, il se compose comme suit :

Au premier chapitre, on donne des notions sur les variétés différentiables, et on parle
a les définitions des : la différentielle d’une application, application homéomorphisme
et difféeomorphisme, puis la variété de rimenienne et rappelons la définition de carte et
atles.Aussi, la courbe tracée sur une variété différentiable , espace tangent et cotangent
et sa base, champ de vecteur et sa dérivation, application et forme différentiable sur une
variété différentiable, crochet de Lie, connexion linéaire et tenseurs.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudée du relévement vertical des fonctions de C*(V),
champ de vecteurs, forme différentielle et champs de tenseurs de type quelconque d’une
variété différentiable V au fibré tangente TV.

Dans le troixiéme chapitre, on fait a I’étude du relévement complet des fonctions,
champ de vecteurs, forme différentielle et champs de tenseurs de type quelconque dune
variété différentiable V au fibré tangente TV.

Et dans le derniére chapitre, aussi on fait a ’étude du relévement horizontal des fonc-
tions, champ de vecteurs, forme différentielle et champs de tenseurs de type quelconque
d’une variété différentiable V au fibré tangente TV.



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1  Variétés différentiables

Définition 1.1. Soient E, F deux espaces vectoriels normés, et U, W deux parties ouverts
ou fermés au méme temps de E et F respectivement, une application f : U — W est dite
homéomorphisme si :

(1) f est bijective.

(2) f, ! sont continues .

On dit alors U, W sont des homéomorphes.

Définition 1.2. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, et U, W deux parties ouverts
ou fermés au méme temps de E et F respectivement, une application f : U — W est dite
difféeomorphisme si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f est bijective .

(2) feC(U) .
(3) f~Heci(W).

Si on a la condition (1) avec f € C®(U) et f~1 € C®(W), on dit que f est C>-

difféeomorphisme.

Remarque 1.1. f difféomorphisme = f homéomorphisme.

La réciproque est fausse une application f : U — W de classe C' peut admette une
fonction inverse f~1 continue sans étre un difféomorphisme.
Par exemple f : R — R définie par f(x) = 2% est bijective et de C'. Son inverse est
Hy) = x5 qui est continue mais pas différentiable en 0.

10



1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Définition 1.3. Soit V un ensemble non vide. V' est dite une variété topologique de
dimension n et de classe C*, k> 1 si :

(1) V est un espace topologie séparé.

(2) Pour tout x € V il existe un ouvert U de V contenant x et un homéomorphisme
définie par : p : U — o(U) =W C R" et de classe C* .

e Le couple (U, ) est dite carte sur'V .
e Deuz cartes (U, @) et (W, ) sur V sont compatibles (équivalentes) si :
1H)UNW #0.

2) L’application :
Yo t:p(UNW) — o(UNW)
est difféomorphisme.

Définition 1.4. Un atlas A = {(U;, p;)} de dimension n de V est un ensemble de cartes
de dimension n tel que

(1) Les ouverts U; recouvrent V' c’est a dire V.= U;e U;, Vi € T .
(2) Touts les cartes de A sont compatibles deuz & deut.

On dit que deux atlas sont équivalents si leur union est un atlas, c’est a dire que

A={(Ui, i)} et A" = {wi, ¢)}
sont équivalentes si toutes les cartes (Ui, ;) et (w;, ;) sont compatibles deux a deu.

Exemple 1.1. Soit R une variété topologique, soient U =| — oo, 1] et W =]0, +00]

On définit : p:U — @U) et : W — (W) par p(x) = e® et (x) = 22

Alors ot p(U) — U et vt p(W) — W par o~ y) =Iny et v~ (y) = /Yy
OnaUNW #0 car%EU et%EW etUUW =R .

@ et ¢ sont continues et bijectives et =1, ™1 sont aussi continues donc ¢ et 1 sont
homéomorphismes. D’ou (U, ) et (W,1) sont des cartes sur R.

L’application : 1 o = (z) = (Inx)? est bijective et de classe C* méme Uapplication
(o) (y) = eV¥ est de classe C*, donc 1) o o=t est difféomorphisme.

Alors la famille {(]0, +oo[, %), (] — 0o, 1],€%)} est un atles sur R.

Exemple 1.2. V = E un R-espace vectoriel de dimension n.

Soit {ey,eq,...,e,} est une base de E, ona Vr € E,3 unique x1,xs,...,x, € R tel que
r=> 1"z . Alors ¢ : E — R" définie par o(z) = (z1,xa, ..., Tp).

A={(E,p)} est un atlas de classe C*°.

11 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020



1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Exemple 1.3. M, (R) matrice réelles de type (n,n).
M, (R) est un R-espace vectoriel de dimension n?, alors d’aprés l'exemple (1.2) on a

A={(M,(R),¢)} avec :

¢ : M,(R) — R définie par :

ay;y a1 ... QAip
21 QA29 ... QA9p

. . . — (a11, @12, ...y Qin, 21, A2, <.y G2n, Gty G2, ooy Gy
Ap1 QAp2 ... Qpp

Exemple 1.4. V' est un espace topologique séparé muni d’un atlas de dimension n est de
classe C*, (k> 1), W est un ouvert de V.

A = A{(U;, i) }ier, alors Aw = {(U; "W, @;/v.ow) bier est un atlas de W de dimension n
est de classe OF.

Définition 1.5. On dit que V est une variété différentiable de classe C*(k > 1) si

(1) V est une variété topologique .

(2) 1l existe un atlas {(U;, pi)ier} de V tel que i, j,U; N U; # 0,

lapplication :
piopi ! 1 eiUinT;) — ¢;(U;NT;)
est de classe C% (k> 1) .
On dit alors que Uatlas {(U;; ¢i)icr} est de classe C* .

Remarque 1.2. Structure de variété différentiable de classe C* et de dimension n est la
donnée d’un couple (V, A) o V est une variété topologique et A est un atlas.

Remarque 1.3. Soit V est une variété différentiable de dimension n et de classe C*, W
est un ouvert de 'V .
Alors d’aprés Uexemple (1.4) W est une variété de dimension n et de classe C*.

Exemples 1.1.
1) R™ est une variété différentiable de dimension n et de classe C*.

2) Soit la sphére S? = {(x1,79,73) € R3/a? + 23 + 22 = 1} C R est une variété
différentiable de dimension 2 et de classe C*°.

En effet, on considére les ouvertes Uy = S?* \ N et Us = S\ S tels que : N = (0,0,1) et
S = (0,0, 1)

Les applications

QDNZUN—>R2
T Y
—
(2,9,2) (1_51_2)

12 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020




1. RAPPELS ET DEFINITIONS

et

¢SZU3—>R2
1+2"1+2

(z,y,2) — (

> N est continue sur Uy car ses composantes sont continues sur Uy.
> N est surjective par construction (¢ : U — o(U)) .

> N est injective, par définition :

Soient (X,Y, 2),(X',Y',Z") € Uy

x _ x
@N(X,Y,Z):gpN(X',Y’,Z')@{ DV A (1)
1-Z — 1-7
x2 X2
—72 — — 7
e P (2)

(1-2)2 = (1-2z)2
X2+Y2 B X’2+Y’2
(1-2? (-2

1— 22 1— 27

— 7 = 2
(1-2) (1-2")

1+2Z 1+Z
1-Z 1-7
::(L+@(1—Z):(L—m(1+zj
—7=0
On remplace se résultat dans (1)
on obtient : ,
X=X
Y=Y
Alors

(X,Y,Z)= (XY, Z)

Donc oy est injective sur Uy, ainsi oy est bijective.

> on' on(Uy) CR? = Uy; NM; = ANM,

Avec
M1 = (X, Y, Z) et MQ - (011,(1/2,0)

13 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020



1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Tel que
NM, = (X,Y,Z = 1), NM; = (a1, a3, —1)
X:/\Oél
(X, Y, Z — ].) = )\(Oél,OéQ, —1) <~ Y =X g ... (3)
Z=1=\
On a :
X24Y?2+2%2=1
c’est a dire

Z #1 donc \# 0.

On remplace dans (3) on obtient :

)\2(0@—1-043)—1—(1—)\)2:1@)‘:@
Donc
¢ N (Un) CR? — Uy
2, 2
e (it s )

©N est continue, donc oy est un homéomorphésme sur Uy.

De méme maniére pour g, avec SMy//S M,
gpgl : gOS(Us) cR* — Us

(0, a2) —> (

20 2009 1—a?—al
adt+ai+17a?+a3+1 a2 +a2+1

oy 0 @s' s (U1 NUs) — oy (U NU,)
201 2009

2 2

(01, 9) —> pn O 8051 (a1, ) = <

651 Qg
- 9
a? + a2’ a? + a3

ps ooy ton (U1 NUs) — ¢s (Ui NU2) (0, a2)
201 209

Ad+ad+1l7ad+a3+1 a2 +a3+1

af +a3—1

> g0 901_\71 (o1, 0) = @s (

= (_ab —042)

adt+as+1ad+as3+1 a2 +a3+1

14 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020
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1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Dot pgo0 N, ono© gogl sont de classe C'™° car leurs composantes sont de classe C°.
Donc {(Un,en), (Us,ps)} est une atlas sur S2.

Alors S?% est une variété différentiable de dimension 2 et de classe C*°.

Exemple 1.5. On peut généraliser pour
n+1

S™ ={(x1, 22, ...,Tn11) € R”“/Zx? =1}
i=1

est une variété de dimension n est de classe C™ sur R*t! .

Exemple 1.6. Soient Vi et Vy deux variétés différentiables de dimension m etn et d’atlas
{(U1,0)}, {(Uz,9)} respectivement. Alors l’espace produit V1 Vs est une variété de dimen-
sion m~+n dont la structure différentiable est définie par l’atlas formé de toutes les cartes

de la forme {(UrUs, o)}, ot (99) (w1, 22) = (p(21), ¢ (22)) € R™™.
Systéme de cordonnées
Définition 1.6. Soit (U, @) une carte de la variété différentiable V.. Pour x € U,
o(x) € R"™ peut s’écrire
pa) = (21(2), 22(2), s 20 ().

On appelle les coordonnées de x dans la carte (U, @) et (x1, %2, ..., T,) sont les application
coordonnées associées a celte carte.

1.2 Notion d’espace fibré tangente

Définition 1.7. [/] Une courbe tracé sur une variété différentiable de dimension n et de
classe C* (k> 1) ou O est Uapplication v de classe C*, (k> 1) ou C™ avec

y:ICR—V (0€l)
t— (1)

e On note par :
C(V,v) = { courbe tracé sur V, v passant par x, tel que v(0) = x} .

Définition 1.8. Deux courbes v, et v2 sont tangentes au point x o v1(0) = 2(0) = x
s’il existe une carte (U, p) tel que x € U et L(p071)(0) = L(po72)(0) .

Remarque 1.4. La définition est indépendante de la carte choisie.
En effet : si (W,1)) est une autre carte en x, alors on a

T om0 = L(wor™ o (pom)0)
= (F o™ (@ omO)(p o))
= (LW o™ (e o) (po1)0)

= Lo r™) o lpom)0) = 00

15 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020



1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Proposition 1.1. [}/ Soient 71 et o deux courbes passants par x alors :

Y1 Ry & H(U QD) € A tel que 3 (gp o '71)|t 0= dt(90 o'yg)|t 0
est une relation d’équivalence .

Preuve. En effet
1) Soient v, € C(V,v) et (U, ) une carte on a : 1Ry < (U, p) € A tel que

d d
dt(SO 71)|t 0= dt(ﬁpoﬁ)u 0-

Alors R est réfléxive.

2) Soient 1, v € C(V,7) on a 1Ry < (U, ) € A tel que

d d

dt(@ 71)\t 0= dt(@ 72)|t =0

et comme ’égalité est symétrique dans R™, alors

d d

dt(@ 72)|t o—dt(SO 71)|t 0-

Donc v, Ry = R est symétrique .
3) Soient y1, va et y3 € C(V,7) on a 1Ry, et yoltys < (U, @), (W, 9) € A tel que :

d( ) d
dt@ Y1)|t=0 = dt

d
%(7/1 © '72)\1&:0 = a(iﬁ o 73)|t=o

On considére que U NW # () .
On a

—(po ’Yz)|t =0

d
( w_l oo 72)|t=0

d 1
(SOO@D 0¢071)|t O_dt

dt(gp 'Vl)lt 0 — dt

bn utilise D(f o g)(z) = Df(g(z)).Dg(x) alors

d

Lpom) _4d
dtgp '71\t=0—d

(o Y o0 Ya) g

1

On pose f =poh™" et g =1 o~y donc

d d
dt(sp oM)j=o = D(p o™ ) (Yo V2)|t:0-[a(1/f ° Y2)|t=0]
d
= D(poy ) (Yo 73)le=0-[ 7 (¥ © 73)ju=o]
d d
dt(@ © ¢_1 oo 73)|t:0 = E(SO © '73)|t:0-

= 1Ry

Alors R est transitive .

Alors R est définie une relation d’équivalence sur l’ensemble de courbes passant par x et
on note par : vy, ~ 7o si elles sont tangents en x.

16 UNIVERSITE D’ADRAR 2019-2020



1. RAPPELS ET DEFINITIONS

Définition 1.9. [}/ Un vecteur tangent o V en x est une classe d’équivalence de courbe
tangentes en x .

L’espace tangent a V en x noté T,V , est [’ensemble des vecteurs tangents a V en x
définie par :
T.V = {[y] classe d’équivalence , v € C(V,7), avec v(0) = z}= C(V,v)/R lespace de
quotion.
Remarque 1.5. [1] T,V est le quotient de C(V,~) par la relation d’équivalence défnie
par v, ~ 7y, si est seulement si v,(0) = 7,(0).

Définition 1.10. Soit V une variété différentiable de dimension n et de classe C*. On
définit le fibré tangent TV de V comme réunion disjointe de tous les espaces tangents
de V c’est a dire
TV = | T.V.
eV

Alors TV est une variété différentiable de dimension 2n.
Un élément de TV est un couple (x, X (x)) avec x € V et X(x) € T,V .
On cherche des coordonnées sur TV . Soit (U, ) une carte locale sur V', de coordonnées
(x;). Pour x € U, et X(x) € TV, on prend comme coordonnées du couple (z, X (z)) les
réels (xy(x), ..., z;(x), X (2, X), ..., X" (2, X)) ou on décompose X () selon
X(x) = Xi(a:,X)a%i(x) € T,.V. On a donc 2n coordonnées pour caractériser un élément
de TV . Cette variété topologique est donc de dimension 2n.

o [l existe une application surjective particuliere

m: TV —V

définie par w(x, X)) = x. C’est la projection canonique de TV sur V.
On remarque que les ouverts des cartes de TV , définies ci-dessus, sont les ouverts
T U)cTV .
Commentaire|5| Soient V' une variété de classe C*°, de dimension n,
v =V
zeV

(réunion disjointe de tous les espaces tangentes a V'), et
Tm: TV —V
v—ax (veT,V)
Donc

- TV est une variété C* de dimension 2n.
- Pour tout x € V, 7' ({z}) = T,V ~ R™

- Si (W) € atl(V,x), alors la carte de trivialisation locale est définie par :
o:1m (W) — WR"
(Y, 2) — (y, dy(2))
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1. RAPPELS ET DEFINITIONS

1.2.1 Application tangente linéaire

Définition 1.11. /4] Soient (V, A) , (V', B) deux variétés différentiables de dimension n,
m respectivement. Une application f : V. — V' est différentiable de classe C*, si pour
tout x € V, il existe une carte (U, p) € A de classe C*, et une carte (U 1)) € B de classe
C* tels que : f(U) C U eto fop! soient de classe C* (k> 1).

Définition 1.12. Soient V et V' deux variétés différentiables, f 'V — V' une applica-
tion différentiable, 'application tangente linéaire de f en x € V est :

af : T,V — Tf(x)v/

d

v df(z) = 2(f o)(0)

Ou ~y est une courbe passant par x et ' (0) = X .

1.3 Notion d’espace fibré cotangente

Dualité
L’espace T,V est un espace vectoriel, il est possible de considérer son dual, qu’'un note
TxV. C’est I'espace cotangent a V' en x.

Définition 1.13. Soit V une variété différentiable. On définit le fibré
cotangent de V' par

™v =1V

zeV

Tel que

T: TV —V,
weTly mx,w)=xzeV

est la projection canonique, et une section (champs covecteurs sur V' ou une forme diffé-
rentielle), une application

w:V — TV

avec Tow = Id.
On note par x*(V) (ou TYV),S3(V), TOYH(V)) Uensemble des champs covecteurs sur V.
Si (U, p) est une carte et w un champ covecteur sur U, alors il existe des fonctions

Tel que

w=widr;,1=1,...n
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1.3.1 Champ de vecteurs

Définition 1.14. Soit V une variété de classe C*, on appelle champ de vecteur de classe
C* surV toute application :

X:V—"TV
r— X(z) =X,

tel que X (x) € T,V ou X, est le vecteur tangente de V' en x, pour tout x € V.
On note x (V') l’espace vectoriel des champs de vecteurs sur V.

1.3.2 Dérivation et champs de vecteurs

Définition 1.15. Soit V une variété différentiable de dimension n.
On considére l'ensemble C*(V) = {f :V — R de classe C*} .

Une dérivation en = est une application linéaire
D:C>V)—R

qui vérifie pour tous A € R et pour tout f,g € C®(V) :
e D(f+g)=D(f)+ D(9) ( Linéarité ).

o D(Af) = AD(f).

e D(fg) =gD(f)+ fD(9)  ( Leibniz ).

* Tout champs de vecteurs définit un dérivation sur C*(V') par la relation :
(Xf)(z) = (X)(@)f, X € x(V)
S’écrit par :
(Xf)(x) =20, X () 5L ()

C’est la dérivée de [ dans la direction de X, tel que les fonctions X' : V — R soient de
classe C*° sur l'ouvert de la carte locale.

Réciproquement, toute dérivation de l’algébre C° (V') définit un champ de vecteurs.
Donc on identifie x(V') aux dérivations de C*(V) .

1.3.3 Une base des espaces tangentes et cotangentes

Soient (1,3, ..., x,) les coordonnées au voisinage de x, une base de T,V est donné par :
o
{ a—m(m)}lgign

0 convention ~-; 0

VeeV, X, eT,V=X,= X!

=dm T,V =dim V =n

. Avec les X sont les fonctions coordonnées du champ de vecteur.
o {dx;}1<i<n la base de TV : est un espace dual de T,V .
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o wiz) eI}V =wx) =" w(x)dr; =w(x)d, .

o TV = {forme linéaire sur T,V'} .

o T,V et TV : R-espace vectoriel tel que dim 7,V = dim 7,V = dim V .

Définition 1.16. Soit V' une varieté différentiable de dimension n. Pour tout x € V
TPV =T,VRT,V®.oTVeTVe..

Uespace des tenseurs de type (p,q) sur l’espace tangente a V en x .

Définition 1.17. On appelle champ de tenseurs de type (p,q) sur V', une application
différentiable :

T:V — TPV
z+— T, € TPV

qui exprime une carte (U, ) avec coordonnées locales (x1, 3, ..., x,) comme :

11,12,...Jp 8
T= ZT;,]j ar axz © .. ® 5 — 8, ® ..z,

91,92,. .
Ou Thl]j “» sont des nombres réels.

e On note T POy = Uwenggp’Q)V L’ensemble des champ de tenseur de type (p,q) .

(1) Un champ de vecteurs X est un tenseur de type (1, 0) .

(2) Une 1- forme différentielle sur V est un tenseur de type (0, 1).

1.3.4 Formes différentielles

Définition 1.18. Une r-forme différentielle (ou r-forme) surV est un champ tensoriel de
type (0,7) complétement antisymétrique. On note 27(V') l’espace vectoriel de ces r-formes.
Pour v = 0, ona 2°(V) = C=(V).
Pour r = 1, on retrouve les 1-formes différentielles.
Pour r > n (n dimension de V), ona £2"(V) = {0}. Une r-forme différentielle est
donc une application C®(V')-multilinéaire antisymétrique de x(V')...x(V) dans C>(V).
On note £27(V') l'espace vectoriel des r-formes différentielles sur V.

1.4 Variétés Riemanniennes

Définition 1.19. Soit V' une variété différentiable. Une métrique Riemannienne g
sur V' est un champ de tenseur de type (0, 2), tel que :

(1) g est C°(V)-bilinéaire .
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(2) g est définie positive : g(X,Y) >0, VXY € x(V) .
(3) g application symétrique : g(X,Y) = g(V, X), VX,Y € x(V) .
(4) g non dégénérée : g(X,Y) =0, pour tout Y € x(V) = X = Oy -

Remarque 1.6. Soit (U, p) € A, (U, x1, 2, ..., T,) systéme de coordonées de X et (U, %)
le repere de ’espace tangent et dx; la base de ’espace dual.

1- Ona g = szzl gijdzr; ® dxj, on note g;; = g(aii, %) . La matrice associée a g,
o) o)

comme g est symétrique : g;; = Gi; = g(a—zi, TJ) .

2- g est défnie positive c’est a dire : det(g;;) >0 .

3- g est non dégénérée c’est a dire : det(g;;) # 0 .
Exemple 1.7. Sur V =R3, on pose
g=dr®@dr+dy®dy+dz®dz = (dz)?* + (dy)? + (dz)?

La matrice associe a g est :

gij =

o O =
o = O

0
0
1
1- g est bilinéaire. car : soient X1, Xo, Y1, Yo € x(V), et f,h € C®(V)

g(f X1 +hXy,Y) = (dz)*(f X1 +hX2,Y) + (dy)*(f X1 + hXo,Y) + (d2)?(f X1 + hX5,Y)
= (dz)(f X1+ hXo)(dz)(Y) + (dy)(f X1 + hXo)(dy)(Y')
+ (d2)(f X1 + hX5)(d2)(Y)
= fdx(X1)dz(Y) + hdz(Xs)dz(Y) + fdy(X1)dy(Y) + hdy(X2)dy(Y)
+ fdz(X1)dz(Y) + hdz(X3)dz(Y)
= f9(X1,Y) + hg(Xo,Y).

D’autre parte

9(X, fY1 + hYs) = (do)*(X, fY1 + hYs) + (dy)* (X, fY1 + hYa) + (d2)*(X, fY1 + hY3)
= f9(X, Y1) + hg(X,Ya).

2- det(gi;) =1 # 0 alors g est non dégénérée.
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3- g est symétrique.
4- det(gi;) = 1> 0 alors g est définie positive.
Donc g est une métrique Riemannienne sur R3.

Exemple 1.8. Soit g = 2%(dx)* + x(dy)? + (dz)?. Est-elle métrique riemannienne ?.
En effet, la matrice associe a g est :

22 0 0
gij = 0 z 0
0 0 1

(1) g est bilinéaire.

(2) g est non dégénérée .

(3) g est symétrique.

(4) det(g;;) = x> >0 si x > 0 donc g est définie positive si x > 0 .

Alors g est une métrique riemannienne si et seulement si x > 0 .

Définition 1.20. On appelle variété riemannienne tout variété différentiable muni
d’une métrique riemannienne.

Remarque 1.7. (R?, g), R® muni de la métrique g = (dx)?+ (dy)?+ (dz)? est une variété

riemannienne.

1.4.1 Connexion sur une variété différentiable.

Définition 1.21. [7] Une connexion linéaire sur V ('V est une variété différentiable) est
une application

Vx(V)x(V) — x(V)
(X,Y) —s VxY

tels ques pour tous X,Y,Z € x(V) et f € C°(V) on a

(1) Vx(Y +2Z)=VxY +VxZ .

(2) Vv (Z) = VxZ +VyZ .
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(3) Vx(fY) = X(NY +[VxY .
(4) VixY = fVxY.

VxY est appelée dérivation covariante du champ de vecteur'Y dans la direction du vecteur
tangent X.

Définition 1.22. /5] Soient V une connexion sur une variété V de dimension n et
(01, ..., Op) (resp (dxq, ..., dx,)) une base locale de section de x (V') (resp x*(V')). On définit
les coefficients de Christoffel par

Tt = dwy(Vo,0;).

1.4.2  Crochet de Lie
Définition 1.23. [7] Soit V' une variété différentiable, le crochet de Lie noté [,] est définie

par

X, Y]: C®(V) — C2(V)

(X Y](f) = X(Y(f) =Y (X(), VX, Y € x(V), et f € CF(V).

Théoréme 1.1. [7/ Si X, Y, et Z € x(V), et f, g € C=(V) alors
1- Le crochet de Lie est bilineaire.
2- antisymétrique (c’est a dire : [X,Y] = —[Y, X]) .
3- [fX,gY] = fglX, Y]+ fX(9)Y — gV ()X,
4- [ X, Y, Z)+ [V, [Z, X]| + [Z,[X,Y]] = 0 (Videntité de Jacobi).
4- [X,Y] =0, on dit que les deux champs de vecteurs commutent.
Remarques 1.1. [7/

e 5i X etY sont de classe C*, alors [X,Y] est de classe C*1.
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e L’expresion locale de crochet de Lie est :

Y7 0X7 0
i . Vel 7

(X, Y] = (X

Tel que X = Xi% etY = Yiﬁ.

O(fop; ! o O(foe; ") o(fop: ") O(fop; ")
s o) () = (Fgr L oo 2 (S50 0 y) Mo 0 2 (S5 00))) 2% = 0.

1.4.3 Tenseur de torsion

Définition 1.24. [5] Soit V' une variété différentiable et V une connezion linéaire sur V.
Le tenseur de torsion associé a V est une application vectoriel C>(V')-bilinéaire définie
par

T:x(V)x(V) — x(V)
(X,Y)— T(X,Y) = VxY — VyX — [X,Y]

pour tous X, Y € x(V).
La connexion V est dite sans torsion siT = 0.

Remarques 1.2. [5/
1. T est un champ de tenseur de type (1, 2).
2. T(X,Y)=-T(,X) pour tout X, Y € x(V) (T est antisymétrique ).
3. La connezion V est sans torsion si et seulement si pour tout X, Y € x(V) on a
(X, Y] =VxY —VyX.
Exemple 1.9. [5] Une connexion linéaire V sur V' est une connezion linéaire sur le fibré
tangent (TV,m, V).

Dans un systéme de coordonnées (x;) sur V, V est complétement définie par les sym-

boles de Christoffel 7;;“ définis par :

0 o,
Vi om, = T on
En effet, st X = Xia%i ety = Yj%, alors
0 0
Y = X{(—Y* 4+ Thyi)—.
VX (8I2 +7;] >8xk
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1.4.4 Tenseur de courbure

Définition 1.25. [5/ Soit V' une variété muni d’ une connexion linéaire V. On définit le
tenseur de courbure, R : x(V)x(V)x(V) — x(V) , associé 4 V par :

R(X,Y)Z =|Vx,Vy]|Z —=Vixy1Z =VxVyZ - VyVxZ - VixyZ.
Pour tous X, Y, Z € x(V).

Propriétés 1.1. /5]
1- La courbure R est C*°(V')-3 linéaire.

2- R(X,Y)Z =—R(Y,X)Z, pour tous X, Y et Z € x(V) ( antisymétrie ).

Définition 1.26. /5] Soit X € x(V) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne
(V.9), on a

VX x (V) — x(V)
Z —> VZX

est une application C*°(V') linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).

Définition 1.27. [5] Soit w € x*(V) une I1-forme sur une variété riemannienne (V,g),
on a

Vw: x(V) — x*(V)
Z —— Vzw

est une application C*(V') linéaire (Vw est un tenseur de type (0,2)).
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Chapitre 2

Relévement vertical

Théorie des Relévements

Soit V' une variété de dimension n et de classe C'*°, soit T,V son espace tangent au
point z de V', notons TV = |, T,V le fibré tangent de la variété V.
Pour tout point z de T,V D'application 7 : £ — x détermine la projection du fibré, d’ou
7w : TV — V définit la structure de TV au dessous de V. Si U est un ouvert de V' alors

.....

Pour tous cartes (U, z;) dans V alors on a la carte induite (77 1(U), z;, y;) sur TV.

2.1 Relévement vertical d’une fonction

Définition 2.1. [5] Soit (TV,w, V) le fibré vectoriel tangent, si f : V — R une fonction
de classe O, on définit le relevement vertical de la fonction f noté fV par

fY=for:TV —R (2.1)

Remarque 2.1. [5/ Siz € 7Y (U) a pour coordonnées locales (x;,y;)i=1

-----

(@) = () = for(@) = f(o) (2:2)
donc fV(Z) est constante sur tout fibré T,V .

Proposition 2.1. [5] Pour toutes f,g € C*(V) on a
(f9)V =f"g" (2.3)
Preuve. Soient f, g € C°(V) etz € T,V on a
(f9)"(2) = (fg)on(z) = (f9)(n(2)) = f(n(2))g(n(z)) = for(T)gom(z) = f(x)g(x) = f'g"
Notation :[5] Soit V une variété de dimension n, on note

i:x"(V) — C®(TV)

w — W
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L’application définie par

w TV — R
(z,v) — w,(v)

tel que i est une application C*°(V)-linéaire .
Localement, on a

iw(z,v) = wi(z)y; (2.4)
oll w = w;dx; et v = yi% )

Proposition 2.2. [5] Soient )?, Y deux champs vectoriels dans TV , alors X =Y siet
seulement si pour tout w € x*(V), on a

X(iw) = Y (iw).

Preuve. [5] Pour montrer que (X —Y)(iw) =0« X =Y =0, il suffit de démontrer

que si X (iw) = 0, pour toute w € x*(V), alors X = 0.
Localement si 5 5
X =A B!
Ox; - 0y;
On a
Z(s O(wjy;) | i O(wiyi)
X — Az JJ] Bz 191
(@w) Ox; * y;
;Ow; i

d’ot )Af(zw) =0, pour toute w € x*(V) si et seulement si A" = B' =0, Vi =1,...,n.

Remarque 2.2. [5/ Si f € C=(V) et X € x(TV), alors localement on a :

0
i) = 2@y (2.
~ 02 .0
X(idf)) = Azamé’;yj + B’ai (2.6)

S X — Ai0 i 0
De la Remarque (2.2), on déduit :

Proposition 2.3. /5] Soient X, Y € x\(TV) ; Alors X =Y si et seulement si pour toute
fec>V)ona:

X(i(df)) = Y (i(df))
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Définition 2.2. [5] Soit X € x(V') un champ de vecteur sur V.. On défint les applications
sutvantes

£:30(V) — ST (TV)

q

Ex:S0(V) — S0, (TV)
Fr— &x(F)
par
01,42, 9p 0 9
§(F) = Fjl,jz,...jq?/jlWi1 ®.0 0, ®drj, @ ... @ dxj,
F _Fil,iz,...ijjl a d d
Ex(F) = F 5, G ®..Q® a; ® dzj, ® ... @ axj,

ouqg>1, F=F2» 0 ®...®%®dwh ®...®dr;, et X :Xh%.

J1:J25+Jq Oy

Propriétés 2.1. [5]
(1) La définition 2.2 est indépendante de la carte choisie .

(2) Si F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété V, alors £(F') ( resp
Ex(F) )est un champ de vecteurs sur TV, tel que :

E(F) ZF}?JJ‘B% resp  Ex(F) :F;Xjazi
an:@aim@dxj etX:Xja%j.

(3) St G € x*(V) est une 1-forme sur la variété V., alors {(G) = iG (resp
¢x(G) = G(X)om ) est une fonction de classe C sur TV .

(4) Si f € C®(V) et X € x(V), on pose : £(f) = &x(f) = 0.

(5) Si'V est une connexion linéaire sur la variété V et f € C>(V), alors

Vf=df, &V [) =&(df) = idf.
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2.2 Relévement vertical d’un champ de vecteurs

Définition 2.3. /5] Un champ de vecteurs X € x(T'V) est dit vertical si et seulement si
pour toute fonction f € C(V) on a

XtV =o.
~ N
Si i sont les composantes de X par rapport a une carte induite (7= (U), x;, y;)

sur TV, alors pour toute fonction f € C*(V) on a

gr=xdl g
a&:i

-6

Définition 2.4. /3] Soit X € x(V). Le relevement vertical de X noté XV de V au fibré
TV est definit par

d’ot X =0 c’est & dire

XV (iw) = (w(X))¥ (2.8)
Pour toute w € x*(V).

Soient (X%)i=1. n et (wg)p=1..n les composantes de X € x(V) et w € x*(V) par
X
rapport & une carte (U, zy) sur V'; Si 5 sont les composantes de X" par rapport a

la carte induite (7~ 1(U), x;,y;) sur TV. Alors de la relation (2.8) on déduit 1'equation

wk)yk + iji = U)i)(i7

~ 9
XZ
(5 i
d’olt
Xi=0, X=X

pour tous¢,j =1,....,n

.....

ment & une carte (U, x;); sur V. Le relévement verticale XV de X a pour composantes

XV ( )?,) (2.9)

par rapport a la carte induite (7= (U), z;,y;) sur TV.

Remarque 2.3. [2/ Le relévement vertical XV de X au fibré TV est un champ de vecteurs
vertical et on a
XV =0 (2.10)

Pour tous X € x(V) et f € C=(V).
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Propriétés 2.2. [2/
(X+Y)V =XV 4+YVY (2.11)

(fxX) =rx" (2.12)
Pour tous X,Ye x(V) et f e C®(V).

Preuve. Soient X, Y € x(V) de composantes (X*)i=1. n , (Y")iz1.. n (respectivement)
et feC®V) ona

= () = (8) () x o

o Il suffit de montre que (fX)V = (f?(l) =fv (;{)Z) = fVXV.

Soit z € 7= *(U) alors on a

X = 1@ () @ = 10 (20) @ = () @ = () 0 = 730V @)

Proposition 2.5. [3] Pour tous X, Y arbitraire de x(V) et F € S}(V)
on a

XV, YV]=o.
[vafF] :fXF

Preuve. [5/

e Soit w une forme arbitraire en V. Alors compte tenu de (2.8) et (2.10) on a

XY, YY) = XY (VY (iw) — YV (X (i)
= XV (w(¥))” - VY (w(X))”
=0

0 0

\4 _ [ At
o (X" EF]=[X 3yi’yJF] I

0
0y

| = X'Ff— = ¢« F

Remarque 2.4. [3] On voit a partir de (2.9) que la correspondance X — XV détermine
un isomorphisme linéaire de x(V') en x(T'V') par rapport a des coefficients constants.
De (2.9) on trouwve dans chaque ensemble ouvert m(U)

(aii)v = (a?ﬁ) (2.13)

par rapport a les coordonnées induites dans T'V .
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2.3 Relévement vertical d’une 1-forme

Définition 2.5. [2] Une I-forme w € x*(TV') sur TV est dite verticale si
w(XV)=0 (2.14)
pour tout X € x(V).

Localement, si (w;, w;) désignent les composantes de w par rapport & une carte induite
(771 (U), z;,y;) sur TV. Alors de la formule (2.14), on obtient

w(XV)=w; X" =0
Pour tout X € x(V), douVj=1,....,n onaw; =0, c’est a dire
(W, w;) = (w;,0) Vi,j=1,..,n. (2.15)
Proposition 2.6. /5] Si f € C®(V) est une fonction de classe C* sur V', alors d(f")
est une I1-forme verticale sur le fibré tangent TV .
Preuve. [5] De la relation (2.10), on a :
d(f")(X") =X"(f")=0
Pour tout X € x(V).
Définition 2.6. [2/ Soit f,g € C®(V). On définit le relevement vertical d(f)V (resp
(gdf)V ) au fibré¢ TV, de la 1-forme df (resp gdf ) par
(df)" =d(f)", (2.16)
resp
(9df)" = g"(df)" = g"d(f"). (2.17)
Remarque 2.5. [2/ La définition (2.6) reste compatible avec la propriété de la dérivation
d((f9)") =d(f".g") = g".d(f") + [ .d(g") = (d(f9))""

Définition 2.7. [3] Soit w € x* (V). Le relevement vertical w¥ de la 1-forme w est définit
par
w” = (wy)" (dx;)" (2.18)

ot w = widx;, relativement & une carte (U, x;) sur V.

Cette définition est independante de la carte choisie, en tenant compte que si (dz;);
est une base locale de x*(V'), elle induit alors (dz;, dy;); ; une base locale de x*(7'V).

Remarque 2.6. [3/ De (2.14), (2.16) et (2.17), on woit facilement que le relévement
vertical w" de la 1-forme w avec l'expression locale w = widx; a des composantes de la
forme

w' : (w;,0) (2.19)

Par rapport auzx coordonnées induites dans TV . Ainsi le relevement vertical wY de w au
fibré TV est une 1-forme vertical dans T'V .
Par conséquent, nous avons de (2.9), (2.19)

w’ (XV) =0, (2.20)
Pour tous w € x*(V) et X € x(V) .
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Propriétés 2.3. [2] On a pour toutes w,0 € x*(V) et f € C=(V)
(w+0)" =w" +0v. (2.21)
(fw)” = fYuV. (2.22)
Preuve. Soient w,0 € x*(V), z € 7Y (U) et f € C(V) on a
o w + 0" = (w;,0)+ (6;,0) = (w; + 6;,0) = (w+6).

o (f"w")(@) = f(2)(w;,0)(Z) = (f(2)w;, 0)(7) = (fw)" (7).

Remarque 2.7. [2] Si (U,x;) est une carte sur la variété V', alors de la formule (2.19)
on obtient

(dz;)V = da;. (2.23)
Par rapport a la carte induite (7= (U), z;,y;) sur TV.

2.4 Relévement vertical d’'un champ de tenseurs

[5] Soient P, @, R, S € (V) des champs de tenseurs alors

<(R + S)>V = RV+SY (2.24)

5] Si F € 3{(V) est un tenseur de type (1, 1), avec des composantes locales F}
tel que F = Ff% ® dx; relativement & une carte (U, z;) sur V, alors de (2.2), (2.13),
(2.23) et (2.24) nous avons :

0

FY — (F¢
( j@xi

® dz;)"

D’ott FV a pour composante
0 0)
i (2.25)
(¢

gf méme si G € S§(V) tel que G = Gjpdr; @ dzy, et H € SH(V) tel que H = H™ 2@ £
ors

(Gd”f 8) (2.26)

(8 ;k> (2.27)

par rapport a la carte induite (7= 1(U), x;,y;) sur TV .

et
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2. RELEVEMENT VERTICAL

Remarque 2.8. [3] Pour tous X € x'V) et F € SHV) on a
FYXV =0.
Preuve. On utilisé les formules 2.25, 2.9 on obtient la résultate.

Proposition 2.7. [2] Pour toute w € x*(V') on a
dw” = (dw)” (2.28)

Preuve. [2] Siw = w;dz; par rapport a la carte (U, x;) sur' V', alors

\%4

wY = (widx;)Y

dw" = %d:@ A dz;
Lj

)d.T,L ® d.Tj,
et
(dw)¥ = (d(w;) A dx;)V
0w7; 8wj

)dx; @ dx;.

V) a pour composantes :

Relativement a la carte induite (7= 1(U), z;, i), d(w

ow; ij
d(w") : (é(awj B 6_006>dxi @ d; 8)

Proposition 2.8. [2] Soit F € $1(V) un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété
V', alors

FV.TV — TTV
(z,u) — FY(z,u) = F, , (u")

(z,u)

est un champ de vecteurs sur TV .
Relativement a une carte induite (7=(U), x;,y;), et on a

0 0
Vi FI_ 2 — o

F )Y =¢(p)
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Chapitre 3

Relévement complet

3.1 Relévement complet d’une fonction

Définition 3.1. [2] Soit f une fonction de V. On définit le reléevement complet de f
et on note f€ de V au fibré TV par

F¢ =i(df) (3.1)

fC=ildf)y=df - TV — R
v — df (v)

Relativement a une carte induite (7= (U), z;,y;) sur TV, on a

0
5o =yl <o

Proposition 3.1. /2] Soient X et Y deuz champs de vecteurs sur T'V tel que
Xfc — ?fC’
pour toute fonction f € C*(V), alors X=Y.

Preuve. [2] En vertu de linérité il suffit de prouver que si )?(fc) =0
VfeC®(V), alors X = 0.

Soit X = )?h% + )?k% par rapport a une carte induite (7= (U), xp, yx) sur TV on a

~ ~, 0 af
C\ _ vh_ 2 (..
X(r€) = X gy
0*f g1 0f
he_ ~ J N\, L
N (&rhaxl )yz + a$k 0

9,90
Oy, yzaﬂfz’

)+ X*

Pour toute f € C®(V), d'ot (Vh,k=1,...n ) on a X" = Xk =0.

34



3. RELEVEMENT COMPLET

Propriétés 3.1. [5/ Soient X € x(V), F € $7(V) et g, f€ C®(V) on a
XV = x (" (3.2)
(9)" =g f" + 4" 1. (3.3)
(g+ N =9+ (3.4)
(EF)(fC) = &(df o F). (3.5)
1

Preuve. Soient X € x(V), F € $1(V) et g, f € C®(V) on a d’apres la définition 3.1,
la remarque 2.5 et la formule 2.12

o XV (fY) = XV(idf) = ((df)(X))V =d(f)" XV = (X(f)".[3]
e (9f)¢ =d(gf) =dg.f +g.df =g f" + 4" fC.
e (g+ N =dlg+ f)=dg+df =g¢°+ [

e [5] Loclement, si F = Fi-2- @ dx;, alors

J Oz,
C z 8 8f 7 CS af I At af
(SF)(f ) Yj ja ( 8 ) F 618 y]Fj 8$s

et d’autre parte on a

. Of 9 JOf s Of
§ldf o ) = £(Fj 5 mdus(5 ~ @ day)) = E(Fy 5 -dug) = g5 -

Remarque 3.1. [5] Si (U, x;) est une carte sur la variété V, alors (x=2(U), (x;)V, (z;)°)
est la carte induite sur le fibré tangent TV .

3.2 Relévement complet d’'un champ de vecteurs

Définition 3.2. [5] Le relévement complet d’un champ de vecteurs X sur V est l'unique
champ de vecteurs X© sur le fibré tangent TV tel que

XCfC = (X)), (3.6)
pour toute f € C(V).

L’unicité découle de la Proposition 3.1 et l'existence provient de la proprsition sui-
vante :

Proposition 3.2. [5/ Si X est un champ de vecteurs de composantes (X");, par rapport
a une carte (U,xy) sur 'V, alors le relevement complet X© a pour composantes

X (affh) (3.7)

relativement a la carte induite (7= Y(U), zp, yn) sur TV, ot 0X" = y; %);h
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3. RELEVEMENT COMPLET

X
Preuve. [5] Soient ;}C les composantes de X par rapport a la carte induite (7= (U), zn, yn)
2

sur TV . De la formule 3.6, et pour toute f € C*(V) on a

N . )
XU = Rl g+ K

_ ;91
ylf)xz( 895])

) 82]‘

— X4 I N

(X

D’ou )Nq = X' et XJ = yz%);] ;(,i=1,.,n).

Proposition 3.3. [5] Soient f € C*(V), X, Y € x(V) et w € x*(V), on a

XC+v9=(X+Y)°. (3.8)
(fX)° = fOXV + VX (3.9)
XV = (XY (3.10)

w' (X)) = (w(X))V. (3.11)

Preuve. [5/

1) Les formules (3.8) et (3.9) sont des conséquences directes de la Définition 3.2 et des
Propriétés 3.1.

2) Localement on a

0X7 0

; 0
XOP = X (fom) + u o (fom) = X' (f o) = (X£)"
wY (X)) = wpday( i@i» + yzga(z) = wkdxk(XiaiA) = (wp X" o = (w(X))

Proposition 3.4. [3] Pour tous X, Y € x(V) on a

XV, YY]=0 (3.12)
XV, Y% =[X,Y]V 3.13)
(XYY =[X,Y]¢ (3.14)
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3. RELEVEMENT COMPLET

Preuve. [3] Soit f € C>®(V) on a
[XV, YV]fC — XVYVfC . YVXVfC
— XYY YV =0

XV, YO0 = XVYO o — yOxV e
=XV(Y )T -Yoxpy
= (XY )Y - (Yxf)©
= (X, Y)Y =[x, Y] [

e De méme, on obtient :

(X, YO fC = XOYC ¢ _ yCxC O
= (XY ) = (YXf)©
= (X, Y]))" = [X,Y]9fC.

Proposition 3.5. [3] Soient X € x(V) et F € $1(V) on a
(X, EF] = £(LxF).

Ou Lx désigne la dérivation du lie par rapport a X.

Preuve. [5/
D’une part
0 0
= {IX. FG)) = (X D} e,
0 0 o 0
= {[XF— F/(=—)] - F([XF— :
OFh 0Xh ox* 0
= {XFt—L _J F'—— 1~ ®dux
{ 8[Ek ! 0xj + k 8ZEZ }8$h @ dr
Et d’autre part
0 oxX* 0 o,
XC ¢F] = [XF— — g
[ 55 ] [ 8xk +yz le ayk7yh hayj]
OF; 0 X% , .0 - LOXF 9
— k¥"h ~ hF]_ _ FJ 4 _
U SRR L e S P W L i v
OFMh 0 oxk 0 00Xk 0
_ Xk 7 ; F] _ FZ
Yi oz Oyn 4 ox; k@yj Intn ox; Oy
h ox* 0X" 0
_ Xk i Fh B n
O i O P L o
=&(LxF)
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3. RELEVEMENT COMPLET

Remarque 3.2. [3] Pour tous X € x(V) et F € $1(V) on a
FVYXY = (FV)V.
Preuve. On utilisé les formules 2.25, 3.7 on obtient la résultate.

Remarque 3.3. [5/ Relativement a une carte induite (= (U), zp, yp) sur TV, pour tout
1=1,..,n, on a

(aif: <ai,-)'

(3.15)

3.3 Relévement complet d’ une 1-forme

Théoréme de caractérisation des formes différentielles

Théoréme 3.1. [5] Soient @, 0§ € x*(TV) deux formes sur TV . Alors @ =
si et seulement si pour tout X € x(V') on a

@(X%) = 6(X9).
Preuve. /5] Il suffit de démontrer que si w(XY) = 0 pour tout X € x(V), alors w =0 .

Localement si X = Xia%i (resp W = W, dx; + w;dy;) relativement a la carte (U, x;) sur
V (resp a la carte induite (77X (U), xp, yn) sur TV ), alors

~ _ . 0X
w(XC) = w}th + w,%(yi—

oz, ) =0.

Douwa@l=0=w2;h kel,..n.

D’une maniére plus générale on a :

Théoréme 3.2. [5] Si @, 0 € SNTV) (resp € SL(TV)), tels ques pour tous
Xl; cery Xq € X(V)

WXy, .., XE) =0(X{, ..., X0).

Alors

Proposition 3.6. [5] Soit w € x*(V), il existe une unique w® € x*(TV) tel que pour
tout X € x(V), on a

w’ XY = (w(X))°. (3.16)
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3. RELEVEMENT COMPLET

Preuve. [5] De Théoreme 3.1, découle Uunicité. Localement si X = X'22 w = w;dz;
et w¢ = w;dx; + w;dy;, alors
i~ O0XT

D’autre parte on a

O(wpX")
C — P ———
(wX)" =y, o

. 8wh h Xh
= (yi Oy )X+ wh(yig)

i

D’ot w; = dw; = yz%%z? et w; =w; i, j =1,....,n. On pose alors, localement

0 0
XC = ow;— —
ow; oz, + w; a0,

Définition 3.3. [5/ Soit w € x*(V), lunique forme w® € x*(TV) qui vérifie la formule
(3.16) est appelée reléevement complet de w.

Proposition 3.7. [5] Si w est une 1-forme sur V' de composantes (w;) par rapport d une
carte (U, ), alors le relévement complet w® a pour composantes

ow
U)C . (awi,wj) = (yla—qj,wj) (317)

relativement a la carte induite (7= (U), zp, yx) sur TV.

Remarque 3.4. [5] Relativement a la carte induite (7= (U), xp, yx) sur TV, on a
(dx;)© = dy;. (3.18)
Proposition 3.8. [5/ Siw, 8 € x*(V) et X € x(V), alors

1) (w+6)° =w® +6°.
2) (Jw) = fOu + [V’
3) w(XV) = (w(X))".

Preuve. [5] Soient w, 0 € x*(V) et X € x(V) on a
1)
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3. RELEVEMENT COMPLET

2)
(fw) (X)) = (fw(X) = fY(w(X))" + [ (w(X))"
= Pt (X)° 4 fu (X)°
= (fYw + fCu¥)(X)C
3) Localement si X = Xia%i, w = widz;, alors des formules (2.9) et (3.17), on obtient

wé(XV) = (w; X o = (w(X)).

3.4 Relévement complet d’un champ de tenseurs

Définition 3.4. [5] Le relévement complet peut étre prolonger a un tenseur quelconque
de maniére unique tel que pour tout P, Q € IP(V) et f € C*(V), on a

(PoQ)“=P'2Q"+P 2Q“ (3.19)
(P+Q)° =P +Q". (3.20)
(fP)" = fP" + fVPC. (3.21)
Si F € 3}(V), alors
TR AN 1% w9 \c v i 9w c
= (F)()" ® (dey)” + ()" ()7 ® (day)” + (F)" ()" @ (day)

0 0 0
— (F;)C— ®d$j + (F;)Vg;_ ®d:13j + (F;)V— ®dyj.

d’ott F a pour composantes

Fi 0
Fe < I ) (3.22)
OF} F;
De méme si G € SY(V) tel que G = Gyjdx;dz; , alors GE a pour coordonnées
G (053?' GOU) (3.23)

Proposition 3.9. /3] Pour tous X € x(V) F € $1(V) on a
FOXV = (FX)V.
FOXY = (FX)°.
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3. RELEVEMENT COMPLET

Preuve. Les résultates sont conséquences directes de les fourmules 2.9, 3.7 et 3.22.

Proposition 3.10. /5] Soient X, Y € x(V) et G € SY(V), on a

GY(XV, YY) =0, (3.24)
GY(X YY) = (G(X, Y)Y, (3.25)
GY(X%, YY) = (G(X,Y))°. (3.26)

Preuve. [5] En vertu de la Définition 3.4, il suffit de démontrer la proposition dans le
cas ou G =w R W, on a

GC(XV,YV) — (wC ®@V)(XV,YV) + (wV ®@C)(XV,YV)
=w’ (X" (YV) + w¥ (X))@ (YY)
= 0.

Proposition 3.11. /5] Pour toute w € x*(V') on a
d(w®) = (dw)®. (3.27)

Preuve. [5] En utilisant la Proposition 3.10, les formules (3.14) et (3.16), et la formule
de dérivation suivante

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) — w([X,Y]).
On obtient
d(w) (X YY) = X (w(Y9)) = V(" (X)) —w (X9, Y))
= (X(w(¥)) = (Y (w(X)) = (w([X,¥]))°

= ((dw)(X,Y))"
= (dw)“ (X, YY).
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Chapitre 4

Relévement horizontal

Dans cette section, on suppose que V est une variété de dimension m munie d’une
connexion linéaire V.
Définition 4.1. [5] Soit V une connezion linéaire sur la variété V, on définit la connexion

opposée V a V par

VyY =VyX + [X,Y],
VX, Y e x(V).
Remarques 4.1. [5/

1. Soient T et T les tenseurs de torsion associés a 'V et v respectivement, alors pour
tous X, Y e x(V), on a T(X,Y)=T(Y, X).

2. 8i'V est sans torsion, alors V=V.

4.1 Relévement horizontal d’une fonction

De la Propriété 2.1 (5), on rappel que, pour toute f € C*(V), on a

E(df) = &(Vf) = (V) = ildf) = f© = aF.
Définition 4.2. [5]/ Si f est une fonction sur V', on pose

A= —&(Vf) =0 (4.1)

application de classe C*° sur T'V dite relévement horizontal de la fonction f.

4.2 Relévement horizontal d’un champ de vecteurs

Définition 4.3. [5] Soit X un champ de vecteurs sur V.. On définit le relévement hori-
zontal de X noté X au fibré tangent TV par

X=X -V.X, (4.2)
ot Ve X = £(VX).

42



4. RELEVEMENT HORIZONTAL

Localement si X = X i%, alors

) G,
VX = (awj +X Tj’“)axi ® dx;
0X* , 0
X = XFETE Yy ——
vf (axj + 7;k>yj ayl
~ 0X' ki
vﬁX - (amj + X 7;k>yj 6%
e _ yi 0 Xt 8

axi + yj 8:61 8_yi’
d’ou

Proposition 4.1. [5/ Si X un champ de vecteurs sur TV de composantes (X") par
rapport a une carte (U, xy,) sur'V, alors le relevement horizontal X a pour composantes

X" = (_ X)f%.’;yi) : (4.3)
et
()" =~ T (4.4
On note
=l —uTi] = (o), (1.5
relativement a la carte induite (7= (U), zp, yn) sur TV.
Remarque 4.1. /5] Pour tout X € x(V) on adro X = X or.
Proposition 4.2. [3] pour tous X, Y € x(V) et f € C*(V) on a
(XY, VeY] = &x(VY) = (V)"
(VeX) € = &((df) 0 VX).
Définition 4.4. [5] Soit v € TV, alors
M, ={X[; Xex(V)} (4.6)
est un sous espace vectoriel de T,(T'V') appelé espace horizontal associé a V.
n=J . (4.7)

veTV

est un sous fibré vecoriel de T(TV') appelé fibré horizontal associé a V.
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4. RELEVEMENT HORIZONTAL

Définition 4.5. [5] Soit w € T,V , le relévement horizontal de w est definie par

w = X1 (4.8)
ou X € x(V) tel que X, = w. De la formule (4.3) cette définition est indépendante du
champ de vecteurs X choisie, et on a la proposition :
Proposition 4.3. [5] L’application

T,V — H,

w — wll

est un isomorphisme linéaire.

Définition 4.6. [5/ Un champ de vecteurs X € x(TV) est dit horizontal, si pour tout
velTV onalX, €H, .

Proposition 4.4. [5] Un champ de vecteurs X e X(TV) est horizontal, si et seulement
pour tout h =1,..,n, on a

Xb+ T Xy =0 (4.9)

ot X = )N(l-laii + )N(JQB%J
Proposition 4.5. [5] Pour tous X, Y € x(V) et f € C®(V), on a
X+ = X" 4 vH
(FX)H = VX,
XTfY = (xh)Y.
XTfC = (Xf) = €(df o VX).
XV, v = (X, Y]V - (VY)Y = —~(VyX)V.
Preuve. Soient X, Y € x(V) et f € C®(V), on a :

[ ]
XT(fY) = (X =VeX) (£Y)
=X (fY) = (VeX) (V)
)Puisque VeX est un champ de vecteur vertical, alors

XH (fV) — XC (fV)

= (XN
XE(9) = X)) = (VeX) ()
De la Propriétés 3.1 formule (3.5), on obtient :
XT(f) = (XN —¢&dfoVX)

(XY, Y] = [XV, VY] = [X",&(VY)], (de la Proposition 2.5)
= [X,Y]" = &x(VY)
= (X, Y]V — (VxV)".
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4. RELEVEMENT HORIZONTAL

Proposition 4.6. [3/ Soient X € x(V) et F € $1(V) on a
FVX? = (FX)V.
FOXH = (FX)H + (VeF)XH.
Proposition 4.7. [3/
wV (X
wC (XY
Pour tous X € x(V) et w € x*(V).
w

Preuve. [3] Soient X € x(V) et w € x*(V), on a

w (X)) = w(X9) —w (VeX) = (w(X))” = E(wo (VX))

4.3 Relévement horizontal d’une 1-forme

Définition 4.7. [5] Soit w une 1-forme dans V. on définit le Relevement horizontal de
w noté w de V au fibré TV par :

w? = w® — Vew (4.10)
ou Vew = &(Vw).

Expressions Locale.[5] Si (z;) désignent les coordonées de w € x*(V) et T} les
coefficients de Christoffel associés a la connexion V relativement a la carte (U, xy) sur V
on a :

w® : (Qw;, w;) (4.11)
Vew : (y,;0w; — yjﬁ?wh, 0) (4.12)
ﬁgw (y;0;w; — yﬂ;;?wh, 0) (4.13)
w : (y; T wn, wi). (4.14)
par rapport a la carte induite (77 1(U), xp, yn) sur TV.
Définition 4.8. [5/ Une 1-forme w € x*(T'V') est dite horizontale si on a
w(X") =0 (4.15)

pour tout X € x(V).

Expressions Locale. Si (w;,w?) désignent les composantes de w € x*(TV) par
rapport a une carte induite (7~ *(U), zy,y5) sur TV, alors pour tout X € x(V), on a

W(X") =} X" — Wy, TIX' =0
d’ou
w; whyﬂ'h =0 (4.16)

pour tout z =1,....n
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Proposition 4.8. [5] Soient w € x*(V) et X € x(V), on a

(
w (X)) = (w(X))V. (4.17)
w? (X)) = w(VeX). (4.18)
wf (X)) = 0. (4.19)

Remarque 4.2. [5] De la formule (4.14), localement on obtient

(dwn)™ = y; Tjid; + dyn. (4.20)

4.4 Relévement horizontal d’un champ de tenseurs

Définition 4.9. [5] Soit S un champ de tenseurs sur V' de type (0,s) (resp (1,s)). On
définit le relévement horizontal de S au fibré TV noté SH par

SH =89 V.S (4.21)

Définition 4.10. [5/ D’une maniére générale le relevement horizontal peut étre prolonger
a un tenseur quelconque de maniére unique tel que pour tous P, () € %{Z’(V), on a

(Pe)"=P Q" +P" oQ". (4.22)
(P+Q)" =pP" +Q". (4.23)
Expressions Locale. Si F € S{(V) tel que F = F}z2- @ da’ alors :
F} 0
F. ( Sk ) 4.24
_ijl$73t+ijt7;k Fy ( )
Si G € (V) tel que G = Gyjdx; @ dx; alors :
H . ytﬁ?Ghi + yﬂ;?Gjh Gij
GH . ( G, ‘ (4.25)

SiH € S(V) tel que H=H"2 ® 8%}1 alors :

g (0 H™ (4.26)
. H" —ytﬁéHjh - ytﬁ?Hij .

Définition 4.11. /3] Soient F € S$1(V) et X € x(V) on considere (VF)X qui est un
élément de S1(V') définie par

(VF)X)Y = (VyF)X.
Proposition 4.9. [3] Pour tous F € $1(V) et X € x(V) on a

(VeF) XY =0.
(VeF)XC = (VeF) X = €(VF)X) = EV(FX) = FO(VeX) = Ve(FX) — F7(VeX).
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Proposition 4.10. /3/

FEXYV = (FX)V.
FEXC = (FX)" + FE(VeX) = (FX)" + FO(VeX).
FEXH — (FX)H.

Preuve. [3/

FEXY = (FC -V )XY = FXY = (FX)".

FEXY = (FY - V:F)XY = (FX)Y — (Ve F)X©
= (FX)Y = Ve(FX) + F*(VeX)
= (FX)? + FH(VX) = (FX)" + FO(V:X).

FEXH = (FC - V:F)(X© - VeX)
= (FX)° = V¢(FX) = (FX)".

Proposition 4.11. /5] Soit F € $}(V) un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété
V' alors

F".TV - TTV (4.27)
(I,U) )—)FH(ZL',U) :F(I;[7u)(uH)7 ‘
est un champ de vecteurs sur TV .

Localement, relativement a une carte induite (7= *(U), zi,y;), on a

o, 0 0
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Conclusion

Le fibré tangent est une réunion d’espace tangent a tout point d’une variété différentiable.
Lorsqu’on munit cette variété des connexions et des tenseurs de types quelconques, ces
derniéres faites du fibré tangent une variété des connexions des tenseurs de types quel-
conques qui peut étre définie a ’aide des relévements des structures différentielles
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