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Résumé

Le but de ce mémoire est l’étude de l’existence et l’unicité de la solution d’un type
d’équations différentielles stochastiques. Nous avons donné la définition d’équations diffé-
rentielles stochastiques linéaires et les différentes types de ces équations. La caractérisation
de la solution d’équations différentielles stochastiques linéaires à été donnée ainsi que des
exemples d’illustration pour la solution.
Mots-clés : Processus stochastique, Mouvement brownien, Intégrale stochastique, For-
mule d’Itô, Èquation différentielle stochastique.

Abstract

The aim of this memorie is the study of the existence and uniqueness of the solution a
class of stochastic differential equations. We have given the definition of linear stochastic
differential equations and the different types of these equations. The characterization of
the solution of linear stochastic differential equations has been given as well as illustrative
examples for the solution.
Keywords : Stochastic process, Brownian motion, Stochastic integral, The Itô formula,
Stochastic differential equation.
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Notations

Ω espace de réalisation possible.
ω événement élémentaire.
A événement.
AC événement complémentaire de A dans Ω, i.e. AC = Ω− A.
IA la fonction d’indicateur d’un ensemble A, i,e IA(x) = 1 si x ∈ A ou sinon 0.

P(Ω) ensemble des touts parties de Ω.
F tribu.
P mesure de probabilité.

(Ω,F ,P) espace de probabilité.
R ensemble des nombres réels.

R+ ensemble des nombres réels positifs, i.e R+ = [0,+∞[.
N ensemble des nombres naturels.
X variable aléatoire.
C est une famille de sous-ensembles de Ω.

σ(C) la tribu engendré par C.
B(Rn) tribu borélienne de Rn.

µX loi de la probabilité de X .
fX densité de probabilité de X .
FX fonction de répartition de X .

E(X) espérance mathématique de X .
G sous tribu de F .

E(X |G) espérance conditionnelle de X sachent G.
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(Xt)t≥0 processus stochastique.
Ft filtration de processus Xt .
Bt mouvement brownien relativement un filtration (Ft)t≥0 .

a
∨
b le max entre a et b

a
∧
b le min entre a et b
|x| la norme euclidienne de la vecteur x.
AT la transposée de vecteur ou matrice A

traceA la trace de racine d’un matrice A = (aij)d×d i.e traceA = ∑
1≤i≤d

aii .

Lp(Ω,Rd) ensemble des variable aléatoire X á valeur dans Rd

avec E|X |p <∞.
LpFt

(Ω;Rd) ensemble des variables aléatoire X sont Ft-mesurable á valeur
dans Rd avec E|X |p <∞.

Lp([a, b];Rd) ensemble des fonctions borélienne (mesurable) f : [a, b]→ Rd

á valeur dans Rd avec
b∫
a
|f(t)|pdt <∞ .

Lp([a, b];Rd) une famille des processus (f(t))a≤t≤b sont Ft-adapté tel que
b∫
a
|f(t)|p dt <∞ p.s .

Mp([a, b];Rd) une famille des processus (f(t))a≤t≤b dans Lp([a, b];Rd) tel que

E
b∫
a
|f(t)|p dt <∞.
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Introduction générale

La théorie des probabilités est en liée étroit avec le réalité (avec les termes : hasard,
aléatoire, évènement, probabilité), en ce sens qu’elle permet de poser un modèle mathé-
matique sur des expériences aléatoires, que l’on pourra ainsi mieux comprendre et étudier.
Un peu histoire, le mot hasard est un mot d’origine arabe : az-zahr, le dé. Il est apparu en
français pour désigner tout d’abord un jeu de dés, puis plus généralement un évènement
non prévisible.

Avant de définir un cadre très général permettant de modéliser le plus grand nombre
d’expériences aléatoires possible, de nombreux principes de calcul de probabilités d’évène-
ments ont été avancés. Les travaux de Pierre de Fermat, Blaise Pascal et Christian Huy-
gens (17ème siècle), puis Pierre-Simon de Laplace, Abraham de Moivre, Jacques Bernoulli,
et Denis Siméon Poisson (18ème ) et Carl Friedrich Gauss et Henri Poincaré (19ème).

Le calcul stochastique jouer un rôle important dans différentes branches des sciences,
sciences, physique, science sociale et de technologie. Le besoin de modélisation pour gérer
au mieux les risques, pour automatiser les tâches, bref pour « industrialiser » une activité
au départ très artisanale, a trouvé des moyens de calculs très sophistiqués dans la théorie
développée à partir des années 1930 par Kolmogorov, Itô et bien d’autres mathématiciens.
En finance par exemple, le calcul stochastique a pris un place importante depuis le milieu
des années 1970 et a poussé les mathématiciennes à développer certaines de leurs théories
pour le meilleur.
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Le concept d’équation différentielle stochastique [9] généralise celui d’équation diffé-
rentielle ordinaire aux cas où un ou plusieurs des termes est un processus stochastique.
La formalisation théorique de ce problème a posé des problèmes aux mathématiciens, et
il a fallu attendre 1949 et les travaux du mathématicien japonais Itô Kiyoshi pour la
définition de l’intégrale stochastique. Il s’agit d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue
aux intégrale des processus stochastiques selon un mouvement brownien, pour définir le
notion de l’intégrale stochastique. A partir de la théorie d’intégration stochastique, on
construit la théories des équations différentielles stochastiques.

Un des problèmes liés à la théorie des équations différentielles stochastiques est le
problème de l’existence et de l’unicité des solutions. Le problème de l’existence et de
l’unicité des solutions des équations différentielles stochastiques à été étudier par plusieurs
auteurs, on peut citer les travaux de Mao [9] en 1997 a développé les théories de l’existence
et l’unicité de la solution. Puis en 2013, Cao et al. [2] ont étudiés une classe des équations
différentielles stochastiques dont la partie non linéaire ne satisfait pas la condition de
croissance linéaire, et donnés une quelques nouveaux critères garantissant l’existence et
l’unicité de la solution comme le système stochastique de Lorenz, et aussi par (voir [1],
[3], [12]).

Pour les équations différentielles stochastiques linéaires, en 1989, Ocone et al. [11]
ont donné les conditions analytiques nécessaires et suffisantes pour l’existence et l’unicité
d’une solution des équations différentielles stochastiques linéaires avec des conditions aux
limites affines.

En générale, les équations différentielles ordinaires gouvernent des nombreux phéno-
mènes déterministes et sont des équations évolutives de type

ẋ(t) = f(t, x(t)). (1)

Symboliquement, l’équation (1) est réécrite sur la formule

dx(t) = f(t, x(t)) dt.

Cette équation représente un modèle d’un système physique (x(t))t≥0 qui évoluant avec
le temps t, selon le taux f(t, x(t)). Par exemple, le modèle de croissance de la population

dN(t) = f(t)N(t) dt. (2)

10 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021
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Ou bien
dN(t)

dt = f(t)N(t).

Mais dans les équations différentielles stochastiques, la dynamique évolutive déterministe
de f est perturbée par un terme aléatoire (bruit) avec f(t) = r(t) + σ(t)"bruit", ce qui
donne

dN(t)
dt = r(t)N(t) + σ(t)N(t)ξt.

Où ξt est une grandeur aléatoire. Dans beaucoup de situations, le processus ξ = (ξt)t∈R+

est un bruit blanc, c’est à dire un processus aléatoire stationnaire centré dont les variables
aléatoires sont indépendantes.
En générale, le terme "bruit" = ξt est modèlisé formellement comme la dérivée du pro-
cessus de Wiener (Mouvement brownien) Bt, c’est à dire dBt = ξt dt. L’équation (2) avec
la valeur initiale N(0) = N0, est écrite sous la forme :

dN(t) = r(t)N(t) dt+ σ(t)N(t) dBt, t ≥ 0,

qui définie un équation différentielle stochastique.
Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous donnons les no-
tions générales et définitions nécessaires pour la réalisation de ce travail.
En le deuxième chapitre, nous expliquons la variation d’un mouvement brownien et don-
nons la définition de l’intégrale stochastique d’Itô :

T∫
0

Xt dBt.

Où Xt est un processus stochastique muni de propriétés de régularité suffisantes, et abor-
derons certaines de ses propriétés très importantes.
Dans le chapitre trois, nous définissons les équations différentielles stochastiques de la
forme :

dx(t) = f(t, x(t)) dt+ g(t, x(t)) dBt. (3)

Ensuite, nous donnons quelque théories de l’existence et l’unicité d’une solution de l’équa-
tion (3) avec la condition initiale x(t0) = x0, puis nous les appliquons à des équations
différentielles stochastiques linéaires avec des exemples.

11 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



Chapitre 1
Notions générales et définitions

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et les notions de base dont nous avons
besoin dans ce qui suit, la théorie des probabilités, processus aléatoire et mouvement
brownien, avec quelques propriétés de l’espace L2.

1.1 Espace de probabilité

Définition 1.1. On appelle espace fondamentale Ω l’ensemble des résultats possibles
d’une expérience aléatoire.

Définition 1.2. Un événement est une caractéristique qui permet de dire s’il a été réalisé
ou non une fois que le résultat d’une expérience est connu.

Définition 1.3. On dit qu’un événement A de Ω qu’il est réalisé si le résultat d’une
expérience aléatoire ω appartient á A et on écrit ω ∈ A. Sinon ω /∈ A.

Définition 1.4. Une famille F de sous ensembles de Ω est une tribu (ou σ-algèbre) sur
Ω, s’elle vérifie les conditions suivantes

1. ∅ ∈ F ;

2. ∀A ∈ F ⇒ Ac ∈ F ;

3. ∀A1, A2, . . . ∈ F ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ F .

12



1. NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS

Remarque 1.1. Le couple (Ω,F) est appelé espace mesurable, et les éléments de F sont
appelés les événements ou les ensembles mesurables.

Définition 1.5. Si C est une famille de sous-ensembles de Ω. Alors, il existe une plus
petite tribu σ(C) sur Ω qui contient C. la tribu σ(C) est appelé la tribu engendré pa r C.

Définition 1.6. Si Ω = Rn et C est la famille de tous les ensembles ouverts dans Rn.
Alors, B(Rn) = σ(C) est appelé la tribu borélienne sur Ω, et les éléments de B(Rn) sont
appelés les boréliennes.

Définition 1.7. Une mesure de probabilité P sur (Ω,F) est une application P : F → [0,1]
telle que :

1. P(∅) = 0,P(Ω) = 1 ;

2. Si A1, A2, . . . ∈ F et {Ai}∞i=1 sont disjoint (i.e Ai ∩ Aj = ∅,∀i 6= j) alors

P
( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai) .

Remarque 1.2. — Le triplet (Ω,F ,P) est appelé espace de probabilité.
— P(A) est la probabilité de la réalisation de A.
— Si P(A) = 1, on dit que A est réalisé avec probabilité 1, ou A est réalisé presque

sûrement (p.s).

Définition 1.8. Un ensemble B de Ω est dit négligeable s’il existe un événement A tel
que B ⊂ A et P(A) = 0.

On note N l’ensemble des ensembles négligeables de (Ω,F ,P).

Définition 1.9. On dit que l’espace de probabilité (Ω,F ,P) est complet, si pour tout
B ∈ Ω négligeable, B est contenu dans F .

Définition 1.10. Soit X : (Ω,F) → (Rn,B) une application sur l’espace de probabilité
(Ω,F ,P), on dit qu’il est F -mesurable si

X−1(B) = {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ∈ F ,∀B ∈ B(Rn).

13 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS

1.1.1 Variable aléatoire

Définition 1.11. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet. Une variable aléatoire
est une application F -mesurable de (Ω,F) dans (Rn,B).

Définition 1.12. Toute variable aléatoire X induit une mesure de probabilité µX dans
l’espace mesurable (Rn,B(Rn)) définie par

µX(B) = P{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} ,B ∈ B(Rn)

et µX s’appelle la distribution de X .

Définition 1.13. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, si X une variable aléatoire réelle
et
∫

Ω |X(ω)| dP(ω) <∞. Alors le nombre :

E(X) : =
∫
Ω

X(ω) dP(ω) =
∫
Rn

x dµX(x),

s’appelle l’espérance de X .
Dans le cas général, soit g : Rn → Rm une fonction borélienne alors

E(g(X)) =
∫
Ω

g(X(ω)) dP(ω) =
∫
Rn

g(x) dµX(x).

Définition 1.14. Soient X , Y deux variables aléatoires réels sur (Ω,F ,P) de carrée inté-
grable, on a le deux nombres

var(X) = E(X − E(X))2;

Cov(X ,Y ) = E(X − E(X))(Y − E(Y )),

S’appelles respectivement la variance de X et la covariance de X et Y .

Définition 1.15. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire, la
fonction de répartition de X est l’application FX : R→ [0,1] définie par

FX = P(X ∈]−∞,x]) = P(X ≤ x) , x ∈ R.

14 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS

Définition 1.16. Une variable aléatoire X est à densité s’il existe une fonction Lebesgue-
intégrable positive fX telle que

P(X ∈ A) =
∫
A
fX dx,

pour tout A ∈ B. fX est la densité (de probabilité) de X .

Exemple 1.1. Loi gaussienne : X suit une loi gaussienne (ou normale) de paramètres m
et σ2, s’elle à densité

fX(x) = 1√
2πσ

exp
(
−(x−m)2

2σ2

)
.

Définition 1.17. Soit X une variable aléatoire à valeur dans (Rn,B(Rn)) la tribu engen-
drée par X est la plus petite tribu sur Ω qui rende X est F -mesurable :

σ(X) = {A = X−1(B), B ∈ B}.

Définition 1.18. Si {Xi, i ∈ I} une famille des variables aléatoires sur (Ω,F ,P), la tribu
engendrée par cette famille est définie par

σ(Xi, i ∈ I) = σ ({Xi ∈ B}, i ∈ I,B ∈ B(R)) = σ({Xi ≤ t}, i ∈ I, t ∈ R).

Espaces Lp

Si X : Ω→ Rn une variable aléatoire et p ∈ [1,∞) une constante. On définie la norme
de X dans Lp par ‖X‖p tel que

‖X‖p = ‖X‖Lp =
(∫

Ω
|X(ω)|p dP(ω)

) 1
p

.

Si p =∞, on a

‖X‖∞ = ‖X‖L∞ = sup {|X(ω)|, ω ∈ Ω} .

On définie l’espace Lp par

Lp(Ω) = {X : Ω→ Rn, ‖X‖p <∞}.

L’espace Lp est un espace de Banach, c’est à dire un espace vectoriel normé complet.

15 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



1. NOTIONS GÉNÉRALES ET DÉFINITIONS

1.1.2 Indépendance

Définition 1.19. Deux événements A,B de F sont indépendants si

P(A ∩B) = P(A)P(B).

Soit A,B,C ∈ F sont indépendants si :

P(A ∩B) = P(A)P(B) , P(A ∩ C) = P(A)P(C)
P(B ∩ C) = P(B)P(C) et P(A ∩B ∩ C) = P(A)P(B)P(C).

Définition 1.20. Une collection des événements A = {Ai, i ∈ I} ∈ F est indépendante
si

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Ain) = P(Ai1) . . .P(Ain),

pour tous les choix d’indices possibles i1, . . . , in ∈ I.

Définition 1.21. Une famille {Fi, i ∈ I} de sous-tribus de F est indépendante si pour
tous les choix d’indices possibles i1, · · · , in ∈ I

P(Ai1 ∩ · · · ∩ Ain) = P(Ai1) . . .P(Ain),

pour tous Ai1 ∈ Fi1 , . . . , Ain ∈ Fin .

Exemple 1.2. Deux sous-tribu F1,F2 de F sont indépendants si

P(A1 ∩ A2) = P(A1)P(A2) pour tous A1 ∈ F1, A2 ∈ F2.

Proposition 1.1. Une famille {σ(A1), . . . , σ(An)} de sous-tribus engendré par Ai, i ∈ I
est indépendante si et seulement si les événement (A1, . . . ,An) sont indépendants.

Définition 1.22. Une variable aléatoire X est indépendante d’une sous tribu G si le tribu
HX = σ(X) et G sont indépendants.

Définition 1.23. Une famille de variables aléatoires {Xi, i ∈ I} est indépendante si la
collection σ(Xi) des tribus engendrée par Xi est indépendante.
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Exemple 1.3. Soient X : Ω → Rn et Y : Ω → Rm deux variables aléatoires, elles sont
indépendants si

P{ω : X(ω) ∈ A,Y (ω) ∈ B} = P{ω : X(ω) ∈ A}P{ω : Y (ω) ∈ B},

pour tous A ∈ B(Rn), B ∈ B(Rm).

Remarque 1.3. Si deux variables aléatoires X ,Y : Ω → Rn sont indépendants, et
E(|X |) <∞, E(|Y |) <∞. Alors :

E(XY ) = E(X)E(Y ).

Soit {Ak} une suite d’ensembles dans F . Définissons la limite supérieure des ensembles
par

lim sup
k→∞

Ak = {ω : ω ∈ Ak pour infiniment nombreux k} =
∞⋂
i=1

∞⋃
k=i

Ak.

Il est clair qu’il appartient à F . En ce qui concerne sa probabilité, nous avons le

Lemme 1.2. [9](Lemme de Borel-Cantelli)
(1) Si la suite {Ak} ⊂ F et

∞∑
k=1

P(Ak) <∞, alors

P(lim sup
k→∞

Ak) = 0.

C’est-à-dire, qu’il existe un ensemble Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 1 et une variable
aléatoire à valeur entière k0 telle que pour chaque ω ∈ Ω0, on a ω /∈ Ak chaque fois
que k ≥ k0(ω).

(2) Si la suite {Ak} ⊂ F est indépendante et
∞∑
k=1

P(Ak) =∞, alors

P(lim sup
k→∞

Ak) = 1.

C’est-à-dire, qu’il existe un ensemble Ωθ ∈ F avec P(Ωθ) = 1 tel que pour chaque
ω ∈ Ωθ, il existe une sous-suit {Aki

} telle que ω appartient à chaque {Aki
}.
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1.1.3 Convergence de suites des variables aléatoires

Soient X , (Xn)n∈N une variable et une suite de variables aléatoires à valeurs dans Rd

sur (Ω,F ,P). On distingue plusieurs types de convergence :

1. S’elle existe un ensemble Ω0 ∈ F avec P(Ω0) = 0 tel que pour chaque ω /∈ Ω0, la
suit (Xn(ω))n∈N converge vers X(ω) au sens habituel dans Rd, alors (Xn) est dit
converger vers X presque sûrement ou avec probabilité 1, et on écrit lim

n→∞
Xn = X

p.s.

2. Si pour chaque ε > 0

P{ω : |Xn(ω)− X(ω)| > ε} → 0 pour n→∞.

Alors, (Xn)n∈N converge vers X en probabilité.

3. Si X et (Xn)n∈N appartiens Lp avec

E(|Xn − X |p)→ 0 pour n→∞.

Alors, la suit (Xn)n∈N converge vers X dans Lp.

4. Si pour chaque fonction continue bornée f á valeur dans Rd

lim
n→∞

Ef(Xn) = Ef(X).

Alors, (Xn)n∈N converge en loi vers X .

Définition 1.24. On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire X = (X1, · · · ,Xn) sur
(Rn,B(Rn)) la mesure de probabilité définie par

µX(B) := P(X ∈ B) , ∀B ∈ B(Rn).

Définition 1.25. Soit X = (X1, · · · ,Xn) un vecteur aléatoire sur (Ω,F ,P). On appelle
fonction de répartition de X la fonction FX : Rn → [0, 1] définie par

FX(x) = P(X ≤ x), ∀x ∈ Rn.

Définition 1.26. Un vecteur aléatoire X = (X1, · · · ,Xn) est à densité s’elle existe une
fonction positive Lebesgue-intégrable fX : Rn −→ R telle que

P(X ∈ B) =
∫
B

fX(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn, ∀B ∈ B(Rn),

fX est la densité conjointe de X .
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Remarque 1.4. 1. C est une matrice variance covariance de X notée Ci,j = Cov(Xi,Xj)
est définie par Cov(Xi,Xj) = E(Xi · Xj)− E(Xi)E(Xj), i,j ∈ {1, · · · ,n}.

2. Un variable aléatoire X dans Rn est un vecteur gaussien si et seulement si toute les
combinaisons linéaires des ses composantes Xi sont gaussiennes sur R, et on écrit
X  N (m,C).

1.1.4 Espérance conditionnelle

Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, X : Ω → Rn une variable aléatoire intégrable
et G une sous tribu de F .
Soit A,B ∈ F avec P(B) > 0. La probabilité conditionnelle de A sachant B est

P(A|B) = P(A ∩B)
P(B) .

Définition 1.27. L’espérance conditionnelle E(X |G) de X sachant G est l’unique variable
aléatoire vérifiant

1. G-mesurable.

2. ∫
G

E(X |G) dP =
∫
G

X dP ,∀G ∈ G.

Remarque 1.5. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité, X ,Y deux variables aléatoires
intégrables. Si σ(Y ) est la tribu engendré par rapport Y , alors

E(X |Y ) = E(X |σ(Y )).

Propriétés 1.1.1. Les propriétés importantes de l’espérance conditionnelle sont les sui-
vantes :

1. G = {∅,Ω} ⇒ E(X |G) = E(X).

2. Soit a, b ∈ R⇒ E(aX + bY |G) = aE(X |G) + bE(Y |G).

3. X ≤ Y ⇒ E(X |G) ≤ E(Y |G).

4. X est G-mesurable ⇒ E(X |G) = X .
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5. E(E(X |G)) = E(X).

6. Si X est G-mesurable ⇒ E(XY |G) = XE(Y |G).

7. Si X est indépendante de G, E(X |G) = E(X).

8. G1 ⊂ G2 ⊂ F ⇒ E(E(X |G2)|G1) = E(X |G1).

1.2 Processus stochastique

Définition 1.28. On appelle processus stochastique à valeurs dans un espace E muni
d’une tribu ε, une famille (Xt)t∈T de variables aléatoires sur un espace de probabilité
(Ω,F ,P) à valeurs dans (E,ε).

Remarque 1.6. — Dans la pratique l’indice t représente le temps.
— Un processus peut aussi être vu comme une fonction aléatoire : à chaque ω dans Ω

on associe la fonction de R+ dans E, t 7−→ Xt(ω), appelée trajectoire du processus.
— Un processus peut être considéré comme une application de R+ ×Ω dans E, nous

supposons toujours que cette application est mesurable lorsque l’on munit R+×Ω
de la tribu B(R+)×F et E de la tribu ε.

— On prendre usuellement T = [0,∞[ ou un intervalle [0, a] avec a ∈ R+.

Définition 1.29. Un processus Xt est dit à trajectoires continues ( ou est continu), si
l’application t 7→ Xt(ω) est continue pour tout ω ∈ Ω.

Définition 1.30. Un processus Xt est dit càdlàg ( continue à droit, limite à gauche ) si
ses trajectoires sont continues à droite, et pour tout ω ∈ Ω la limite à gauche existe et
finit pour tout t ≥ 0. Pour càglàd la même définition.

Définition 1.31. Une filtration (Ft)t≥0 est une famille croissante des sous tribus de F .
C’est-à-dire Ft ⊂ Fs ⊂ F , pour tout 0 ≤ t < s <∞.

Définition 1.32. Une filtration est dite satisfait la condition usuelle, si

1. Les ensembles négligeables sont dans F0 ;
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2. Ft est continue á droite, i.e :

Ft =
⋂
s>t

Fs ∀t ≥ 0.

Définition 1.33. Un processus Xt est dit adapté ( par rapport à la filtration Ft ) si Xt

est Ft-mesurable pour tout t.

Définition 1.34. Un processus Xt est dit progressivement mesurable par rapport à Ft si
pour tout t ∈ T l’application (t, ω) : [0, t]× Ω→ Rn est B([0,t])×Ft-mesurable .

Définition 1.35. Un processus Yt est dit modification ou version de processus Xt si
∀ω ∈ Ω, Xt = Yt p.s, ∀t ≥ 0, i.e :

P {ω,Xt(ω) = Yt(ω)} = 1, pour tout t ≥ 0.

Définition 1.36. Deux processus Xt et Yt sont indistinguables si ∀ω ∈ Ω, Xt = Yt,
∀t ≥ 0 p.s, i.e :

P {ω,Xt(ω) = Yt(ω),∀t ≥ 0} = 1.

Définition 1.37. Deux processus Xt et Yt sont égaux en loi X loi= Y si

(Xt1 , . . . ,Xtk) loi= (Yt1 , . . . ,Ytk), ∀t1, . . . ,tk ∈ T, k ∈ N.

Définition 1.38. Un processus Xt est dit stationnaire si pour tout h > 0, Xt+h
loi= Xt ne

dépend pas de h > 0, c’est à dire : ∀h > 0, ∀t1, . . . , tk ∈ T

(Xt1+h, . . . ,Xtk+h) loi= (Xt1 , . . . ,Xtk).

Définition 1.39. Un processus Xt est dit à accroissements stationnaires si la loi des
accroissements Xt+h −Xt ne dépend pas de t ≥ 0, i.e. Xt+h −Xt

loi= Xh.

Définition 1.40. Un processus Xt est dit à accroissements indépendants si pour tout
k ≥ 1 et 0 < t1 < · · · < tk les variables aléatoires Xt1 ,Xt2 − Xt1 ,ic . . . ,Xtk − Xtk−1 sont
indépendants .
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Définition 1.41. (Processus gaussien) Un processus stochastique (Xt)t∈T est gaussien si
toutes ses lois fini-dimensionnelles (Xt1 , · · · ,Xtp) sont gaussiennes (pour tout p ∈ N∗ et
t1, · · · , tp ∈ T ).
Autrement dit X = (Xt)t∈T est gaussien si et seulement si toute combinaison linéaire de ses
marginales a1Xt1 + · · ·+ apXtp suit une loi gaussienne (pour tout p ∈ N∗ et t1, · · · , tp ∈ T
et a1, · · · , ap ∈ R).

Définition 1.42. Soit τ : Ω→ [0,∞] une variable aléatoire est appelé (Ft)-temps d’arrêt
(ou simplement, temps d’arrât) si {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft pour tout t ≥ 0.

Définition 1.43. Soient τ et ρ deux temps d’arrêt avec τ ≤ ρ p.s. Nous définissons

[[τ, ρ[[= {(t,ω) ∈ R+ × Ω : τ(ω) ≤ t < ρ(ω)},

et l’appeler un intervalle stochastique. De même, nous pouvons définir les intervalles
stochastiques [[τ, ρ]], ]]τ, ρ]] et ]]τ, ρ[[.

1.2.1 Martingale

Définition 1.44. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité et Ft une filtration de cet espace.
Un processus (Xt)t≥0 intégrables, (c’est-á-dire vérifiant E(|Xt|) pour tout t) est une :

1. Une martingale si pour s ≤ t : E[Xt|Fs] = Xs.

2. Une sur-martingale si pour s ≤ t : E[Xt|Fs] ≤ Xs.

3. Une sous-martingale si pour s ≤ t : E[Xt|Fs] ≥ Xs.

1.3 Mouvement brownien

Le mouvement brownien est le nom donné au mouvement irrégulier des particules de
pollen en suspension dans l’eau, observés par le botaniste écossais Robert Brown en 1828.
Le mouvement s’est ensuite expliqué par les collisions aléatoires avec les molécules d’eau.
Pour décrire le mouvement mathématiquement, il est naturel de utiliser le concept de
processus stochastique (Bt(ω))t≥0, interprété comme la position du grain de pollen ω au
temps t. On donne maintenant la définition mathématique de mouvement brownien.
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Définition 1.45. [9] Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité avec une filtration Ft. Un
processus (Bt)t≥0 adapté à la filtration Ft à valeur réelles est appelé mouvement brownien
si :

1. B0 = 0 p.s ;

2. ∀0 ≤ s ≤ t, le variable aléatoire Bt − Bs est de loi normale de moyen 0 et de
variance t− s ;

3. ∀0 ≤ s ≤ t, le variable aléatoire Bt −Bs est indépendante de Fs.

Si (Bt)t≥0 est un mouvement brownien et 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tk < ∞ alors les
incréments Bti − Bti−1 , 1 ≤ i ≤ k sont indépendants, et nous disons que les mouvement
brownien á des accroissement indépendants. De plus, la distribution de Bti−Bti−1 dépend
uniquement de la différence ti − ti−1, et nous disons que le mouvement brownien est
stationnaire.

Proposition 1.3. [14] Si (Bt, t ≥ 0) un mouvement brownien, alors
(i) Le processus Bt défini par Bt = −Bt est un mouvement brownien.
(ii) Le processus Bt défini par Bt = 1

c
Bc2t est un mouvement brownien.

(iii) Le processusBt défini parBt = tB 1
t
, ∀t > 0 etB0 = 0 est un mouvement brownien.

Lemme 1.4. [6] Supposons que Bt un mouvement brownien. Alors

E(BtBs) = t ∧ s ∀t ≥ 0, s ≥ 0.

Pont Brownien

Soit T = [0, 1], le pont brownien (Bo
t )t∈[0,1] est le processus gaussien centré défini par

la fonction de covariance K(s, t) = min(s, t)− st.

Proposition 1.5. On peut définir directement un pont brownien Bo à partir d’un mou-
vement brownien Bo par B

Bo
t = Bt − tB1, t ≥ 0.
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Définition 1.46. 1. Soit 0 < γ < 1. Une fonction f : [0, T ]→ R est appelée unifor-
mément Höldernienne continue avec l’exposant γ > 0 s’il existe un constante K
telle que

|f(t)− f(s)| ≤ K|t− s|γ, pour tous s, t ∈ [0,T ].

2. Soit γ > 0. Une fonction f : [0, T ] → R est appelée Höldernienne continue avec
l’exposant γ > 0 au point s, s’il existe un constante K telle que

|f(t)− f(s)| ≤ K|t− s|γ, pour tous s, t ∈ [0,T ].

Pour répondre à la question de la continuité du mouvement brownien, on peut utiliser
un autre célèbre théorème de Kolmogorov :

Théorème 1.6. [12](Théorème de continuité de Kolmogorov). Supposons que le
processus X = (Xt)t≥0 satisfait la condition suivante : Pour tout T > 0, il existe des
constantes positives α,β, C telles que

E
(
|Xt − Xs|β

)
≤ C|t− s|1+α, ∀0 ≤ s, t ≤ T.

Ensuite, il existe une version continue de X.

Théorème 1.7. [6] Soit Xt un processus stochastique avec des trajectoires continues p.s,
tel que

E|Xt − Xs|β ≤ C|t− s|1+α, ∀0 ≤ s, t <∞,

pour les constantes α,β > 0, C ≥ 0 et pour tous 0 ≤ t, s.

Ensuite, pour chaque 0 < γ < α
β
, T > 0, et presque chaque ω, il existe un constante

K = K(ω,γ,T ) de telle sorte que

|X(t, ω)− X(s, ω)| ≤ K|t− s|γ, pour tous 0 < t, s ≤ T.

Ainsi, le trajectoire t→ X(t, ω) est uniformément Höldernienne continue avec l’exposant
γ sur [0,T ].
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Application sur les mouvement brownien

Considérons B(t), un mouvement brownien n-dimensionnel. Nous avons pour tous les
entiers n = 1, 2, . . .

E(|B(t)−B(s)|2m) =
∫
Rn

|x|2mfx(x) dx

= 1√
2π(t− s)

∫
Rn

|x|2me−
x2

2(t−s) dx

On utilisons le changement des variable suivante r = t− s > 0, y = x√
t−s

E(|B(t)−B(s)|2m) = 1√
2π

∫
Rn

rm|y|2m exp−
y2
2 dy

= |t− s|mE(|y|2m)

≤ Cm|t− s|m

D’après le théorème 1.6 pour α = m − 1, β = 2m, il existe un version
∼
B continue de

B(t), et d’après les hypothèses du théorème 1.7
∼
B est Höldernienne continue p.s pour les

exposants

0 < γ <
α

β
= 1

2 −
1

2m pour tous m.

Donc, pour presque tous les ω et tout T > 0, le trajectoire t→ B(t, ω) est uniformément
Höldernienne continue sur [0,T ] pour chaque exposant 0 < γ < 1/2.

1.3.1 Mouvement brownien multidimensionnel

Définition 1.47. Un processus stochastique d-dimensionnels Bt = (B(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(d)
t )

est un mouvement brownien d-dimensionnels si

1. B0 = 0 ;

2. ∀0 ≤ s ≤ t, le vecteur aléatoire Bt −Bs est indépendante de Fs ;

3. ∀0 ≤ s ≤ t, le vecteur aléatoire Bt −Bs est de loi gaussienne N (0,C).
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1.3.2 Caractérisation d’un mouvement brownien

Définition 1.48. Soit B = (B(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(d)
t )t≥0 un processus á valeurs dans Rd, on

dit que B est un mouvement brownien d-dimensionnel si pour tout 1 ≤ i ≤ d,B
(i)
t est un

mouvement brownien réels, et B(1)
t , B

(2)
t , . . . , B

(d)
t sont indépendants.

1.4 Espace L2

On pose, L2(Ω,R) = {f : Ω→ R,E(|f(t)|2) <∞} avec

‖f‖2 = E
(
|f(t)|2

) 1
2 .

Soit L2 = L2(Ω,Rd) une famille de variables aléatoires X sur Rd avec E|X |2 <∞. En
outre, les deux inégalités suivantes sont très utiles :

(i) Inégalité de Hölder

|E(XTY )| ≤ (E|X |2) 1
2 (E|Y |2) 1

2 ,

X ∈ L2, Y ∈ L2

(ii) Inégalité de chebyshev

P{ω : |X(ω)| ≥ c} ≤ 1
c2E|X |

2,

si c > 0, X ∈ L2

Définition 1.49. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C est dit préhilbertien s’il
est muni d’un produit scalaire (〈., .〉), il est dit de Hilbert si on a de plus est complet
relativement á la norme associée á ce produit scalaire .

L’espace L2 est un espace de Hilbert, i.e. espace complet muni d’un produit scalaire

〈X ,Y 〉L2 = E(X · Y ) ,X ,Y ∈ L2.
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Théorème 1.8. [9](Inégalité de Gronwall)
Soit u(·) une fonction positive bornée mesurable sur [0, T ], et que v(·) soit une fonction
intégrable positive sur [0, T ] telle que T > 0 et c ≥ 0. Si

u(t) ≤c+
t∫

0

v(s)u(s) ds ,∀0 ≤ t ≤ T.

Alors

u(t) ≤ c exp
 t∫

0

v(s) ds
 ,∀0 ≤ t ≤ T.
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Chapitre 2
Calcul Stochastique

Dans ce chapitre, on va définir l’intégrale d’un processus par rapport à mouvement
brownien, si B(t) était différentiable, alors l’intégrale n’aurait aucun problème. Mais, nous
verrons que B(t) n’est différentiable nulle part, donc cette intégrale ne peut être définie
de la manière habituelle.

2.1 Étude de la variation

Définition 2.1. Soit une fonction f : [a, b]→ R et ∆ une subdivision de l’intervalle [a, b]
i.e ∆ = {a = t0 < · · · < tn = b}. On a les notions suivantes :

1. La variation de f sur [a, b] est le membre

V∆ =
n−1∑
i=0
|f(ti+1)− f(ti)|.

2. La variation totale de f sur [a, b] est égale à

V f
[a,b] = sup

∆
V∆,

le sup étant pris sur toutes les subdivisions de [a, b].

3. f à variation bornée sur [a, b] si

V f
[a,b] <∞.
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4. La variation quadratique de f sur [a, b] est défini par

V
(2)

∆ =
n−1∑
i=0

(f(ti+1)− f(ti))2 .

2.1.1 Variation quadratique du mouvement brownien

Soit B un mouvement brownien sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P) et ∆ = {s = t0 <

· · · < tn = t} une subdivision de l’intervalle [s, t], nous posons |∆| = max
0≤i≤n−1

(ti+1− ti). On
appelle la variation quadratique d’une trajectoires du mouvement brownien la variable
aléatoire

V
(2)

∆ =
n−1∑
i=0

(
Bti+1 −Bti

)2
.

Théorème 2.1. [4] Si {∆n}n∈N = {s = tn0 , · · · , tnn = t} une subdivision de [s, t] telle que
|∆n| → 0 lorsque n→∞, alors

lim
n→∞

V
(2)

∆n
= t− s,

dans L2.

Preuve Calculons E(V (2)
∆n

)
Puisque Btni+1

− Btni
∼ N (0, tni+1 − tni ), on peut écrit Btni+1

− Btni
=
√
tni+1 − tni Xi avec

Xi ∼ N (0, 1) ainsi :

E
[
V

(2)
∆n

]
=

n−1∑
i=0

E
[(
Btni+1

−Btni

)2
]

=
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )E(X 2
i ) = s− t.

Et
var

(
V

(2)
∆n

)
=

n−1∑
i=0

var[
(
Btni+1

−Btni

)2
]

=
n−1∑
i=0

var[(tni+1 − tni )X 2
i ]

=
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )2var(X 2
i )

≤
n−1∑
i=0

(tni+1 − tni )|∆n|var(X 2
i )

= 2(s− t)|∆n| −→
n→∞

0.
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D’autre part, On a

var
(
V

(2)
∆n

)
= var

[
V

(2)
∆n
− (t− s)

]
= E

[(
V

(2)
∆n
− (t− s)

)2
]

= ‖V (2)
∆n
− (t− s)‖2

L2 .

D’où V (2)
∆n

tend vers t− s dans L2. �

Proposition 2.2. Pour toute subdivision ∆n de [s, t], la variation totale d’un mouvement
brownien associée à cette subdivision n’est pas fini .

Preuve Soit ∆n une subdivision de [s, t]. Alors pour tout ω ∈ Ω, on a la relation :

V
(2)

∆n
(ω) =

n−1∑
i=0

(
Btni+1

−Btni

)2
(ω)

≤ sup
|ti+1−ti|≤∆n

|Btni+1
(ω)−Btni

(ω)|
n−1∑
i=0

(
Btni+1

−Btni

)
(ω)

≤ sup
|tni+1−t

n
i |≤∆n

|Btni+1
(ω)−Btni

(ω)|V B
[s,t](ω).

Le terme à gauche tend vers t− s car la variation quadratique converge dans L2. Le pre-
mier terme à droite tend vers 0 car le mouvement brownien a trajectoires uniformément
continues sur [s, t] ( Höldernienne d’exposant γ < 1

2). Donc le deuxième terme de droite
tend vers l’infini lorsque |∆n| → 0.
L’uniforme continuité de trajectoires du mouvement Brownien sur l’intervalle [s, t] im-
plique que lim sup|tni+1−t

n
i |≤∆n

|Btni+1
(ω)−Btni

(ω)| = 0 presque sûrement. Donc

V B
[s,t](ω) ≥

V
(2)

∆n
(ω)

sup|tni+1−t
n
i |≤∆n

|Btni+1
(ω)−Btni

(ω)| = +∞ P.p.s.

Remarque 2.1. Le mouvement brownien n’est pas à variation bornée, implique que ses
trajectoires ne sont pas dérivables á dérivée borné et ne pas dérivable en aucun point.

En effet, lorsqu’une fonction f : [0, T ] → R est dérivable á dérivées bornées, pour
toute subdivision ∆ de [0, T ], il existe sni ∈]ti, ti+1] tel que :

n−1∑
i=0
|f(ti+1)− f(ti)| =

n−1∑
i=0

f ′(si)|ti+1 − ti| ≤ ‖f ′‖∞T.
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Donc, cette fonction est á variation bornée :

n−1∑
i=0
|f(ti+1)− f(ti)| <∞.

On obtient également qu’elle est á variation quadratique nulle :

n−1∑
i=0
|f(ti+1)− f(ti)|2 ≤ ‖f ′‖2

∞

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)2 ≤ ‖f ′‖∞T |∆| → 0.

On applique la réciproque de cette raison sur les trajectoires d’un mouvement brownien
respectivement on trouve la remarque précédente.

2.1.2 Intégrale de Riemann-Stieltjes

Dans cette partie, on a la subdivision {0 = tn0 < · · · < tnn = t} de [0, t] telle que
lim
n→∞

max
0≤i≤n−1

|tni+1 − tni | = 0.

Définition 2.2. (Intégrale de Riemann) Soit f : R+ → R une fonction continue et
t > 0. On définit ∫ t

0
f(s) ds = lim

n→∞

n−1∑
i=0

f(sni )(tni+1 − tni ).

Où sni ∈ [tn0 , tnn].

Définition 2.3. (Intégrale de Riemann-Stieltjes) Soit f : R+ → R une fonction
continue, g : R+ → R à variation bornée et t > 0. On définit

∫ t

0
f(s) dg(s) = lim

n→∞

n−1∑
i=0

f(sni )(g(tni+1)− g(tni )).

Où sni ∈ [tn0 , tnn].

2.2 Intégrale stochastique

Dans cette section on veut donner un sens à la variable aléatoire suivante :∫ b

a
Xs dBs.

31 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



2. CALCUL STOCHASTIQUE

On sait que le trajectoire t 7−→ Bt est à variation non bornée, donc on ne peut pas appli-
quer la théorie de Riemann-Stieltjes, Cependant. En 1949, K.Itô a pu définir l’intégrale
stochastique par utilisant la nature stochastique du mouvement brownien.
Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet avec la filtration (Ft)a≤t≤b satisfait la condi-
tion usuelle. Soit B = (Bt)a≤t≤b un mouvement brownien unidimensionnel défini sur un
espace de probabilité adapté à la filtration, nous allons construire cette intégrale étape
par étape sur l’ensemble

M2([a, b];R) = {une famille des processus (f(t))a≤t≤b dans Lp([a, b];R) tel que

E
b∫
a

|f(t)|2 dt <∞}.

Étape 1 :

Définition 2.4. Un processus stochastique g = (g(t))a≤t≤b à valeur réelle est appelé un
processus simple s’il existe une partition a = t0 ≤ · · · ≤ tn = b de [a, b], et des variables
aléatoires limitées ξi, 0 ≤ i ≤ n− 1 telles que ξi est Fti-mesurable et

g(t) = ξ0I[t0,t1](t) +
n−1∑
i=1

ξiI(ti,ti+1](t). (2.1)

On noteM0([a, b];R) la famille de tous ces processus.

Il est clair que,M0([a, b];R) ⊂M2([a, b];R).

Étape 2 :

Définition 2.5. On définie l’intégrale d’ltô d’un processus simple g ∈M0([a, b];R) avec
la forme (2.1) par la variable aléatoire

∫ b

a
g(t) dBt =

n−1∑
i=0

ξi(Bti+1 −Bti),

et appelons l’intégrale stochastique de g par rapport à le mouvement brownien Bt ou
l’intégrale d’Itô.

Il est clair que, l’intégrale stochastique
∫ b
a g(t) dBt est Fb-mesurable, Le lemme suivant

montrer qu’elle appartient à L2(Ω;R).

32 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



2. CALCUL STOCHASTIQUE

Lemme 2.3. [9] Si g ∈M0([a, b];R), Alors

E
b∫
a

g(t) dBt = 0, (2.2)

E

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

g(t) dBt

∣∣∣∣∣∣
2

= E
b∫
a

|g(t)|2 dt. (2.3)

Proposition 2.4. Soit f, g ∈ M0([a, b];R), et soit α, β deux nombres réels, on définie
les propriétés suivantes :

1. La linéarité : E
∫ b
a [αf(t) + βg(t)] dBt = αE(

∫ b
a f(t) dBt) + βE(

∫ b
a g(t) dBt) ;

2. t 7→
∫ b
a fs dBs est continue ;

3. (
∫ b
a fs dBs) est Fb-adapté ;

4. E
(∫ b
a fs dBs

)
= 0, V ar

(∫ b
a fs dBs

)
= E

(∫ b
a f

2
s ds

)
;

5. Propriété d’Isométrie :

E

(∫ b

a
fs dBs

)2
 = E

(∫ b

a
f 2
s ds

)
.

Preuve 1. La linéarité de l’intégrale stochastique est immédiate.

2. La continuité de l’intégrale stochastique se lié par la continuité des trajectoires
d’un mouvement brownien.

3. Le variable aléatoire
b∫
a
fs dBs est Fb-mesurable comme est somme des variables

aléatoires Fb-mesurables.

4. On va calculer l’espérance de l’intégrale stochastique

E
(∫ b
a fs dBs

)
=

n−1∑
i=0

E(fi(Bti+1 −Bti))

=
n−1∑
i=0

E
(
E(fi(Bti+1 −Bti)|Fti)

)
=

n−1∑
i=0

E
(
fiE(Bti+1 −Bti |Fti)

)
=

n−1∑
i=0

E
(
fiE(Bti+1 −Bti)

)
= 0.
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D’après les propriété d’espérance conditionnelle (1.1.1), 5, 6, 7 respectivement.
La calcule de variance

V ar

(
b∫
a
fs dBs

)
= E

(
b∫
a
fs dBs

)2

= E(
n−1∑
i=0

fi(Bti+1 −Bti))2

=
n−1∑
i=0

E
(
f 2
i (Bti+1 −Bti)2

)
+ 2

n−1∑
i,j=0
i<j

E [ fifj(Bti+1 −Bti)(Btj+1 −Btj ) ]

=
n−1∑
i=0

E [ f 2
i E((Bti+1 −Bti)2|Fti) ]

+2
n−1∑
i,j=0
i<j

E [ fifj(Bti+1 −Bti)E(Btj+1 −Btj |Ftj ) ]

=
n−1∑
i=0

E(f 2
i )(ti+1 − ti) + 0 = E

∫ b
a f

2
s ds.

5. Pour montrer la propriété d’isométrie on va calcule

E
(
b∫
a
fs dBs

)2

= E(
n−1∑
i=0

fi(Bti+1 −Bti))2

=
n−1∑
i=0

E
(
f 2
i (Bti+1 −Bti)2

)
+ 2

n−1∑
i,j=0
i<j

E [ fifj(Bti+1 −Bti)(Btj+1 −Btj ) ]

=
n−1∑
i=0

E [ f 2
i E((Bti+1 −Bti)2|Fti) ]

+2
n−1∑
i,j=0
i<j

E [ fifj(Bti+1 −Bti)E(Btj+1 −Btj |Ftj ) ]

=
n−1∑
i=0

E(f 2
i )(ti+1 − ti) + 0 = E

∫ b
a f

2
s ds.

�

Ètape 3 :

Lemme 2.5. [9] Pour tout f ∈ M2([a,b];R), il existe une suite gn de processus simples
tels que

lim
n→∞

E
∫ b

a
|f(t)− gn(t)|2 dt = 0.
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Définition 2.6. Soit f ∈M2([a, b];R). L’intégrale d’Itô de f par rapport à Bt est définie
par ∫ b

a
f(t) dBt = lim

n→∞

∫ b

a
gn(t) dBt dans L2(Ω,R).

Où gn une suite de processus simples tels que

lim
n→∞

E
∫ b

a
|f(t)− gn(t)|2 dt = 0.

Théorème 2.6. Soit f,g ∈ M2([a,b];R), et soit α, β deux nombres réels, on définit les
propriétés suivantes :

1.
∫ b
a ft dBt est Fb-mesurable ;

2.
∫ b
a [αf(t) + βg(t)] dBt = α

∫ b
a f(t) dBt + β

∫ b
a g(t) dBt ;

3. E(
∫ b
a ft dBt) = 0 ;

4. E[(
∫ b
a ft dBt)2] = E(

∫ b
a f

2
t dt).

2.2.1 Intégrale stochastique multidimensionnel

Nous étendons maintenant l’intégrale stochastique d’Itô au cas d-dimensionnel. Soit
(Bt = (B1

t , . . . , B
m
t ))t≥0 être un mouvement brownien m-dimensionnel définie sur un es-

pace de probabilité complet (Ω,F ,P), adapté á la filtration (Ft).
Soit M2([0, T ];Rd×m) une famille de tous les matrices d × m á valeur mesurable (Ft)-
adapté, le processus f = (fij(t))d×m pour tout 0 ≤ t ≤ T , tels que

E
T∫

0

|f(s)|2 ds <∞.

Définition 2.7. Soit f ∈ M2([0, T ];Rd×m). Nous définissons l’intégrale d’Itô multidi-
mensionnel de processus f par

t∫
0

f(s) dBs =
t∫

0


f11 . . . f1m
... ...
fd1 . . . fdm




dB1
s

...
dBm

s

 .
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Être le processus d’une valeur de vecteur colonne de dimension d, dont la ième composante
est la somme d’intégrale d’Itô en dimension 1

m∑
j=1

∫ t

0
fij(s) dBj

s .

Théorème 2.7. [9] Soit p > 2. Soit f ∈M2([0, T ];Rd×m) tel que

E
∫ T

0
|f(s)|2 ds <∞.

Alors

E
(

sup
0≤t≤T

|
∫ t

0
f(s) dB(s)|p

)
≤
(

p3

2(p− 1)

) p
2

T
p−2

2 E
∫ T

0
|f(s)|p ds.

2.3 Formule d’Itô

Définition 2.8. Un processus d’Itô uni-dimensionnel est un processus continue adapté
(x(t))t≥0 de la forme

x(t) = x(0) +
t∫

0

f(s) ds+
t∫

0

g(s) dBs.

Où f ∈ L1(R+;R) et g ∈ L2(R+;R). On dire que x(t) a un différentiel stochastique dx(t)
sur [0, T ] donné par

dx(t) = f(s) ds+ g(s) dBs.

Soit C2,1(R+×Rd;R) désigne la famille des fonctions réels V (t, x) définie sur R+×Rd,
tels qu’ils sont continuellement deux fois différentiable en x, et une fois en t. Si V ∈
C2,1(R+ × Rd;R), nous fixons

Vt = ∂V

∂t
; Vx =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xd

)
.

Si V ∈ C2,1(R+ × R;R), alors Vx = ∂V
∂x

et Vxx = ∂2V
∂x2 .

Théorème 2.8. [9](Formule d’Itô)
Soit x(t) un processus d’Itô avec un différentiel stochastique

dx(t) = f(s) ds+ g(s) dBs.
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Où f ∈ L1(R+;R) et g ∈ L2(R+;R). Soit V ∈ C2,1(R+×R;R) alors V (t, x) est à nouveau
une processus d’Itô avec le différentiel stochastique donné par

dV (t, x(t)) =
[
Vt(t, x(t)) + Vx(t, x(t))f(t) + 1

2Vxx(t, x(t))g2(t)
]

dt

+ Vx(t, x(t))g(t) dBt p.s.

Définition 2.9. Un processus d’Itô d-dimensionnel x(t) = (x1(t), . . . , xd(t))T sur t ≥ 0
est un processus continue adapté á valeur dans Rd, de la forme

x(t) = x(0) +
t∫

0

f(s) ds+
t∫

0

g(s) dBs.

Où f = (f1, · · · ,fd) ∈ L1(R+;Rd) et g = (gij)d×m ∈ L2(R+;Rd×m).On dire que x(t) a un
différentiel stochastique dx(t) sur [0, T ] donné par

dx(t) = f(s) ds+ g(s) dBs.

Théorème 2.9. [9](Formule d’Itô de multidimensionnel)
Soit (x(t))t≥0 un processus de Itô d-dimension avec un différentiel stochastique

dx(t) = f(s) ds+ g(s) dBs.

Où f ∈ L1(R+;Rd) et g ∈ L2(R+;Rd×m). Soit V ∈ C2,1(R+ × R;Rd) alors V (t, x) est à
nouveau un processus d’Itô avec le différentiel stochastique donné par

dV (t, x(t)) =
[
Vt(t, x(t)) + Vx(t, x(t))f(t) + 1

2trace[g(t)TVxx(t, x(t))g(t)]
]

dt

+ Vx(t, x(t))g(t) dBt.

Voyons maintenant introduire formellement une table de multiplication :

dt dt = 0, dBt dt = 0,

dBt dBt = dt, dBi dBj = 0 si i 6= j.

Où dxi(t) dxj(t) =
m∑
k=1

gik(t)gkj(t) dt.
De plus, la formule d’Itô peut s’écrire

dV (t, x(t)) = Vt(t, x(t)) dt+ Vx(t, x(t)) dx(t) + 1
2 dx(t)TVxx(t, x(t)) dx(t). (2.4)
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Théorème 2.10. [9](Formule d’intégration par parties)
Soit (x(t))t≥0 un processus 1-dimensionnel d’ltô avec le différentiel stochastique

dx(t) = f(s) ds+ g(s) dBs.

Où f ∈ L1(R+;R) et g ∈ L2(R+;R1×m). Soit y(t) un processus continue et adapté de
variation finie. Puis

d[x(t)y(t)] = y(t) dx(t) + x(t) dy(t). (2.5)

C’est-à-dire

x(t)y(t)− x(0)y(0) =
t∫

0

y(s)[f(s) ds+ g(s) dBs] +
t∫

0

x(s) dy(s). (2.6)

Où la dernière intégrale est l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes.
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Chapitre 3
Équations différentielles stochastiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons définir les équations différentielles stochastiques, leur
solution et étudions l’existence et l’unicité de ce solution, et nous souhaitons si possible
obtenir la solution explicite d’une équation différentielle stochastique linéaire générale à
dimension d.

3.2 Équations différentielles stochastiques

Considérons (Ω,F ,P) un espace de probabilité complet avec la filtration (Ft)t≥0 qui
satisfait les conditions usuelles. Soit B(t) = (B1(t), · · · , Bm(t))T , t ≥ 0 un mouvement
brownien de dimension m défini dans cet espace. Soit 0 < t0 < T < ∞, soit x0 une
variable aléatoire Ft0-mesurable tel que E|x0|2 <∞.

Définition 3.1. On appelle équation différentielle stochastique toute équations différen-
tielles de la forme :

dx(t) = f(t, x(t)) dt+ g(t, x(t)) dB(t) ∀t ∈ [0, T ], (3.1)

telle que :

1. (x(t))t≥0 est un processus stochastique à valeur dans Rd ;

2. f : [t0, T ]× Rd → Rd et g : [t0, T ]× Rd → Rd×m sont deux fonctions borélienne.
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Ce qui, en terme intégrale s’écrit

x(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, x(s)) ds+

∫ t

t0
g(s, x(s)) dB(s). (3.2)

Exemple 3.1. Si nous choisissons d = m = 1 et une fonction g ∈ L2([t0,t]), le processus

x(t) = exp(−1
2

t∫
t0

g(s)2 ds+
t∫

t0

g(s) dB(s)),

est une solution de l’équation

dx(t) = g(t)x(t) dB(t), x(t0) = 1.

Dans ce cas, f(t, x) ≡ 0 et G(t, x) = g(t)x. L’unicité de la solution pour toutes les
fonctions g qui sont limitées à [t0, T ]. Pour le cas particulier g = 1, l’équation

dx(t) = x(t) dB(t),

a la solution

x(t) = exp((B(t)−B(t0))− 1
2(t− t0)),

pour chaque intervalle [t0, T ] ⊂ [0,∞).

Définition 3.2. On appelle solution de (3.1) un processus stochastique (x(t))t0≤t≤T à
valeur dans Rd vérifie les propriétés suivantes :

1. (x(t))t0≤t≤T est continu et Ft adapté ;

2. (f(t, x(t)))t0≤t≤T ∈ L1([t0, T ];Rd), et (g(t, x(t)))t0≤t≤T ∈ L2([t0, T ];Rd×m) ;

3. L’équation (3.2) se tient pour chaque t ∈ [t0, T ] avec une probabilité 1.

La solution (x(t))t0≤t≤T est dit unique si n’importe quelle autre solution (y(t))t0≤t≤T est
indistinguable avec (x(t))t0≤t≤T , i.e

P {x(t) = y(t), ∀t0 ≤ t ≤ T} = 1.

Définition 3.3. (Types de solution) Le caractère aléatoire d’équation différentielle
stochastique impose plusieurs notions d’existence et d’unicité. On dit qu’il y a
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(1) Existence d’une solution faible si pour tout x ∈ Rd, il existe une solution x.
(2) Existence et unicité d’une solution faible si tous les processus x solutions de (3.1)

ont même loi.
(3) Existence d’une solution forte si (3.1) admet une solution x qui soit adapté à la

filtration du Brownien porteur.
(4) Unicité d’une solution forte pour (3.1) si pour tout mouvement brownien B, deux

solutions fortes associée à B sont indistinguables.
(5) Unicité trajectorielle si, l’espace de probabilité filtré (Ω,F ,(Ft),P) et le Brownien

B étant fixés, deux solutions quelconques x et x′ de (3.1) sont indistinguables.

Remarque 3.1. 1. Nous exprimons la solution de l’équation (3.1) par x(t; t0, x0).
On note d’après l’équation (3.2) que pour n’importe s ∈ [t0, T ],

x(t) = x(s) +
∫ t

s
f(r, x(r)) dr +

∫ t

s
g(r, x(r)) dB(r), s ≤ t ≤ T.

Mais, c’est une équation différentielle stochastique sur [s, T ] avec la valeur initiale
x(s) = x(s; t0;x0), dont la solution est désignée par x(t; s, x(s)), donc, la solution
de l’équation (3.1) satisfait la propriété de semi groupe suivante :

x(s) = x(t; s, x(s)), t0 ≤ t ≤ T.

2. Les coefficients f et g peuvent être dépende dans une manière générale, et ils sont
adaptés.

Exemple 3.2. Plus généralement, considérons une équation différentielle d’ordre d avec
bruit de la forme

y(d)(t) = F (t, y(t), · · · , y(d−1)(t)) +G(t, y(t), · · · , y(d−1)(t))Ḃ(t), (3.3)

où F : R+ × Rd → R et G : R+ × Rd → R1×m, et B(t) est un mouvement brownien á de
dimension m.
On a le processus stochastique x(t) = (x1(t), · · · , xd(t))T = (y(t), · · · , y(d−1)(t))T á valeur
dans Rd, nous pouvons convertir l’équation (3.3) en une équation d’ Itô á dimension d

dx(t) =



x2(t)
...

xd(t)
F (t, x(t))

 dt+



0
...
0

G(t, x(t))

 dB(t).
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3.2.1 Existence et unicité de la solution

Dans ce qui suit, on va donner quelque théorème d’existence et l’unicité de la solution
d’équation (3.1).

Théorème 3.1. [9] Supposons qu’il existe deux constantes positives
−
K et K tel que

1. (La condition de Lipschitz ) pour tout x, y ∈ Rd et t ∈ [t0, T ]

|f(t, x)− f(t, y)|2
∨
|g(t, x)− g(t, y)|2 ≤

−
K|x− y|2, (3.4)

2. (La condition de croissance linéaire) pour tout (t, x) ∈ [t0, T ]× Rd

|f(t, x)|2
∨
|g(t, x)|2 ≤ K(1 + |x|2). (3.5)

Alors, il existe une solution unique x(t) de l’équation (3.1) et cette solution appartient á
M2([t0, T ];Rd).

Nous prépare d’abord un lemme.

Lemme 3.2. [9] Supposons que la condition de croissance linéaire (3.5) se vérifie, si x(t)
est une solution de l’équation (3.1), alors

E
(

sup
t0≤t≤T

|x(t)|2
)
≤
[
1 + 3E|x0|2

]
e3K(T−t0)(T−t0+4). (3.6)

En particulier, x(t) appartient áM2([t0, T ];Rd).

Preuve Pour chaque entier n ≥ 1, définir le temps d’arrêt

τn = T ∧ inf{t ∈ [t0, T ] : |x(t)| ≥ n}.

Clairement, τn ↑ T p.s. Définissez xn(t) = x(t ∧ τn) pour t ∈ [t0, T ]. Alors, xn(t) satisfait
á l’équation

xn(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) ds+

∫ t

t0
g(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) dB(s).
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En utilisant l’inégalité élémentaire |a+ b+ c|2 ≤ 3(|a|2 + |b|2 + |c|2), l’inégalité de Hölder
et la condition (3.5), on peut montrer que

|xn(t)|2 = |x0 +
∫ t

t0
f(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) ds+

∫ t

t0
g(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) dB(s)|2

≤ 3|x0|2 + 3|
∫ t

t0
f(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) ds|2 + 3|

∫ t

t0
g(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) dB(s)|2

≤ 3|x0|2 + 3(T − t0)K
∫ t

t0
(1 + |xn(s)|2) ds+ 3|

∫ t

t0
g(s, xn(s))I[[t0,τn]](s) dB(s)|2.

Ainsi, par le Théorème 2.7 et la condition (3.5), on peut en outre montrer que

E( sup
t0≤s≤t

|xn(s)|2) ≤ 3E|x0|2 + 3(T − t0)K
∫ t

t0
(1 + E|xn(s)|2) ds

+ 12
∫ t

t0
|g(s, xn(s))|2I[[t0,τn]](s) ds

≤ 3E|x0|2 + 3(T − t0 + 4)K
∫ t

t0
(1 + E|xn(s)|2) ds.

Par conséquent,

1 + E( sup
t0≤s≤t

|xn(s)|2) ≤ 1 + 3E|x0|2 + 3(T − t0 + 4)K
∫ t

t0

[
1 + E

(
sup
t0≤r≤s

|xn(r)|2
)]

ds.

Maintenant, l’inégalité de Gronwall (c’est-à-dire le Théorème 1.8) donne cela

1 + E( sup
t0≤t≤T

|xn(t)|2) ≤ (1 + 3E|x0|2)e3K(T−t0)(T−t0+4).

Donc

E( sup
t0≤t≤τn

|x(t)|2) ≤ (1 + 3E|x0|2)e3K(T−t0)(T−t0+4).

Enfin, l’inégalité requise (3.2) suit en laissant n→∞. �

Preuve de Théorème 3.1

1− L’unicité :
Soit x(t) et −x(t) deux solutions de l’équation (3.1). Dans le cas de Lemme 3.2, les deux
appartiennent àM2([t0, T ],Rd). Il faut noter que

x(t)− −x(t) =
t∫

t0

[f(s, x(s))− f(s, −x(s))] ds+
t∫

t0

[g(s, x(s))− g(s, −x(s))] dB(s), s ≤ t ≤ T.
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En utilisant l’inégalité de Hölder, le Théorème 2.7 et la condition (3.4), on peut montrer
de la même manière que la preuve de Lemme 3.2 que

E
(

sup
t0≤s≤t

|x(s)− −x(s)|2
)
≤ 2

−
K(T + 4)

∫ t

t0
E
(

sup
t0≤r≤s

|x(r)− −x(r)|2
)

ds.

L’inégalité de Gronwall donne alors que

E
(

sup
t0≤t≤T

|x(t)− −x(t)|2
)

= 0.

D’où, x(t) = −
x(t) pour t0 ≤ t ≤ T presque sûrement. L’unicité a été prouvée.

2− L’existence :
Soit x0(t) ≡ x0 et pour n = 1, 2, . . . , on définie l’itération de picard

xn(t) = x0 +
∫ t

t0
f(s, xn−1(s)) ds+

∫ t

t0
g(s, xn−1(s)) dB(s). (3.7)

Pour t ∈ [t0, T ], bien sûr x0(·) ∈ M2([t0, T ];Rd). En effet, il est facile de remarquer par
récurrence que xn(·) ∈M2([t0, T ];Rd), car nous avons de (3.7) que

E|xn(t)|2 ≤ 3E|x0|2 + 3KT
t∫
t0
E(1 + |xn−1(s)|2) ds+ 3K

t∫
t0
E(1 + |xn−1(s)|2) ds

≤ 3(E|x0|2 +KT (T + 1)) + 3K(T + 1)
t∫
t0
E|xn−1(s)|2 ds)

≤ c1 + 3K(T + 1)
t∫
t0
E|xn−1(s)|2 ds).

(3.8)

Où c1 = 3(E|x0|2 +KT (T + 1)). Il découle également (3.8) que pour toute k ≥ 1,

max
1≤n≤k

E|xn(t)|2 ≤ c1 + 3K(T + 1)
∫ t

t0
max

1≤n≤k
E|xn−1(s)|2 ds

≤ c1 + 3K(T + 1)
∫ t

t0
(E|x0|2 + max

1≤n≤k
E|xn(s)|2) ds

≤ c2 + 3K(T + 1)
∫ t

t0
max

1≤n≤k
E|xn(s)|2 ds.

Où c2 = c1 + 3KT (T + 1)E|x0|2. L’inégalité de Gronwall implique

max
1≤n≤k

E|xn(t)|2 ≤ c2e3KT (T+1).

Puisque k est arbitraire, nous devons avoir

E|xn(t)|2 ≤ c2e3KT (T+1), pour tout t0 ≤ t ≤ T, n ≥ 1. (3.9)
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Ensuite, nous notons que

|x1(t)− x0(t)|2 = |x1(t)− x0|2

≤ 2|
t∫

t0

f(s,x0(s)) ds|2 + 2|
t∫

t0

g(s,x0(s)) dB(s)|2.

En prenant l’espérance et en utilisant (3.5), nous obtenons

E|x1(t)− x0(t)|2

≤ 2K(t− t0)2E(1 + |x0|2) + 2K(t− t0)E(1 + |x0|2) ≤ C,
(3.10)

où C = 2K(T − t0 + 1)(T − t0)(1 + E|x0|2).
Nous demandons maintenant que pour n ≥ 0

E|xn+1(t)− xn(t)|2 ≤ C[M(t− t0)]n
n! pour t0 ≤ t ≤ T, (3.11)

où M = 2
−
K(T − t0 + 1). Nous allons le montrer par récurrence. Compte tenu de (3.10)

nous voyons que (3.11) tient lorsque n = 0. Dans l’hypothèse inductive que (3.11) est
valable pour certains n ≥ 0, nous montrerons que (3.11) est toujours valable pour n+ 1.
Notez que

|xn+2(t)− xn+1(t)|2 ≤ 2|
t∫
t0

[f(s,xn+1(s))− f(s,xn(s))] ds|2

+2|
t∫
t0

[g(s,xn+1(s))− g(s,xn(s))] dB(s)|2.
(3.12)

En prenant l’espérance et l’utilisation la condition (3.4) ainsi que l’hypothèse récurrence,
nous en déduisons que

E|xn+2(t)− xn+1(t)|2 ≤ 2
−
K(t− t0 + 1)E

t∫
t0

|xn+1(s)− xn(s)|2 ds

≤M

t∫
t0

E|xn+1(s)− xn(s)|2 ds

≤M

t∫
t0

C[M(s− t0)]n
n! ds = C[M(t− t0)]n+1

(n+ 1)! .

45 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES

C’est-á-dire que (3.11) est valable pour n + 1. Par conséquent, par récurrence, (3.11) est
valable pour tous les n ≥ 0. En outre, en remplaçant n dans (3.12) par n− 1, on voit que

sup
t0≤t≤T

|xn+1(t)− xn(t)|2 ≤ 2
−
K(T − t0)

T∫
t0

|xn(s)− xn−1(s)|2 ds

+ 2 sup
t0≤t≤T

|
T∫
t0

[g(s,xn(s))− g(s,xn−1(s))] dB(s)|2.

En prenant l’espérance et en utilisant la Théorème 2.7 et (3.11), nous obtenons

E
(

sup
t0≤t≤T

|xn+1(t)− xn(t)|2
)
≤ 2

−
K(T − t0 + 4)

T∫
t0

E|xn(s)− xn−1(s)|2 ds

≤ 4M
T∫
t0

C[M(s− t0)]n−1

(n− 1)! ds = 4C[M(T − t0)]n
(n)! .

En utilisant l’inégalité de Chebyshev, nous trouvons

P{ sup
t0≤t≤T

|xn+1(t)− xn(t)| > 1
2n} ≤

4C[4M(T − t0)]n
n! .

Puisque ∑∞n=0 4C[4M(T − t0)]n/(n)! < ∞, le lemme de Borel-Cantelli donne que pour
presque tout ω ∈ Ω il existe un nombre entier positif n0 = n0(ω) tel que

sup
t0≤t≤T

|xn+1(t)− xn(t)| ≤ 1
2n à chaque fois n ≥ n0.

Il s’ensuite que, avec la probabilité 1, les sommes partielles

x0 +
n−1∑
i=1
|xi+1(t)− xi(t)| = xn(t),

convergent uniformément dans t ∈ [t0, T ]. Indiquez la limite par y(t). Il est clair que y(t)
est continu en t et Ft-adapté.
D’autre part, on voit d’après (3.11) que pour chaque t, (xn(t))n≥1 est également une
suite de Cauchy dans L2. Nous avons donc aussi xn(t) → x(t) dans L2. En conséquence
x(t) = y(t) p.s. et on a bien le fait de n→∞ en (3.9) donne

E|x(t)|2 ≤ c2e3KT (T+1), pour tout t0 ≤ t ≤ T.
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Par conséquent, x(t) ∈ M2([t0, T ],Rd). Il reste montrer que x(t) satisfait à l’équation
(3.2). Il est à noter que

E
∣∣∣∣∣ t∫t0 f(s,xn(s)) ds−

t∫
t0
f(s,x(s)) ds

∣∣∣∣∣
2

+E
∣∣∣∣∣ t∫t0 g(s,xn(s)) dB(s)−

t∫
t0
g(s,x(s))) dB(s)

∣∣∣∣∣
2

≤
−
K(T − t0 + 1)

t∫
t0
E|xn(t)− x(t)|2 ds→ 0

en tant que n→∞.

Nous pouvons donc laisser n→∞ in (3.7) pour obtenir cela

x(t) = x0 +
t∫

t0

f(s,x(s)) ds+
t∫

t0

g(s,x(s)) dB(s) t0 ≤ t ≤ T.

Comme demandé. La preuve est maintenant complète. �

Théorème 3.3. [9] Supposons que la condition de croissance linéaire (3.5) se tient, mais
la condition de Lipschitz (3.4) est remplacée par la condition de Lipschitz locale suivante :
Pour chaque entier n ≥ 1, il existe un constante positive Kn tel que, pour tout t ∈ [t0, T ]
et tout x, y ∈ Rd avec |x| ∨ |y| ≤ n,

|f(t, x)− f(t, y)|2
∨
|g(t, x)− g(t, y)|2 ≤ Kn|x− y|2. (3.13)

Alors il existe une solution unique x(t) de l’équation (3.1) appartient áM2([t0,T );Rd).

Théorème 3.4. [9] Supposons que la condition de Lipschitz locale (3.13) se tient, mais la
condition de croissance linéaire (3.5) est remplacée par la condition monotone suivante :
Il existe un constante positive K telle que, pour tout (t, x) ∈ [t0, T ]× Rd

xTf(t, x) + 1
2 |g(t, x)|2 ≤ K(1 + |x|2). (3.14)

Alors il existe une solution unique x(t) de l’équation (3.1) appartient áM2([t0,T ];Rd).

Théorème 3.5. [9] Supposons que pour chaque nombre réel T > t0 et nombre entier
n ≥ 1, il existe une constante positive KT,n tel que, pour tout t ∈ [t0, T ] et tout x, y ∈ Rd

avec |x| ∨ |y| ≤ n

|f(t, x)− f(t, y)|2
∨
|g(t, x)− g(t, y)|2 ≤ KT,n|x− y|2. (3.15)
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Supposons aussi que pour chaque T > t0, il existe un constante positive KT tel que pour
tout (t, x) ∈ [t0, T ]× Rd,

xTf(t, x) + 1
2 |g(t, x)|2 ≤ KT (1 + |x|2). (3.16)

Alors, il existe une solution globale unique x(t) de l’équation (3.1) avec t ∈ [t0,∞) cette
solution appartient áM2([t0,∞);Rd).

3.3 Équations différentielles stochastiques linéaires

Tout comme pour les équations différentielles ordinaires, une théorie beaucoup plus
complète peut être développé dans le cas stochastique lorsque les coefficients fonctionnels
a(t, x) et b(t, x) sont des fonctions linéaires de x, en particulier lorsque b est indépendant
de x.

Définition 3.4. Une équation différentielle stochastique

dx(t) = a(t, x(t)) dt+ b(t, x(t)) dB(t) ∀t ≥ t0, (3.17)

est dite linéaire si pour le processus d-dimensionnel x(t) les fonctions a(t, x) et b(t, x) sont
des fonctions linéaires de x ∈ Rd sur [t0, T ]× Rd, autrement dit, si

a(t, x) = F (t)x(t) + f(t),

b(t, x) = G(t)x(t) + g(t),

où F (·) est une fonction à valeur matricielle d× d, et f(·) est une fonction á valeur dans
Rd, et si

b(t, x) = (G1(t)x(t) + g1(t), · · · , Gm(t)x(t) + gm(t)), (3.18)

où Gk(·) est une fonction à valeur matricielle d×d, et gk(·) est une fonction á valeur dans
Rd. Ainsi, l’équation différentielle linéaire a la forme

dx(t) = (F (t)x(t) + f(t)) dt+
m∑
k=1

(Gk(t)x(t) + gk(t)) dBk(t). (3.19)

Où B(t) = (B1(t), · · · , Bm(t))T est un mouvement brownien m-dimensionnelle.
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Définition 3.5. L’équation linéaire (3.19) est dite homogène si
f(t) = g1(t) = · · · = gm(t) = 0.

Définition 3.6. L’équation linéaire (3.19) est dite linéaire au sens étroit si
G1(t) = · · · = Gm(t) = 0.

Définition 3.7. L’équation linéaire (3.19) est dite autonome si les coefficients F, f,Gk, gk

sont tous indépendants de t.

Tout au long de ce section, nous supposons que F, f,Gk, gk sont tous des Borel-
mesurable et bornées sur [t0, T ]. Par le théorème d’existence et l’unicité Théorème (3.1),
l’équation linéaire (3.19) a une solution continue unique en M2([t0, T ];Rd) pour chaque
valeur initiale a x(t0) = x0, qui est Ft0-mesurable et appartient à L2(Ω;Rd).

3.3.1 Le théorème de l’existence de la solution

Considérons l’équation différentielle stochastique linéaire

dx(t) = F (t)x(t) dt+
m∑
k=1

Gk(t)x(t) dBk(t). (3.20)

Sur [t0, T ]. Comme on le suppose,

F (t) = (Fij(t))d×d; Gk(t) = (Gk
ij(t))d×d, (3.21)

sont tous Borel-mesurable et bornées. Pour chaque j = 1, · · · , d, soit ej le vecteur colonne-
unité dans la direction xj, c’est-à-dire

ej = (0, · · · ,0,1︸ ︷︷ ︸
j

, · · · ,0)T .

Soit Φj(t) = (Φ1j(t), · · · ,Φdj(t))T la solution de l’équation (3.20) avec l’initiale valeur
x(t0) = ej. Définissez la matrice d× d

Φ(t) = (Φ1(t), · · · ,Φd(t)) = (Φij(t))d×d. (3.22)

Nous appelons Φ(t) la matrice fondamentale de l’équation (3.20). Il est utile de noter que
Φ(t0) = la matrice d’identité d× d et

dΦ(t) = F (t)Φ(t) dt+
m∑
k=1

Gk(t)Φ(t) dBk(t). (3.23)
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L’équation (3.23) peut également être exprimée comme suit : Pour 1 ≤ i, j ≤ d,

dΦij(t) =
d∑
l=1

Fil(t)Φlj(t) dt+
m∑
k=1

d∑
l=1

Gk
il(t)Φlj(t) dBk(t). (3.24)

Le théorème suivant montre que toute solution de l’équation (3.20) peut être exprimée en
termes de Φ(t) et c’est pourquoi Φ(t) est appelé la matrice fondamentale.

Théorème 3.6. [9] Étant donné la valeur initiale x(t0) = x0, la solution unique de l’équa-
tion (3.20) est

x(t) = Φ(t)x0.

Preuve Clairement x(t0) = x0. En outre, par (3.23)

dx(t) = dΦ(t)x0 = F (t)Φ(t)x0 dt+
m∑
k=1

Gk(t)Φ(t)x0 dBk(t)

= F (t)x(t) dt+
m∑
k=1

Gk(t)x(t) dBk(t).

Donc x(t) est une solution à l’équation (3.20). Mais par le théorème d’existence et l’unicité,
l’équation (3.20) n’a qu’une seule solution. Ainsi, le x(t) doit être le unique. �

Nous désignons maintenant par W (t) le déterminant de la matrice fondamentale Φ(t),
c’est-à-dire

W (t) = det.Φ(t).

Nous appelons W (t) le déterminant stochastique Wronskian. Èvidemment, W (t0) = 1.
De plus, nous avons la formule stochastique de Liouville suivante.

Théorème 3.7. [9](Formule stochastique de Liouville)
Le déterminant stochastique Wronskian W (t) a l’expression explicite

W (t) = exp
 t∫
t0

(
traceF (s)− 1

2

m∑
k=1

trace[Gk(s)Gk(s)]
)

ds+
m∑
k=1

t∫
t0

traceGk(s) dBk(s)
 .

(3.25)

On prépare le lemme.
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Lemme 3.8. [9] Soit a(·), bk(·) des fonctions mesurables de Borel bornées à valeur réelle
sur [t0, T ]. Puis

y(t) = y0 exp
 t∫
t0

(
a(s)− 1

2

m∑
k=1

b2
k(s)

)
ds+

m∑
k=1

t∫
t0

bk(s) dBk(s)
 , (3.26)

est la solution unique à l’équation différentielle stochastique linéaire scalaire

dy(t) = a(t)y(t) dt+
m∑
k=1

bk(t)y(t) dBk(t). (3.27)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale y(t0) = y0.

Preuve On pose

ξ(t) =
t∫

t0

(
a(s)− 1

2

m∑
k=1

b2
k(s)

)
ds+

m∑
k=1

t∫
t0

bk(s) dBk(s).

On peut écrit
y(t) = y0 exp(ξ(t)),

il est claire, y(t0) = y0. De plus par formule d’Itô, on prend x(t) = ξ(t)

dy(t) = 0 + y0 exp(ξ(t)) dξ(t) + 1
2y0 exp(ξ(t))( dξ(t))2

= y(t)
[
(a(t)− 1

2

m∑
k=1

b2
k(t)) dt+

m∑
k=1

bk(t) dBk(t)
]

+ 1
2y(t)

m∑
k=1

b2
k(t) dt

= a(t)y(t) dt+
m∑
k=1

bk(t)y(t) dBk(t). �

La formule de Liouville (3.25) implique directement que W (t) > 0 p.s. pour tout
t ∈ [t0, T ], qui implique á son tour que Φ(t) est inversible. Nous avons donc a obtenu le
résultat important suivant.

Théorème 3.9. [9] Pour tout t ∈ [t0, T ], la matrice fondamentale Φ(t) est inversible avec
probabilité 1.

On désignera par Φ−1(t) la matrice inverse de Φ(t).
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Passons maintenant á l’équation différentielle stochastique linéaire générale en dimen-
sion d

dx(t) = (F (t)x(t) + f(t)) dt+
m∑
k=1

(Gk(t)x(t) + gk(t)) dBk(t). (3.28)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale x(t0) = x0. L’équation (3.20) est appelée la correspon-
dante équation homogène du système (3.28). Dans cette suite, nous établirons une formule
utile appelée une formule de variation des constantes, qui représente la solution unique
de l’équation (3.28) en termes de matrice fondamentale du équation homogène correspon-
dante (3.20).

Théorème 3.10. [9](La formule de variation des constantes)
La solution unique de l’équation (3.28) peut être exprimée comme suit

x(t) = Φ(t)
x0 +

t∫
t0

Φ−1(s)
[
f(s)−

m∑
k=1

Gk(s)gk(s)
]

ds+
m∑
k=1

t∫
t0

Φ−1(s)gk(s) dBk(s)
 .
(3.29)

Où Φ(t) est la matrice fondamentale de l’équation homogène correspondante (3.20).

Preuve On pose

ξ(t) = x0 +
t∫

t0

Φ−1(s)
[
f(s)−

m∑
k=1

Gk(s)gk(s)
]

ds+
m∑
k=1

t∫
t0

Φ−1(s)gk(s) dBk(s). (3.30)

Puis le différentiel de ξ(t) est

dξ(t) = Φ−1(t)[f(t)−
m∑
k=1

Gk(t)gk(t)] dt+
m∑
k=1

Φ−1(t)gk(t) dBk(t). (3.31)

Soit
η(t) = Φ(t)ξ(t). (3.32)

Clairement, η(t0) = x0. De plus, par la formule d’Itô

dη(t) = dΦ(t)ξ(t) + Φ(t) dξ(t) + dΦ(t) dξ(t). (3.33)
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En y substituant (3.23) et (3.31), et en utilisant la table de multiplication formelle

dη(t) =
(
F (t)η(t) dt+

m∑
k=1

Gk(t)η(t) dBk(t)
)

+(
[f(t)−

m∑
k=1

Gk(t)gk(t)] dt+
m∑
k=1

gk(t) dBk(t)
)

+
(
F (t)Φ(t) dt+

m∑
k=1

Gk(t)Φ(t) dBk(t)
)

×
(

Φ−1(t)f(t) dt−
m∑
k=1

Φ−1(t)Gk(t)gk(t) dt+
m∑
k=1

Φ−1(t)gk(t) dBk(t)
)

=
(
F (t)η(t) dt+

m∑
k=1

Gk(t)η(t) dBk(t)
)

+ ( [f(t)−
m∑
k=1

Gk(t)gk(t)] dt

+
m∑
k=1

gk(t) dBk(t) ) +
m∑
k=1

Gk(t)gk(t) dt

= (F (t)η(t) + f(t)) dt+ (
m∑
k=1

Gk(t)η(t) + gk(t)) dBk(t).

En d’autres termes, nous avons montré que η(t) est une solution de l’équation (3.28)
satisfaisant la condition initiale η(t0) = x0. D’autre part, l’équation (3.28) n’a qu’un seule
solution x(t). Donc nous devons avoir que x(t) = η(t), qui est la formule requise(3.29).�

Puisque nous supposons que x0 ∈ L2(Ω,Rd), les premier et deuxième moments des
solutions de l’équation (3.28) existent et sont finies. Le théorème suivant montre que on
peut obtenir des premier et second moments en résolvant l’équation différentielle ordinaire
linéaire.

Théorème 3.11. [9] Pour la solution de l’équation (3.28), nous avons :
(a) m(t) := E(x(t)) est la solution unique de l’équation

ṁ(t) = F (t)m(t) + f(t). (3.34)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale m(t0) = E(x0).
(b) P (t) := E(x(t)xT (t)) est la solution symétrique unique défini non négative de

l’équation

Ṗ (t) = F (t)P (t) + P (t)F T (t) + f(t)mT (t) +m(t)fT (t)
+

m∑
k=1

[ Gk(t)P (t)GT
k (t) +Gk(t)m(t)gTk (t)

+gk(t)mT (t)GT
k (t) + gk(t)gTk (t) ] .

(3.35)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale P (t0) = E(x0x
T
0 ). Notez que (3.35) représente un

système de d(d+ 1)/2 équations linéaires.

53 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2020–2021



3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES STOCHASTIQUES

Preuve (a) On pose

x(t) = x0 +
t∫

t0

(F (s)x(s) + f(s)) ds+
t∫

t0

m∑
k=1

(Gk(s)x(s) + gk(s)) dBk(s).

Prendre l’espérance des deux côtés rapporte

m(t) = m(t0) +
t∫

t0

(F (s)m(s) + f(s)) ds,

qui est la forme intégrale de l’équation (3.34). La conclusion de la partie (a).
(b) Par la formule de Itô,

d[x(t)xT (t)] = dx(t)xT (t) + x(t) dxT (t) + dx(t) dxT (t)
= dx(t)xT (t) + x(t) dxT (t) +

m∑
k=1

[Gk(t)x(t) + gk(t)][Gk(t)x(t) + gk(t)]T dt

=
(
F (t)x(t)xT (t) + f(t)xT (t) + x(t)xT (t)F T (t) + x(t)fT (t)

)
dt

+
m∑
k=1

[
Gk(t)x(t)xT (t) + gk(t)xT (t) + x(t)xT (t)GT

k (t) + x(t)gTk (t)
]

dBk(t)

+
m∑
k=1

[ Gk(t)x(t)xT (t)GT
k (t) +Gk(t)x(t)gTk (t) + gk(t)xT (t)GT

k (t)

+gk(t)gTk (t) ] dt
=
(
F (t)x(t)xT (t) + f(t)xT (t) + x(t)xT (t)F T (t) + x(t)fT (t)

)
dt

+
m∑
k=1

[
(Gk(t)x(t) + gk(t))xT (t) + x(t)(Gk(t)x(t) + gk(t)x(t))T

]
dBk(t)

+
m∑
k=1

[ Gk(t)x(t)xT (t)GT
k (t) +Gk(t)x(t)gTk (t) + gk(t)xT (t)GT

k (t)

+gk(t)gTk (t) ] dt.

Maintenant, l’équation (3.35) suit en prenant l’espérance des deux côtés de l’in-
tégrale forme de l’égalité ci-dessus. Puisque P (t) est la matrice de covariance de
x(t), elle est de cours défini-non négatif et symétrique. �

Le théorème 3.10 nous dit que nous pouvons avoir la solution explicite de l’équation
linéaire (3.28) á condition de connaître la matrice fondamentale correspondante Φ(t). Bien
que nous ne puissions pas obtenir la matrice fondamentale explicite Φ(t) pour chaque cas,
nous pouvons l’obtenir pour plusieurs cas importants et nous allons nous tourner vers ces
études de cas.
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3.3.2 Conditions d’existence de la solution

Définition 3.8. (Équations linéaires scalaires)
Nous considérons d’abord l’équation différentielle stochastique linéaire scalaire générale

dx(t) = (a(t)x(t) + −
a(t)) dt+

m∑
k=1

(bk(t)x(t) +
−
bk(t)) dBk(t). (3.36)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale x(t0) = x0. Ici x0 ∈ L2(Ω,Rd) est Ft0-mesurable, et
a(t), −a(t), bk(t),

−
bk(t) sont des fonctions scalaires bornées mesurables par Borel sur [t0, T ].

L’équation linéaire homogène correspondante est

dx(t) = a(t)x(t) dt+
m∑
k=1

bk(t)x(t) dBk(t). (3.37)

Par le lemme 3.8, la solution fondamentale de l’équation (3.37) est donnée par

Φ(t) = exp
 t∫
t0

(a(s)− 1
2

m∑
k=1

b2
k(s)) ds+

m∑
k=1

t∫
t0

bk(s) dBk(s)
 . (3.38)

En appliquant le théorème 3.10, on obtient alors la solution explicite de l’équation
(3.36)

x(t) = Φ(t)
x0 +

t∫
t0

Φ−1(s)[−a(s) +
m∑
k=1

bk(s)
−
bk(s)] ds+

m∑
k=1

t∫
t0

Φ−1(s)
−
bk(s) dBk(s)

 .
(3.39)

Définition 3.9. (Équations linéaires au sens étroit)
Nous considérons ensuite l’équation différentielle stochastique linéaire à dimension d au
sens étroit du terme

dx(t) = (F (t)x(t) + f(t)) dt+
m∑
k=1

gk dBk(t). (3.40)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale x(t0) = x0, où F, f, gk et x0 sont identiques à définie
au section 3.3. L’équation linéaire homogène correspondante est maintenant l’équation
différentielle ordinaire

·
x(t) = F (t)x(t). (3.41)
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Encore une fois, que Φ(t) soit la matrice fondamentale de l’équation (3.41). Ensuite, la
solution de l’équation (3.40) a la forme

x(t) = Φ(t)
x0 +

t∫
t0

Φ−1(s)f(s) ds+
m∑
k=1

t∫
t0

Φ−1(s)gk(s) dBk(s)
 . (3.42)

En particulier, lorsque F (t) est indépendant de t, c’est-á-dire F (t) = F a d×d constant
la matrice fondamentale Φ(t) a la forme simple Φ = eF (t−t0) et Φ−1(t) = e−F (t−t0) sa
matrice inverse . Par conséquent, dans le cas où F (t) = F , l’équation (3.40) a la solution
explicite

x(t) = eF (t−t0)
(
x0 +

t∫
t0

e−F (s−t0)f(s) ds+
m∑
k=1

t∫
t0

e−F (s−t0)gk(s) dBk(s)
)

= eF (t−t0)x0 +
t∫
t0

eF (t−s)f(s) ds+
m∑
k=1

t∫
t0

eF (t−s)gk(s) dBk(s).
(3.43)

Définition 3.10. (Équations linéaires autonomes)
Nous considérons maintenant l’équation différentielle stochastique linéaire autonome à
dimension d

dx(t) = (Fx(t) + f) dt+
m∑
k=1

(Gkx(t) + gk) dBk(t). (3.44)

Sur [t0, T ] avec la valeur initiale x(t0) = x0, où F,Gk ∈ Rd×d et f, gk ∈ Rd. L’équation
homogène correspondante est

dx(t) = Fx(t) dt+
m∑
k=1

Gkx(t) dBk(t). (3.45)

En général, la matrice fondamentale Φ(t) ne peut pas être donnée explicitement. Toutefois,
si les matrices F,G1, · · · , Gm commute, c’est-à-dire si

FGk = GkF, GkGj = GjGk pour tous 1 ≤ k, j ≤ m. (3.46)

Alors la matrice fondamentale de l’équation (3.45) a la forme explicite

Φ(t) = exp
[
( F − 1

2

m∑
k=1

G2
k ) (t− t0) +

m∑
k=1

Gk(Bk(t)−Bk(t0))
]
. (3.47)

Pour le montrer, mettez

Y (t) = ( F − 1
2

m∑
k=1

G2
k ) (t− t0) +

m∑
k=1

Gk(Bk(t)−Bk(t0)). (3.48)
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Nous pouvons alors écrire
Φ(t) = exp(Y (t)). (3.49)

Par la condition (3.46), nous calculons le différentiel stochastique

dΦ(t) = 0 + exp[Y (t)] dY (t) + 1
2 exp[Y (t)]( dY (t))2

= Φ(t) dY (t) + 1
2Φ(t)(

m∑
k=1

G2
k) dt

= Φ(t)(F − 1
2

m∑
k=1

G2
k) dt+

m∑
k=1

GkΦ(t) dBk(t)

+1
2Φ(t)

m∑
k=1

G2
k dt

= FΦ(t) dt+
m∑
k=1

GkΦ(t) dBk(t).

En d’autres termes, Φ(t) satisfait à l’équation homogène et constitue donc la ma-
trice. Enfin, nous appliquons le Théorème 3.10 pour conclure que sous condition (3.46),
l’équation linéaire autonome (3.44) a la solution explicite

x(t) = Φ(t)
x0 +

 t∫
t0

Φ−1(s) ds
(f − m∑

k=1
Gkgk

)
+

m∑
k=1

 t∫
t0

Φ−1(s) dBk(s)
 gk

 . (3.50)

3.3.3 Exemples

Dans la suite, on prend B(t) un mouvement brownien à une dimension.

Exemple 3.3. (Le mouvement brownien sur le cercle unitaire)
Considérons l’équation différentielle stochastique linéaire de dimension 2

dx(t) = −1
2x(t) dt+Kx(t) dB(t) pour t ≥ 0, (3.51)

avec la valeur initiale x(0) = (1,0)T , où

K =

0 −1
1 0

 .
En vue de (3.47), la matrice fondamentale correspondante est

Φ(t) = exp
[
(−1

2I −
1
2K

2)t+KB(t)
]
,

où I est la matrice d’identité 2× 2. Notant que K2 = −I, on obtient

Φ(t) = exp[KB(t)] =
∞∑
n=0

KnBn(t)
n! .
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Mais
K2n = (−1)nI et K2n+1 = (−1)nK pour n = 0,1, · · · .

Ainsi

Φ(t) =
∞∑
n=0

[
K2nB2n(t)

2n! + K2n+1B2n+1(t)
(2n+ 1)!

]

=
∞∑
n=0

[
(−1)nB2n(t)I

2n! + (−1)nB2n+1(t)K
(2n+ 1)!

]
.

Maintenant, par (3.50), la solution unique de l’équation (3.51) est

x(t) = Φ(t)

 1
0

 =


∞∑
n=0

(−1)nB2n(t)
2n!

∞∑
n=0

(−1)nB2n+1(t)
(2n+ 1)!

 =

 cosB(t)
sinB(t)

 ,
et c’est le mouvement brownien sur le cercle unitaire.

Exemple 3.4. (Le pont brownien)
Soit a, b deux constantes. Considérons l’équation linéaire à une dimension

dx(t) = b− x(t)
1− t dt+ dB(t) pour t ∈ [0,1[. (3.52)

Avec la valeur initiale x(0) = a.
On voir que (3.52) est un équations linéaires au sens étroit. Donc la solution fondamentale
correspondante d’après (3.41) est

·
Φ(t) = − 1

1− tΦ(t).

Donc

Φ(t) = exp
− t∫

0

ds
1− s

 = 1− t.

Par conséquent, par (3.39), la solution de l’équation (3.52) est

x(t) = Φ(t)
x0 +

 t∫
0

Φ−1(s) b

1− s ds+
t∫

0

Φ−1(s) dB(s)


= (1− t)
a+ b

t∫
0

ds
(1− s)2 +

t∫
0

dB(s)
(1− s)


= (1− t)a+ bt+ (1− t)

t∫
0

dB(s)
(1− s)
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La solution est appelée le pont brownien de a à b.
C’est un processus gaussien avec moyenne

Ex(t) = (1− t)a+ bt,

et la variance
var(x(t)) = t(1− t).
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Conclusion

L’objet de ce travail a été l’étude de l’existence et l’unicité d’un certains types d’équa-
tions différentielles stochastiques. Une application a été donné pour l’équations différen-
tielles stochastiques linéaires. En plus, la définition d’équation différentielle stochastique
linéaire et leurs différents types ont été données.

Deux exemples d’équations différentielles stochastiques linéaires ont été donnés. Le
premier exemple est un équation dont la solution est le mouvement brownien sur le cercle
unitaire et l’autre exemple est une équation dont la solution est le pont brownien.

Le présent travail peut étendu à l’étude d’autres propriétés d’équations différentielles
stochastiques telle par exemple les équations différentielles stochastiques dans des espaces
de dimension infini.
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