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Introduction

Les problemes des ondes de surface libre est d’une importance notable pour I’étude de
la résistance a I'avancement d’une bateau et donc dans le domaine naval dans 'optimisa-
tion de la forme des coques des bateaux pour avoir une résistance minimale.

L’objectif de ce mémoire est d’étudie 'approximation du probléme de Neuman-Kelvin.
Le probleme est déterminé par un écoulement plan de fluide dans un canal de profondeur
finie avec un obstacle (cylindre) qui flotte sur la surface du fluide. on suppose que I’écoule-
ment est incompressible, irrotationnel, non visqueux, et se déplace a une vitesse uniforme
dans une direction parallele a le profondeur. Le probléme se caractérise par une condi-
tion non linéaire (condition de Bernoulli) sur la surface libre ; de plus la surface libre elle
rencontre 1’obstacle en des points inconnus.

Par ces dispositifs, il est difficile d’établir la solvabilité exacte de ce probleme. Alors,
on suppose que le profil de la surface libre a une perturbation assez petite (assimilable a
une ligne ) de sorte qu’on peut considérer une approximation linéaire de la condition de
Bernoulli sur une frontiere fixe. Par ailleurs, le fluide est supposé avoir une profondeur
finie ou infinie. Le probleme linéairisé est connu comme probleme de Neumann-Kelvin. Le
parametre approprié pour les propriétés des solutions du probleme Neumann-Kelvin est

le nombre F'r de Froude défini par

Fr=—,
vgH

ou C' est la vitesse de I’écoulement par rapport a un repere lié a 'obstacle (voire chapitre

2), H la profondeur de fluide, et g 'accélération de la pesenteur. On dit que le mouvement

5



TABLE DES MATIERES

du cylindre est supercritique si F'r > 1 et sous critique si F'r < 1. Clairement, dans le cas
du fluide de profondeur infinie, I’écoulement est sous critique pour chaque valeur de C'.

Le but du travail actuel est de approximer le probleme pour trouver la solution.

Cette mémoire constitué par une introduction, cinque chapitre, conclusion et biblio-
graphie.

Dans le premier chapitre, on va déduit une rappels de quelques résultats fondamentaux
a I'analyse fonctionnel et complexe.

Dans le deuxieme chapitre, on va poser le probleme qui s’intéresse a 1’étude du pro-
bleme d’un écoulement plan de fluide, puis on va trouver les conditions aux limites
conserne et linéairisé le probleme pour un obstacle mince.

Dans le troisieme chapitre, on va formalisé le probléeme non perturbé (linéairisé) pour
le champ de vitesse et on cherche a la solution du probléeme Neumann-Kelvin.

Depuis, on va considere la régularité de la solution. Dans le cas sous critique on attend
des solutions seulement pour des configurations spéciales des donnés de frontiere, ou pour
des valeurs particulieres de la vitesse C'.

Le quatrieme chapitre, est consacré d’étudier I'existence et I'unicité de la solution. Et
on essaiera de montrer, pour chaque valeur de C' dépendant seulement de la longueur de
la coque et la profondeur de fluide, il existe un sous-espace des données de frontiere ce qui
détermine uniquement les champs de vitesse ce qui sont continus et bornes parout dans
la bande (voir chapitre 3).

Dans la dérnier chapitre, on va résolu notre probleme en utilise la méthode d’éléments
finis en dimension deux pour numériser la solution. Par, on va présenter leur principe,
puis en cherche a la solution approché pour établir la solution exacte, avec supposera

I’éléments sont de la forme de rectangle.




Notation

) : un ouvert de R™.

AU =N 20 . laplacienne de U.

i=1 9z?
__ (90U oU ou \ .
VU—(%,%,,a)graddeU

m : un entier.

0. U :la dérivé de U par rapport a z.

w, : la dérivé de w par rapport a x.

Espaces fonctionnels (concrets)

D(2) = C(R) : I'espace des fonctions indéfinimments différentiable sur € a support
compact.

D'(Q2) : dual de D(Q2) = l'espace des distributions sur €.

S’ : T'espace des distributions tempérées.

4 : désigne la transformée de fourier de wu.

Suppy - support de la fonction .

L*(Q) : Pespace des fonctions puissances 2-ieme sommable sur  pour la mesure dz =
der,. . dvys | llaor= (o |f(@)de).

C* : lespace des fonctions k—fois continues différentiables sur Q, avec k = 0, 2.

H? : I'espace de sobolev défini par : H* = {u € S', (1 + |£>)¥/20(¢) € L?}.

H° H' H™ : espaces de sobolev.

mes(I') : mesure de surface sur T'.

Su labande {(z,y) eR?*: —H <y <0 et— M <z <M}



Chapitre 1

Rappels de quelques résultats fondamentaux

1.1 Rappels sur I'analyse complexe

1.1.1 Les équations de Cauchy-Riemann

Définition 1.1. Soit f une fonction a variable complexe définie sur {2 dans un ouvert de
C. On dit que f est holomorphe en z; (resp. sur ), si elle est dérivable en zy (resp. sur
Soit f une fonction holomorphe sur €). Désignons par U et V les parties réelle et

imaginaire de f. Les équations de Cauchy-Riemann sont les suivantes :

0,U =8,V
0,U = —0,V.

1.1.2 Harmonique conjugué

Soit [a, b] un intervalle de la droite réelle et {2 un domaine de C.

Définition 1.2. On appelle chemin dans €2, toute fonction continue v de [a,b] dans 2.
Les points y(a) et v(b) sont dits I'origine et I'extrémité du chemin -.

Un chemin v dans 2 est fermé si y(a) = v(b).

Définition 1.3. Soit €2 un ouvert de C , vy et v, deux chemins fermés dans ) et définis
sur le méme intervalle [0,1]. On dit que vy est homotope a v; dans 2 s’il existe une

fonction continue ¥ de [0, 1] dans © telle que :

8



1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

1. U(t,0) = yo(t) et W(t,1) = 11(t),Vt € [0,1],
2. U(0,t) =¥(1,t), Vtelo,1].

Si o et y1 sont deux chemins homotopes dans (2, et si v, est constante, on dit que 7, est

homotope a un point dans ).

Définition 1.4. On dit que €2 est simplement connexe si tout chemin fermé tracé sur

) est homotope @ un point.

Soit U une fonction réelle harmonique (AU = 0) dans un ouvert {2, un domaine de R?.

En général, il n’existe pas de fonction f holomorphe dont la partie réelle soit égale a U.

Théoreme 1.1. Toute fonction réelle harmonique U, dans un ouvert simplement connexe

Q, est la partie réelle d’une fonction holomorphe f dans (2.

Définition 1.5. On appelle harmonique conjugué de U la fonction V' telle que

V=Imf

1.2 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espace de Sobolev

Espaces H'(Q), H™()

On adoptera dans ce qui suit les notations suivantes :

Q2 désignera un ouvert de R",

a=(o,...,an),; €N, j=1,2,....n,

un multi indice.




1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

On notera :

9
aZL‘j'

Si T est une distribution, D*T" désignera la dérivée d’ordre |a| = a3 + ...+, de T au

D*=0™ ..., ot 0=

sens des distributions (voir[9]).

Définition 1.6. On note H'(€2) I'espace des distributions identifiables & des fonctions de
L?(Q) dont les dérivées partielles sont identifiables & des fonctions de L?(€2).

On adoptera la notation abrégée suivante :

ou
1 _ 2 2 -
H(Q) = {UGL (Q)/axi € L*(Q), Z—l,...7n}
Plus généralement on introduit les espaces suivants.

Définition 1.7. Pour m, on note :
H™Q) = {u € D(Q)/D*ue L(Q), |a| < m}

Alors pour m = 0, on a H°(2) = L*(Q) et pour m = 1, on retrouve l'espace introduit
dans la définition1.6.
On munit H™(2) du produit scalaire :

.S / Du(z)Doo(a)da, (1.1)
la|<m
et la norme associée a ce produit scalaire est :

o= ( 5 [ 1pratean) 12

la|<m

10



1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

Proposition 1.2. Soit m un entier positif ou nul, alors :
i) H™(R™) C S"(R™).

ii) H™(R™) coincide avec I'espace des distributions tempérées u telles que :
(1+ %)™ 0 € L*(R™),

iii) La norme est coincide & la norme définie par

1/2
e = ( [0+ IEPIMla(@)Rae)

Remarque 1.1. Le résultat ii) de la proposition suggere de définir de nouveaux espaces
contenant comme cas particulier les espaces H™. En effet, méme si la définition, utilise
m entier, elle peut s’étendre a des valeurs non entieres de m. C’est 'objet du paragraphe

suivant. [1]

Espaces H*(R"™)

Définition 1.8. Pour s € R, H*(R"™) est I'espace des distributions u tempérées réelles,

telles que :

(1+ €220 € L*(R™), ¢ e H(R").

On munit H*(R") du produit scalaire :

(wv)s = [ (1+1EP)a(e).0(€)de

et la norme associée est :

1/2
e = ([, 0+ leprlaerac)

11



1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

Remarque 1.2. Pour s = m, 'espace H*(R") coincide d’apres la proposition 1.2 avec
I'espace H™(R™) de la définition 1.7 et les structures préhilbertiennes définies par les

produits scalaires (1.1) et (1.2) sont les mémes.

Théoréme de trace pour H™(R")

On pose
I = {(«,z,) €ER"/z, =0,2/ e R" '} =R"" ",
Pour u € D(R"), on peut définir une application
Yo :u— yu telle que 2 — yu(z') =u(a’,0); (1.3)
Yo ainsi définie est linéaire de D(R™) dans D(R™1).

Théoréme 1.3. i) L’application linéaire ~, définie par (1.3) est continue de D(R™)
muni de la topologie de H'(R™) dans D(R™') muni de la topologie induite par
H1/2(Rn71).

i) Elle se prolonge donc en une application linéaire continue de H'(R™) dans H'/?(R"")

notée encore 7y, qui est surjective.
Remarque 1.3. L’application v, est appelée application trace d’ordre zéro.

Norme équivalente

Théoréme 1.4. Soit 2 un domaine borné a frontiere lipschizienne. Soit I' C 0S) tel que

mes(T) # 0. Pour u € H'(Q) :

1/2
ull gy < const<A|u|2d5+/§2|VU|2d$> :

Ligne de courant : On appelle "ligne de courant" une courbe dont la direction tan-
gente en chacun de ses points est la direction du vecteur vitesse.

Formule de Green :

Théoréme 1.5. Soit €2 un ouvert borné de R™ dont le bord 0f2 = I' est continue, ad-

mettant tout au plus des discontinuités de premiére espéce pour le vecteur tangent (i.e,

12



1. RAPPELS DE QUELQUES RESULTATS FONDAMENTAUX

typiquement des points anguleux). Si u et v sont deux fonctions des variables (x1, ..., x,),

définies de §) a valeurs réelles, appartenant a C'(Q) N C°(Q), on a :

Ou vd)=— [ u v dQ) + wvydl.
Q 0x; Q Ox; a0

Ot v; désigne la composante selon la i-ieme coordonnée x;, du vecteur normal o, extérieur

a louvert €.

Variante de la Formule de Green :

Soit €2 un ouvert borné de R™ dont le bord 02 = I' est continue, admettant tout au
plus des discontinuités de premiére espéce pour le vecteur tangent (i.e, typiquement des
points anguleux). Si u et v sont deux fonctions des variables (1, ..., x,), définies de Q a

valeurs réelles, tels que :
ue C*()NCH Q) et velCHQ)NCQ)

on a alors :

/QAu.de = —/Q?u.?de—i-/a @UdF.

Q Ov

Ou v désigne le vecteur normal extérieur a l'ouvert €2 et g—:j la projection du vecteur

gradient dans la direction de la normal v.

13



Chapitre
Position du probleme

On s’intéresse a 1’étude du probleme d’un écoulement plan de fluide, dans un canal
de profondeur H finie avec un obstacle (cylindre) qui flotte sur la surface du fluide.
L’écoulement se fait de la gauche vers la droite avec une vitesse initiale horizontale C'. Ce
probléeme peut modéliser ’écoulement de ’eau dans une riviere ou un fleuve.

On choisit un repere d’origine lié a l'obstacle; 'axe des abscisses est dirigé suivant
la direction de ’écoulement, la surface calme du fluide (sans obstacle) est alors la droite
{Y =0} et le fond de canal est la droite {Y = —H}.

On suppose que l'obstacle est "mince" dans le sens suivant : la coupe de la "coque” est
décrite par ’équation :

Y = ef(X), (2.1)

oll € > 0 est un petit parametre et f est une fonction de classe C! définie dans un certain
intervalle J, et strictement négative sur un certain sous-intervalle contenu dans J.
La surface libre du fluide est donnée par I’équation Y = h(X) ou h est une fonction

réguliere inconnue définie sur R/[X_, X ] avec X4 € J.

14



2. POSITION DU PROBLEME

Les deux nombres X _ et X, sont les abscisses inconnues des points ou la surface libre

rencontre la coque, de sorte que h(Xy) = ef(Xy) (figurel).

—-H

figurel

On étudie le cas ou la vitesse C' de I’écoulement non perturbé est sous critique (fluvial)

c’est-a-dire :

C < \JgH (2.2)

ou g est 'accélération de la pesenteur.

Comme dans ce type des problemes on travaille souvent dans le plan complexe, pour
la variable Z = X +1Y, et on note par W(Z) = U(X,Y) —iV(X,Y) la fonction complexe
des vitesses de 1’écoulement perturbé (avec 'obstacle), U et V' étant les composantes de
classe C'! du vecteur vitesse.

On suppose que le fluide est incompressible, et irrotationnel. On a :

(dw (g) _ o) s (OxU = 0y V),

U 0
rot | V =10 = (OyU = 0xV),
0 0

donc W est holomorphe.

15



2. POSITION DU PROBLEME

2.1 Equation de Bernoulli

On considere I’équation d’Euler[5]

ow VP

ou P la pression prise sur I'unité de volume, p la masse de I'unité de volume du fluide, et
w la vitesse d’une particule déterminée se déplagant dans I'espace. Cette vitesse doit étre
exprimée en fonction des quantités relatives aux points fixes de ’espace.

On utilise la formule d’analyse vectorielle :
1 2
§V|w| = w xrotw+ (wV)w,

on pourra écrire (2.3) sous la forme :

ow 1 VP
— + VwP—wxrow = ——, 2.4
VMl ; (24)
L’écoulement stationnaire est tel qu’en chaque point de I’espace occupé par le fluide, la
vitesse d’écoulement reste constante au cours du temps. Autrement dit, %—f = 0. L’équation

(2.4) se réduit a présent a 1’égalité :
vr
P

Introduisions la notion de lignes de courant, dont les tangentes indiquent la direction

1
§V|w|2 —w X rotw = (2.5)

du vecteur vitesse au point de tangence a 'instant donné; elles sont déterminées par le

systeme d’équations différentielles :

do_dy _d:
Wy Wy, W,

Dans le cas ou le mouvement du fluide est stationnaire, les lignes de courant restent
invariables dans le temps et coincident avec les trajectoires des particules du fluide.

On multiple I"équation (2.5) par le vecteur unité de la tangente a la ligne de courant
en chacun de ses points; notons ce vecteur .

On sait que la projection du gradient sur une certaine direction est égale a la dérivée
dans cette direction. La projection cherchée de VP est %—?. En ce qui concerne le vecteur
w X rotw, étant normal a la vitesse w, sa projection sur la direction [ est nulle.

De la sorte, on déduit de (2.5) :

16



2. POSITION DU PROBLEME

QM_,_B = 0
al\ 2 o)

|w]?

Il en résulte que la quantité - + % est constante le long d’une ligne de courant :

—— + — = const. (2.6)

La valeur de la constante differe en général d'une ligne de courant a une autre. (2.6) est
I'équation de Bernoulli .

Si I’écoulement du fluide s’effectue dans le champ de pesanteur, il faudra ajouter encore
au second membre de 'équation (2.5) l'accélération de la pesanteur g. Prenons 'axe des
z dans la direction de la pesanteur, les z étant positifs vers le haut. Alors le cosinus de

dz

I'angle entre les directions g et [ est égale a la dérivée —%7, de sorte que la projection de

g sur [ est :

Ceci étant, nous aurons a présent, :

QMjLE—I—z =0
o\ 2 pg -

Ainsi donc, I’équation de Bernoulli stipule que le long d’une ligne de courant reste constante
la somme :
|w|?

pr + P+ pgz = Const. (2.7)

On suppose un fluide incompressible (p constant, d’apres la loi de conservation de la
masse), parfait (sans viscosité), en régime permanent, irrotationnel (et sans transfert de
chaleur).

L’équation traduit en fait la conservation de I’énergie le long d’une ligne de courant :

1. L’équation de Bernoulli a été établie en 1739 par Daniel Bernoulli

17



2. POSITION DU PROBLEME

1 ‘ ‘2 |w|2
€. = —mlw|° = p——
2V P

e est la densité volumique d’énergie cinétique (énergie cinétique par unité de volume, m

étant la masse du volume V' de fluide) ;

m

e, = —0gz = pgz
Vg P9

e, est la densité volumique d’énergie potentielle de gravité ;

1
e, =PV =P

ep est la densité volumique d’énergie élastique.

La loi de conservation s’écrit donc :

e. +e, + e, = const.
On applique ’équation (2.7) & notre probléeme :
| , P
§\W(X, Y)|* 4+ gY + — = const. (2.8)
P

Cette formule est I’équation de Bernoulli sur toutes les lignes de courants.
La pression sur la surface libre est constante. Donc pour la surface libre on obtient la

condition de Bernoulli :

1 P
§|W(X,h(X))]2+gh(X)+;:const, X <X ou X>X,.

18



2. POSITION DU PROBLEME

2.2 Autres conditions aux limites

Comme le fluide ne traverse pas la surface libre :

_>
WH=0 sur {(X,V)eR\Y =nX), si X<X_ ou X>X,}

avec

donc

V(X h(X))=HW(X)U(X,h(X)), pour X <X_  ou X>X,.

De plus, sur la coque, le fluide ne traverse pas la surface mouillée de la coque :

W7 =0 swr {(X,Y)eR\Y =cf(X), si X <X<X,},

avec

donc

V(X ef(X)) = ef (X)U(X,ef (X)), pour X_ <X <X..

19



2. POSITION DU PROBLEME

Nous pouvons maintenant énoncer notre probléme sous la forme suivante :
Probléme : Trouver les deux nombres réels X < 0 et X, > 0, la fonction h € C*'(R)
et la fonction complexe W(Z) = U(X,Y) —iV(X,Y) holomorphe, du probleme suivant :

;]W(X, h(X))|? + gh(X) = constante, X <X_ ou X > X, (2.9)
V(X,h(X))=HWX)UX,h(X)), pour X <X_ ou X>X,, (2.10)
V(X ef(X)) = ef (X)U(X,ef(X)), pour X_ <X <X, (2.11)
V(X,-H)=0, XE€cR, (2.12)

Jim W(Z) =G, (2.13)

Jlim A(X) =0, (2.14)

Condition de continuité :
hMXy) = ef(Xy) (2.15)

Les équations (2.13) et (2.14) représentent la condition que le fluide est non perturbé a
I'infini, et la condition (2.12) montre que le flux ne traverse pas la surface du fond.
On note qu’il n’y a pas des conditions a +oo.

Maintenant nous pouvons linéairiser le probleme.

20



2. POSITION DU PROBLEME

2.3 Linéairisation du probleme

Nous exposons comment, par définition, s’obtiennent formellement les équations et
les conditions aux frontieres du probléme linéaire associés a notre mouvement, appelé
mouvement non perturbé.

Prenons (2.9), nous posons :

1
lim §]W(X, h(X))|> + gh(X) = constante;

X——c0

d’apres (2.13) et (2.14) on a donc
constante = 1C?.

On translate l'origine au centre des deux points X_ et X, de telle sorte, qu’on peut
prendre les valeurs X4 égal a +x ou xg > 0.
De plus, on suppose que, le probléeme a une perturbation assez petite. On présente les

nouvelles fonctions u,v,h par les relations :

UX,Y)=C+Heu(z,y), V(X,Y)=-ev(z,y), h(X)=ch(x). (2.16)

En utilisant (2.16) dans (2.9), on obtient :

2

- _ ~ 1
;’C’ + eu(z, eh(z)) + iev(x, eh(x))| + geh(x) = 502, |z| > xo.

Donc

2

Ceu(x,eh(z)) + % [uQ(x, eh(x)) + v*(z, JL(&:))] + geh(x) =0, |z| > z,

d’ou

u(x, eh(x)) + % lu2(x, eh(x)) + v*(z, JL(JJ))] + %E(m) =0, |z|> .
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2. POSITION DU PROBLEME

Et pour ¢ — 0 on obtient :

u(z,0) + %ﬁ(x) =0, |z|> . (2.17)

En utilisant (2.16) dans (2.10), on obtient :

v(z, eh(z)) = h'(z) [eu(m, eh(z)) + C’], |z| > .
Et pour € — 0 on obtient :
v(z,0) = Ch'(z), |z > xo. (2.18)
On dérive ’équation (2.17) par rapport a z, et on obtient :
Dyu(z,0) + %E/(x) —0, |z|> o, (2.19)

et d’aprés Péquation (2.18) on remplace A/ par Sv(.,0) dans (2.19) ; on obtient alors :

g
Oyu(x,0) + @v(m,O) =0, |z|> .
Maintenant, par I’équation de Cauchy-Riemann d,u = J,v, on obtient la condition :
g
2

dyv(x,0) + C—v(z, 0)=0, |z|]> . (2.20)

En outre, en utilisant (2.16) dans (2.11) on obtient :

v(z,ef () = f'(2)[C + eu(r,ef (z))]
Pour ¢ — 0 on trouve :

v(z,0) =Cf'(x), |z] < x. (2.21)
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2. POSITION DU PROBLEME

En utilisant (2.16) dans (2.12), on a :
v(x,—H) =0, zeR (2.22)
Finalement en utilisant (2.16) dans la condition (2.13), on obtient :

lim w(z,y) —iv(x,y) = 0. (2.23)

T—r—00

Il faut noter que les équations (2.15) n’ont aucun role dans cette linéairisation.
Elles dépendent seulement de la taille et de la position de la coque c’est-a-dire du

parametre inconnu z et de la translation d’origine (aussi inconnue).
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Chapitre 3

Formulation variationnelle et la solution du

probleme Neumann-Kelvin

Pour bien préciser les énoncés des ces problemes, nous avons besoin de certaines défi-
nitions et notations.

On note par Sy la bande {(x,y) € R?: —H <y < 0}; on appelle B=R x {—H} le
fond. Sur la marge supérieure R x {0}, on note par I l'intervalle ouvert | — xg, 29[ x{0}
(représentant 'obstecle) et 'ensemble F' = {R \ [—x¢, zo]} x {0}.

On écrit H'(Sy), I'espace habituel de Sobolev sur le domaine Sy.

On considere le probléme aux limites suivant.

Probleme (P,).

Soit v > +. Trouver la solution v € H'(Sy) vérifié :
o

Av = 0 dans Sy (3.1)

v = F sur [ (3.2)
vy—vv = 0 sur F (3.3)
v = 0 sur B (3.4)

Il est claire que les conditions (3.2)-(3.4) coincident avec (2.20)-(2.22) lorsque F = C'f’
et v = &. De plus si v € H'(Sy) et s'il satisfait (3.1)-(3.4), alors v tend vers zéro
lorsque |z| — 400, d’apres le théoremel.l il existe un unique harmonique conjugué u

qui s’annulle pour + — —o0 et de limite finie pour x+ — +o00. Donc, on obtient un
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

champ de vitesse complexe u + iv satisfaisant (2.23), et sans oscillations pour z — +oo0.
Maintenant, on écrit le Probleme (P,) en formulation variationnelle et en étudiant
quelque propriété a priori de leur solution. On considere le Probleme (P,) et on supposant
F € H'?(I) définie dans (3.2) ; alors il existe vg € H'(Sy) tels que vy = F sur I et vy =0
sur B.
D’apres le théoréme 1.4 on peut munir I'espace H'(Sy) de la norme équivalente sui-

vante :

Hsz:/S |Vv]2dxdy+/B|v\2d:c7 (3.5)
H

associe au produit scalaire :
(v, w), :/ V’Udexdy—i—/ vwdzx. (3.6)
Su B

Le sous-espace H! de H'(Sg) des fonctions s’annulant sur 7 U B; on remarque que la
norme (3.5) se réduit a 'intégrale de Dirichlet dans ce sous-espace.

Soit w € H!, on multiplie (3.1) par w, et en intégrant sur Sy par partie, on trouve :

—/ Vvada:dy+/ vywdr = 0.
Su F

et de (3.3) on a :

— VoVwdzdy + V/ vwdzr = 0.
Su F

on pose v = vy + v ; ’équation ci-dessus s’écrit :

Vo Vwdzdy — 1// nwdr = — Voo Vwdzdy + V/ vowdzx.
F

Su F Su

On note :

A(vy, w) = ; Vo Vwdzdy — V/Fvlwdx,
H
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

et

L(w) = — : Voo Vwdzdy + V/Fvowdx.
H

Forme faible du probléeme (P,). Soient vy € H'(Sg), et v > 1/H, trouvez v; € H} tel

que :
A(vy,w) = L(w), (3.7)

pour chaque w € H.

Maintenant on considere la régularité et les propriétés faibles de la solution de (P,).

Proposition 3.1. Soit v € H'(Sy) la solution de (3.1)-(3.4), et soit v I’harmonique
conjuguée de v. Alors les fonctions u et v sont réguliéres dans Sy en dehors de chaque

voisinage de I, et pour chaque R > 0, on a :

sup  eMfu(z, )| < oo, (3-8)
|z|>R,~H<y<0

tel que A\ est la premiére solution de :
A
tang(AH) = — (3.9)
v

De plus, u(x,y) a des limites finies cx pour x — 400, uniformément en ce qui concerne
ye [_H7 0]
Plus Ioin on suppose F € H®?(I) définie dans (3.2). Alors les fonctions u et v sont

continues et bornées dans la bande fermée. De plus, si la condition :
(0, 0) — u(—0,0) + V/fdx —0 (3.10)
I

se vérifie, alors c, = c_ = ¢y, la fonction u — ¢y appartient & H'(Sy), et u — cy satisfait

(3.8) comme v.

Preuve En général, comme Sy présente des singularités aux +z le Probleme (P,) n’ad-
met pas des solutions régulieres sur Sy, mais les résultats classiques sur les Problemes

elliptiques assurent que les solutions sont de classe C'*° loin des singularités.
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

D’ou la régularité de u et de v en dehors d’un voisinage de I.

Maintenant on consideére la restriction de v au domaine | R, +o00[x] — H, 0[; il est claire
que v est harmonique et de carré sommable dans ce domaine et satisfait les conditions
(3.3) et (3.4) sur F' et B respectivement; en outre, v(R,.) est réguliere et bornée dans
[—H,0]. On peut obtenir un dévelopement en série pour v dans ce domaine.

On utilise la méthode de séparation des variables.

On suppose :

v(z,y) = p(x)(y),

L’équation (3.1) s’écrit :

S ()
o@) o)

De (3.3),(3.4), et (3.11) on obtient le probléme suivant :

= constant, (3.11)

—"(y) = M (y) (3.12)
¥'(0) = v1(0) (3.13)
W(—H) =0 (3.14)

ou A est une constante et ¥ régulier. On ne peut rien affirmer sur le signe de \. Alors on
opére de la maniere suivante :
si A< 0onpose A\ =—12, vy € R,

I'équation différentielle (3.12) s’écrit :

V" (y) — vab(y) =0

sa solution générale s’écrit :

U(y) = Acosh(vy) + Bsinh(vpy), A, B = '
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

les conditions aux frontieres (3.13) et (3.14) donnent le systéme d’inconnues A et B :
Acosh(vgH) — Bsinh(vgH) =0
1yB =vA
Nous aurons une solution non triviale si le déterminant principal de ce systéme est

nul, ce qui entraine :

L tanh(tH). (3.15)

v
On sait que si la condition vH > 1 est satisfaite, cette équation admet les racines 1,0,—1vy

(figure2).

1.5 1

) —2.5 2.5 )

~15 1

figure2

L’espace propre associé a valeur propre —v2 est engendré par la fonction propre :

Uo(y) = —sinh(voH )cosh(vyy) + cosh(voH )sinh(voy)
= sinhlv(y + H)).

De (3.11) on considere I’équation différentielle suivante :

o (&) + o) = 0.




3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

Sa solution générale s’écrit :

o(z) = Ceos(vor) + Dsin(vyz), C,D = C*.

SiA>0onpose \=a? acR,

I'équation différentielle (3.11) s’écrit :

V" (y) + a*(y) =0

Sa solution générale s’écrit :

Y¥(y) = Acos(ay) + Bsin(ay), A,B=C"*
les conditions aux frontieres (3.13) et (3.14) donnent le systeéme d’inconnues A et B :

Acos(aH) — Bsin(aH) =0
aB = vA.

Nous aurons une solution non triviale si le déterminant principal de ce systéme est nul.

Ce qui entraine :

a
—=1 ).
~ = tang(aH)

Nous avons donc une infinité de valeurs propres A,, n € Z (figure3), elles sont racines

de I’équation ci-dessus; on a alors pour chaque valeur de a :

Yn(y) = By[sin(AH)cos(A\ny) + cos(A, H)sin(A\y)],

l/Jn(y) = BnSin[)‘n(y + H)]
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

on note que de (3.9), on a : A, = —X;, k € N. Par suite ¢)_,, appartient au méme

espace vectoriel que v,, n € N.

|

De (3.11) on considere I'équation différentielle suivante :

figure3

" (x) = Ap(z) = 0.

Sa générale s’écrit :

on(7) = Cpcosh(A\,x) + Dysinh(\,x), C,, D, = C**.
Alors, dans |R, +00[x| — H, 0] nous avons les fonctions harmoniques suivantes :

sin(vox)sinhlvy(y + H)|, cos(vox)sinh|vo(y + H)], (3.16)
e rsin A\, (y + H)], n=1,2,... (3.17)

Maintenant, comme v € L*(|R, +o0o[x]| — H,0[), et les fonctions cos, sin, et exp[A,(.)] ne

sont pas de carré sommable, alors la fonction v s’écrit :
+0o0
0= ce " sin[\,(y + H) (3.18)
n=1

Dans | R, +o0o[x]—H, 0], les coefficients ¢,, sont déterminés de maniére unique par v(R,y),y €
[—H,0]. Ainsi, v ~ Ce=% pour des grandes valeurs positives de x, uniformément en ce

qui concerne y.
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

Maintenant, dans | — oo, —R[x]| — H, 0], les fonctions cos, sin, et exp|—\,(.)] ne sont

pas de carré sommable, alors la fonction v s’écrit :

+oo
v=> Ene M sin[ N, (y + H)]

n=1
Dans | — oo, —R[x] — H, 0], ou les coefficients ¢, sont déterminés de maniére unique par
v(R,y),y € [—H,0]. Ainsi, v ~ Ce 1"l au voisinage de —oo, uniformément en ce qui
concerne Y.

Donc la fonction v vérifie (3.8).

Maintenant on suppose que F € H3/2(I) et considére un petit voisinage B du point
(20,0). Alors, l'intersection § = 9% N {y = 0} peut étre considérée comme frontiere
polygonale avec un angle @ = 7 en (xg,0). Maintenant, notre solution v est harmonique

dans ‘B et satisfait sur § les conditions :

v = FeHY*(FNI), sur FNI;
v, = vv€ HY*FNF), sur FNF;

D’apres les résultats connus de la régularité des problemes elliptiques dans les domaines

polygonaux [3],on a :
v(z,y) — ert?sin(6/2) € H*(B), (3.19)

ou ¢ est une constante et r, 6 sont les coordonnées polaires de (z,y) autour du point
(20,0), avec § =0 sur [ et § = 7 sur F.

Evidement une propriété analogue se vérifie dans un voisinage du point (=0, 0). Par
I'évaluation du gradient de v sous la forme (3.19), on vérifie facilement que I’harmonique

conjugué :
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3. FORMULATION VARIATIONNELLE ET LA SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN

ou (Z,7) un point quelconque de Sy, se prolonge en une fonction continue sur la bande
fermée Sp. En particulier, il est significatif de considérer les valeurs u(%z,0).
On note d’abord que |Vu| = |Vuv|, de sorte que Vu € L?*(Sy). De plus, de (3.18) et

d’apres les équations de Cauchy-Riemann, on a :

+00
Uy =V, = Z Cadne T cos[ M (y + H))
n=1

et

+o0o
Uy =V; = — Y cpdne T sin[ N, (y + H))
n=1

On integre les deux équations ci-dessus et on obtient :

+oo
U= e+ Y e cosA(y + H))
n=1

pour x > zp, ol ¢, est une constante. Un développement analogue (avec des différentes
constantes ¢, , ¢,) est vérifie pour x < . Alors, la fonction u a des limites finies ¢4 pour
r — £00, uniformément en y. Nous prouvons maintenant que si (3.14) est vérifie, alors
cy =c_.

On considere le rectangle Qr = {(z,y) € Sy, —R < x < R} et on définit le potentiel
¢ tel que : Vo = (u,v). Alors on a :

Ap =0
Qr
d’apres la formule de Green on a :
O¢
— =0 3.20
/&)QR on ’ (3.20)

ou % désigne la dérivée normale de ¢.
n
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Alors (3.20) s’écrit :

R 9 0 9 e,
/_Raz(x,O)der/_Hai(R’y)der/O afz(—Ra y)dy =0,

/ia¢(x0dx+/ Rydy—l—/ (—R,y)dy = 0;

lorsque R — 400 on a :

d’ou

/Fqbydas +/I¢ydy+ H(cy —c ) =0;
on multiplie par v, en utilisant les deux formules suivantes :

¢y = F sur I,
Gpe V0, = 0 sur F,

on obtient :
—/Fqud:z: + V/I}"dx + Hv(cy —c_) =0,
d’onr
c— —u(—x0,0) + u(xp,0) — cy + V/I]:dx + Hv(cy —c_) =0,
donc
u(zo,0) — u(—x0,0) + I//I]-"dx + (Hv —1)(cy —c) =0, (3.21)

en utilisant la condition v > 1/H et (3.10) on obtient :

cp = c_ = 0.
De plus,
lim vw—cy=0
|x| =400
, et la fonction u — ¢ satisfait (3.8) comme v. O

Remarque 3.1. (3.15) n’admet pas des solutions différentes de zéro pour des écoulements
supercritique. On note que A; dans (3.8) satisfait, 7/H < A\ < 3w/2H pour chaque
v>1/H.
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Chapitre I

Solution du probleme Neumann-Kelvin de

vitesse

D’apres les résultats du chapitre précédent on peut considérer le sous espace suivant :
0
V. ={ve H(Sy): / sinhlvo(y + H)v(z,y)dy =0, pour |z|>xzo};  (4.1)
—H

On peut vérifier que V, est un sous espace fermé de H!(Sy).

En fait, on considere 'opérateur suivant :
0
T: H(Su) — L*(F). (Tw)(©) = [ sinhluo(y+ H)Jw(€,y)dy, &€ F.

D’apres le théoreme 1.3 et comme la fonction intégrale est continue, 'opérateur T est
continue, donc V,(Sy) = T7{0} est fermé.

Nous avons maintenant la proposition suivante :

Proposition 4.1. La forme bilinéaire A(.,.) est coercive sur le sous-espace V.

Preuve Nous avons prouvé la coercivité de A(.,.) sur V..

D’apres (4.1) on a :
0
/ sinh[vy(y + H)v(z,y)dy =0, pour |x| > zo;
—H

on integre par parties, on trouve :

1 0
v(z,0) = cosh(l/ol-])/—H coshlvo(y + H)vy(x,y)dy, pour |x| > xy,
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1 o 2 0 2
e — >
cosh2 (o) (/H |sinh[vy(y + H)]| dy> /41 lvy(z,y)|*dy, pour |z|> xq.

En integrant sur F' et en multipliant par v,

o [ ot 0)fde < s ([ tsintloat-+ Py [ [ ooy,

d’ou

0 0
2g <”</ inh H2d>/ / 2dyd
v [ o 0)Pde < ot ([ Isimbluoty + B0IPdy ) [ [ oy (o) Py,

donc

[o(x,0)* <

v(sinh(2voH ) + 20 H)
4vgcosh?(voH)

l// |v(z,0)Pdz <
F

On utilise (3.15), on obtient :

IVOllZ2(5)-

1 2wy H)
v 2 2 0 Vol
AH | U(x7 y>| dydx - V/}; |'U(I, O)‘ dI Z 5 (1 - SZTLh(ZI/OH)> || /UHLZ(SH)'

Il est claire que le coefficient dans le dernier terme est inférieur strictement a un, pour

chaque vy. O

Maintenant on a le probleme suivant :
Probléme TIT, : soient vy € H'(Sy), (avec vg = F sur I) et v > 1/H.

Trouver v; € H! tel que :

Vo Vwdzdy — 1// vjwdr = — VoyVwdzdy + 1// vowdz, (4.2)
F F

SH SH
pour chaque w € V,.
De la proposition 4.1 et de la discussion du chapitre précédent, nous avons obtenu le

théoréme suivant.

Théoréme 4.2. Le probléme I1, a une solution unique.

Preuve 1l est clair que la forme linéaire L est continue, et que la forme bilinéaire A(.,.)
aussi est continue.D’apres le théoreme de Lax-Milgram on a l'existence et 'unicité de la
solution de probleme II,,.

Notre objectif maintenant est de trouver les conditions sur les données qui garantissent
que la fonction v, obtenu par la résolution de probleme II, , est aussi la solution de

probleme P,,. O
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Dans le reste du chapitre, nous considérons le probleme II, et montrons comment la
solution est liée a I'existence d’un champ de vitesse du probleme non perturbé dans Sy.
Pour commencer, il faut noter que la solution du probleme II, dépend de la fonction

particuliere vy sur le c¢6té droit de (4.2) ; le choix de vy est donné dans le résultat suivant :

Proposition 4.3. Soit v = vy + v1, ot vg € H'(Sy) satisfait vo/; = F et vy € V, est
la solution de probléme II,. Alors, on peut choisir vy tels que v est harmonique pour

x # +x et satisfait aux condition (3.2)-(3.4).

Preuve Soit F € H'/2(R), telle que F/; = F. Alors, il existe une fonction V e H'(Sy)
telle que \7/ {y=0} = F et XN// g = 0; on considere une fonction réguliere iy de support

compact dans | — H, 0] et telle que :

/OH Yo(y)sinhlvy(y + H)]dy = 1.

Maintenant on définit :
i) = Vo) = ([ Pl spsinhlints + 1lds) o)

Il est claire que la fonction vy appartient & H'(Sy) et satisfait aux conditions (3.2) et

(3.4); de plus, on a :

/0 vo(z, y)sinhlvy(y + H)|dy = 0. (4.3)

—H
pour chaque x € R. Alors, la fonction v = vy + v; satisfait les conditions (3.2) et (3.4), et

la condition (4.3) pour |z| > xy. D’autre part on a :

/R (/0 ve(, y)sinh[vo(y + H)]dy) o(x)dx = —/]R (/_OHU(x,y)sinh[Vo(y + H)]dy) o' (z)dx

—H
Vo € D(R), donc la dérivée faible v, satisfait la condition (4.3) pour |z| > .
Soit une fonction test ¢ € D(Sg) telle que :

/ OH (20, y)sinh[voly + H)]dy = 0. (4.4)

On définit w(z,y) = ¢(x,y) pour |z| < ¢ et

w(z,y) = ¢z, y) — K(v) (/_OH o(x, s)sinh[vo(s + H)]ds) sinh[vy(y + H)], pour |z| > zg
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—1
N _ 2 [ sinh(2v9H)
ou K(VO) ="\ 2wH -1

D’apres la condition (4.4), la fonction w est continue; de plus w € V,, car :

sinh(2voH ) .
2VOH .

H

/_OH sinh?[vo(y + H)]dy = 2(

D’apres (4.2) on a :

VoVwdzdy = u/ vwdz,
St F

et comme ¢ =0 sur /' on a :

0

Z//Fvwdx = _I/K(yo)sinh(l/oH)/FU(JI,O)</

—H

o(x, s)sinhlvy(s + H)]ds) dr. (4.5)
D’autre part :

; VoVwdzdy = ; VoVpdzdy — K(vp)

x /S I, G y)V{ ( / " oz, s)sinhlvo(s + H)]ds) sinh[vo(y + H)] }dxdy,

—H

et comme v, satisfait la condition (4.3) :

VoVwdzdy = / VoVedrdy — K (1)
SH SH

-H

X /F (/0 o(x, s)sinh[vy(s + H)]ds) /OH vy (z, y)vocoshlvy(y + H)|dydz.

On integre par parties

VoVwdzdy = VoVepdrdy — K (vo)vocosh(voH)
SH SH

/F </_0H o(x, s)sinhlv(s + H)]ds)v(w, 0)dx. (4.6)

X

En comparant (4.5) et (4.6) et en rappelant (3.15) , on obtient :
VoVedzdy = 0, (4.7)
Su
pour chaque fonction test ¢ satisfaisant (4.4). En particulier, cela est vrai pour toutes les
fonctions ¢ a support qui ne coupent pas les segments x = £z, dans Sy.

Donc v est harmonique dans la région Sy N {x # £x¢}.
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Nous avons encore a vérifier la condition (3.3). On construit maintenant la fonction
v € D(R?) a support contenu dans la région {|z| > xo} N {y > —H} et suppy N F # .
Il existe une fonction 1 € D(R?) telle que @Z/F £ 0, @Z/{Ix\gzo} =0 et QZ/B = 0; on

considere la fonction réguliere 120 de support compact dans | — H, 4+00[ et telle que :

[ Botwysinblooly + H)ldy = 1.
Maintenant on définit :

oa9) = 0o = [ T sintin(s-+ s |,
de (4.2) on a -

VoVydrdy = I// vipdz,
Si F

en utilisant la formule de Green :

ov
—bdx — Adrdy = d
JE S

comme la fonction v est harmonique dans la région Sy N {|z| > 20}, on a (3.3). O

Remarque 4.1. La fonction v définie dans la proposition précédente ne dépend pas du
choix particulier de la fonction vy, elle satisfait (4.3) et les conditions de frontiere (3.2) et
(3.4) ; pour prendre v, satisfaisant les mémes conditions, en plagant ¥; pour la solution

correspondante de (4.2), on défini v = vy 4 v;. Alors v — v € V, et
/ V(v — 0)Vwdzdy = 1// (v —V)wdx =0 (4.8)
SH F

pour chaque w € V.. Particuliérement, si w = v — ¥ et comme A(.,.) est coercive, on a
v =1.

On peut aussi obtenir des informations plus détaillées sur la fonction v.

Théoréme 4.4. Soit v donnée par la proposition 4.3 ; alors, il existe des constantes réelles

A et A_, telles que

Av =[N\ 0(x —xg) + A\_d(x + mo)|sinh[vo(y + H)]. (4.9)
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

De plus, v est déterminée de maniére unique par les conditions (3.2)-(3.4) et (4.9), et les

relations suivantes sont vérifiées :

Ap— A o .
%sm(uoxo) = C(w) /_xo [vy(z,0) — vF(z)]sin(vox)de, (4.10)

et
cos(vzo) = C(1vp) /xo [vy(z,0) — vF(2)]cos(vyz)dx, (4.11)

—x0

Ay + A

ou
vosinh(voH)

sinh(voH)cosh(voH) — voH

C(Vo) ==
Preuve On montre d’abord que

0
; VoVedrdy = =\ / . sinh[vy(y + H)|p(zo, y)dy, (4.12)

pour chaque ¢ € D(Sy) de support contenu dans la demi-bande Sy N {z > —z¢}; il est
clair qu’on a une relation analogue dans la demi-bande Sy N {z > —x¢}.

On considére une fonction réguliere 7y de support dans Sy N {x > —xy} et telle que :

/_OH sinh[vo(y + H)|no(zo, y)dy = 1.

Alors pour chaque ¢ € D(Sy), la fonction

oolisy) = ol 9) = mowy) [ sinhlios + H)l(a, 5)ds

appartient a D(Sy) et satisfait la condition (4.4). Donc, comme dans la preuve de la

proposition 4.3 on a :

VuVpedrdy = 0;
Su

0
- VoVpdrdy = </SH VvVnodxdy> /4{ sinhlvy(s + H)]p(xo, s)ds.

Maintenant, d’apres 'équation (4.12) on pose Ay = — [5, VoViydrdy. De (4.9) on a v

continue aux points (£xg,y) et
lir%[vx(i:co +6,y) — v(E£x0 — €,9)] = Arsinh[vo(y + H)]. (4.13)
€E—

On note par Qg le domaine | —xq, o[ x| — H, 0] et on considere les fonctions harmoniques :

vi(z,y) = sin(vox)sinh[vy(y + H)|, vo(z,y) = cos(voz)sinh|vy(y + H)).
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

Donc, on a

/ (vVAv; — v;Av)dxdy =0, i=1,2,

0

et d’apres la formule de Green on a

(%Z- 81) . -
/86;)0 (v o vian>da =0, i=1,2, (4.14)

ou n est la normale externe a ()y. et do est la mesure de la longueur.

On utilise (3.2) et (3.4) :

zo [ Qv ov 0 ov; ov
/xo (83/]:_ Ui@y) (x,0)dz + /41 (v o Ui@x) (x0,y)dy

Pour i =1,

de (4.15) on a

/IO (VOCOSh(VOH)]:(ZL‘) - gZ(m, O)Sinh(VOH)> sin(vpz)dz

—x0

- f_OH <v(x0, y)vocos(voxg)sinh[vy(y + H)| — sin(voxo)sinh|[vy(y + H)]%(mo, y)) dy

+ /2 (U(—ZITO, y)vocos(voxo)sinhlv(y+H)|—sin(—vowo)sinh[vy(y+H)] 52 (— o, y)) dy
= 0.

De (4.3) on a
/9;00 (yocosh(yoH)}_(fL") — gZ((E,O)Sinh(VOH))Sin(yox)d;p

- %y (sin(onan)sintlonty-+ )13 an,9) )

e (sz‘n<—mo>smhwy )2 (<o, y>) ay
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

on peut écrire I’équation ci-dessous :

/xo <uocosh(1/0H)]:(m) - gZ(a:, O)Sinh(VQH)>sin(yox)dx

_ 0 (Ov
— 11_{% » (8:15(% — €,y)sin[vy(zo — €)]sinh[vy(y + H)])dy
0

—lim <g;(—$o + €, y)sin[vg(—zo + €)]sinh[vy(y + H)]) dy.

e—=0./_Hg

De (4.13) on a

/ " (uocosh(yoH)}"(:c) -

—x0

g;}(m, O)sinh(VOH)> sin(vox)dx

= (A_ — Ay)sin(voxo) /_OH sinh*[vo(y + H)]dy,

et de (3.15) on obtient

sinh(voH) /

) 8@/

<8v<x 0) —vF(x )) sin(vpx)dr = (Ap — A_)sin(voxo) /OH sinh?[vo(y + H))dy;
et comme

0 1
/ sinh*[vy(y + H)|dy = Q—(Sinh(l/oH)cosh(VoH) —1H),
—H

140

AL —A0) . B vosinh(voH) ov ,
fsm(uoxo) B <3inh(V0H)cosh(yoH) - VOH)> /—a:g <8y (2,0) - vF(z ))sm(yo:z:)dx.
Pour i = 2,

de (4.15) on a

/x:o (VOCOSh(VOH)JT"( ) — gy(x O)Slnh(l/oH)>COS(1/0:L')dl‘
+/ ( — v(zo, y)vosin(vozo)sinhlvy(y + H)| — cos(voxo)sinh|vo(y + H>]§Z(%’ y))dy

—l—/ < —x0, Y)Vosin(voxg)sinhlvy(y + H)| — cos(vyzg)sinh|vy(y + H)]g;(—]fg, y))dy =0

41



4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

De (4.3) on a
0= /f:o (Vgcosh(l/oH)}"(x) - g;(x, O)smh(l/oH)>cos(uox)dx
_ /DH (cos(uoxo)sinh[l/o(y + H)]g;(xo, y)) dy

0 ov
- inh )22 (—, ) | dy;
/_H (cos(z/gxo)sm (vo(y + )]8:(:( T y)) Yy
on peut écrire I’équation ci-dessous :

_ ZU(IL’, O)Smh(uoH)> cos(vox)dx

/xo (Vocosh(yoH)f(:c) "

—x0

= lim ’ (C%(:L’O — €, y)cos[vy(xo — €)]sinh[vy(y + H)])dy

e—0J_g \ Ox

0 (0
+ lim (U(—xo + €, y)cos[vo(—xo + €)]sinh|vy(y + H)]) dy.
e—0J_g \ Oz

De (4.13) on a

— g:(:c, O)sinh(uoH)> cos(vozx)dx

= —(\ + A Jeos(ao) [ OH sinh[vo(y + H)dy,

/ " <u0cosh(u0H)f(x)

—x0

et de (3.15) on obtient

sinh(voH) /EO <8U(:c, 0) — yf(:c)) cos(vpx)dr = (A + Ay)cos(voxg) /OH sinh?[vo(y + H)]dy,

—x0 3y _
et comme
0 1
/ sinh*[vo(y + H)]dy = g(smh(l/oH)cosh(VoH) —1H),
_H 0
on a
(A= +Ap) B vosinh(voH) /IO dv
— cos(vprg) = sinh o) cosh (o) —20D) ) Jso ay(z, 0) — vF(x) |cos(vox)dz.

Finalement, pour n’importe quelle fonction v satisfait (4.9) et on a

: wAvdrdy = X, / sinhlvo(y + H)w(zo, y)dy + A— /sinh[yo(y + H)|w(—z0,y)dy =0
H

pour chaque w € V,.
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

Unicité.

Soit v satisfaisant (3.2)-(3.4) et

AT = | Apd(z — 20) + A_d(x + 20) | sinh[ve(y + H)],

(Ax sont constantes réelles).

La différence v — v satisfait (4.8) et comme A(.,.) est coercive, on a v = . O

Remarque 4.2. On peut facilement vérifier pour, la fonction :

w(z,y) = v(x,y) — )I:)FQ(:B — xg)sin[vy(z — xo)|sinh|vy(y + H)]
+ A—_Q(—(x + x9))sin[vy(z + xo)]sinh|vo(y + H)J, (4.16)

40

avec 0 la fonction caractéristique de ]0,+oo[, est localement dans H!, et résoudre le
probleme (3.1)-(3.4). Par conséquent, la fonction harmonique w satisfait, dans le voisinage
de I, les mémes propriétés de régularité indiquées dans la proposition 3.1 pour la solution
dans H' (en général, il est clair que w ne disparait pas a U'infini). Par ces propriétés et par
(4.16), on conclut que pour F € H*?2(I) dans (3.2), la trace sur la coque de la dérivée v,
est une fonction bien définie et intégrable. On remarque que, en général, v,/ n’est pas de
carrée intégrable, a couse des singularités aux points finaux de la coque (voir la formule
(3.23)).

De (4.10) et (4.11) on a une condition suffisante pour l'existence d’une solution du
probleme (P,), c’est que vyzg soit différent de nm et (n + )7 (n nombre entier) sinon
les intégrales des co6tés droits de ces équations disparaissent. On remarque que ces deux
conditions se réduisent a une asi on suppose que F est une fonction symétrique ou anti-
symétrique.

Dans ces cas Ay = A_ ou A = —A_ et l'intégrale du coté droit de (4.10) ou (4.11)
disparait.

On présente les fonctions vg et v. de la fagon suivante :

v, satisfait les conditions aux limites (3.2)-(3.4) avec F(z) = sin(vyz), et 'équation
(4.9) avec Ay = —A_ = A, (A une constante réelle). De méme, v, satisfait les conditions

aux limites (3.2)-(3.4) avec F(x) = cos(vpz), et 'équation (4.9) avec Ay = A_ = A, (A,

43



4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

une constante réelle). On note que, pour z, fixe et H fixe, As et A\, dépendent seulement

de vy. Alors, on a :

Théoréme 4.5. Soit v > 1/H. vy la solution de I’équation (3.19) est différente de nw/x
et (n+ 3)m/x¢ (n nombre entier positif). Alors, le probléme (P,) a une solution unique
dans H'(Sy) si et seulement si F satisfait les relations suivantes :

/xo [Oyvs(x,0) — vsin(vox)|F(x)de = 0, (4.17)

—x

/xo [0yve(x,0) — veos(vpx)| F(x)de = 0. (4.18)

—x0

Preuve On prend v satisfaisant (3.2)-(3.4) et (4.9); en rappelant que v, vy et v, sont

continus dans S et satisfont la condition (4.5).

Donc
| ovav, = [ Dao,y) = Ae(—o, y)]sinhlo(y + H)] =0,
SH SH
et aussi
/ v Av = / vAv, = / v.Av =0,
SH Su SH
d’ou
/ (vAvs — vsAv)dedy = / (vAv, — v.Av)dxdy = 0.
SH SH

On applique la formule de Green sur le domaine Qr =| — R, R[x] — H,0[(R > x() et on
obtient :

ov, ov 0v, ov B
/8QR <v B vsan>da = /8QR (U o vcan>d0 =0,

ol n est la normale externe a Qg et do est la mesure de la longueur.

Lorsque R — +o00, on a :
ov ov ov ov
V— — Yg— dx:/ V—= — v,— |dz =0,
/{y=0} ( dy 3y> {y=0} ( dy 0y>

/xo (F(x)0yvs(z,0) — sin(vox)vy(z,0))dr = 0, (4.19)

—x0

d’ou
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et
/xo (F(x)0yve(z,0) — cos(vox)vy(z,0))dr = 0. (4.20)

—x0

En utilisant (4.19) et (4.20) dans (4.10) et (4.11) respectivement on obtient :

A — A @
+Tsz’n(uoazo) = C’(l/g)/ ’ [0yvs(z,0) — vsin(vyx)| F(z)dx, (4.21)
o
et
Ay + A @
Lcos(uoaco) = C’(VO)/ ' [0yve(x, 0) — veos(vpx) | F(x)de. (4.22)
w0
Maintenant, nous avons A = A_ = 0 si et seulement si (4.17) et (4.18) se vérifient, dans
ce cas, v est harmonique dans Sy et résout le probleme P,. O

D’aprés le théoréme 4.5, Péquation (3.19) et la relation v = g/C?, on a l'existence et

I'unicité du probleme P, pour toutes les valeurs de la vitesse sous-critique C', sauf pour

1/2
C, = (29x°th<m}[>> Con=1,2,... (4.23)

nm 2x0

les valeurs

En particulier, on veut déterminer la classe des f (cylindre) corespondant aux données
F.

C’est une tache difficile, puisque les expressions explicites de v. et de v, ne sont pas
connues pour les valeurs de 1. Mais on peut connaitre explicitement la fonction v, si
et seulement si vy = nw/xrg, n = 1,2,...; la méme chose est vraie pour v, si vy =
(n—1/2)1/xg, n=12,...

En fait, on a le résultat suivant :

Proposition 4.6. Si vy =nn/zy, n=1,2,...; alors :
— L _sin(vyx)sinhlvy(y + H)] ,si |z| <z
’Us(x7y) _ Sh(l/oH) ( 0 ) [ O(y )] ’ ‘ = 40 (424)
0 si|z| > xo.
sivg=(n—1/2)r/xg, n=1,2,...; alors :
—L _—cos(vyx)sinh[vy(y + H)] ,si |z| <
Uc(m,y> _ SZnh(VoH) ( 0 ) [ 0<y )] ‘ | = 40 (425)

0 si|z] > x.
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4. SOLUTION DU PROBLEME NEUMANN-KELVIN DE VITESSE

On a :
B o ynt nw/xo
A= Aln) = (=) sinh(nmH/xq)’ (426)
A= Adn) = (—1yr 2T (4.27)

sinh((n — 1/2)7H/xo)

Preuve On voit que les deux fonctions (4.24) et (4.25) sont harmonique, continues et
appartient & H'(Sg); de plus elles satisfont les conditions aux limites et la condition

(3.14). La proposition se vérifie par la propriété d’unicitéé du théoreme 4.4. O
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Chapitre

Résolution numeérique par la méthode d’

cléments finis en dimension deux

Dans ce chapitre, nous présentons le principe de la méthode des éléments finis : chercher
la solution d’un probléme variationnel approché résolu dans un espace de dimension finie.
Puis, nous décrivons la méthode en dimension deux; ces éléments sont ici supposés de

forme rectangulaire.

5.1 Introduction

5.1.1 Principe de la méthode
La stratégie utilisée

Reprenons le probleme variationnel général suivant : trouver v; € V' tel que pour tout
w €V on ait :

A(vy,w) = L(w), (5.1)

ou V est un espace de Hilbert, L une forme linéaire continue sur V et A une forme
bilinéaire, continue et V-elliptique, de sorte que, d’apres le théoreme de Lax-Milgram,
nous savons que ce probleme admet une unique solution, notée v, dans l'espace V. L’idée
de base consiste a résoudre ce probléeme variationnel, non pas dans I’espace V' tout entier

(ce qui n’est pas abordable en général), mais dans un sous-espace de dimension finie, noté
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Vi, de V' (h est un parametre strictement positif destiné a tendre vers 0) < approchant >
I'espace V' en un sens a définir : c’est le principe de la " méthode de  Galerkin ".
Pourquoi V}, de dimension finie ? Pour n’avoir qu'un nombre fini d’inconnues (ou " degrés
de liberté ") a évaluer (qui seront les composantes de la solution approchée dans une
base de l'espace V},) et qu’on pourra calculer facilement en résolvant un systéme linéaire.

D’un point de vue théorique, il est nécessaire que ce nombre de degrés de liberté puisse
étre aussi grand que possible, de maniere a approcher la solution exacte de maniere la
plus précise possible. Autrement dit, on souhaite que la dimension, notée Nr de 'espace
V), tende vers +o0o quand h tend vers 0 (par exemple, Ny est inversement proportionnel

a h). Plus précisément, nous ferons les hypotheses sur les espaces V}, :

Définition 5.1. On dit que les espaces V},, h > 0, forment une approximation interne ou

d’approximation conforme de V si :

1. pour tout h > 0,V, CV

2. pour tout w € V, il existe w™ €V,  tel que
|w —w™||y — 0, quand h — 0.

D’un point de vue pratique, il est également souhaitable que cet espace V), soit facile a
construire : on pourra choisir un espace formé de fonctions propres de 'opérateur associé
a la forme A (dans ce cas, le systéme linéaire est particulierement simple & résoudre car la
matrice est diagonale), ou de polynémes, ou de fonctions polynomiales par morceaux, etc.
Un autre souci important dans le choix de cet espace est celui du stockage sur ordinateur
de la matrice du systéme linéaire : plus la matrice est "creuse' (i.e. comporte beaucoup

d’éléments nuls), moins elle occupe de place mémoire.

Résolution du probleme variationnel approché

Le choix de ces espaces V}, étant fait, on se propose de résoudre le probleme variationnel

approché suivant : trouver vgh) € V,, tel que pour tout w™ €V}, on ait :

A" w®y = L(w®). (5.2)
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Introduisons I'espace variationnel discret V, défini par :
Vi ={w™ eV, w™ =0 sur IUB}, (5.3)
ou

Vi ={w" € C°(Syu), tel que pour tout ke {l,...,T} on ait: wy;)k c Q')
(5.4)

Proposition 5.1. Soit V' un espace de Hilbert et V}, un sous-espace de dimension finie
de V. On suppose la forme linéaire L continue sur V', la forme bilinéaire A continue et V-
elliptique, de sorte que le probléme variationnel 5.1 admette une unique solution vy € V.
Le probleme variationnel approché 5.2 admet aussi une unique solution v%h) dans V), et

. .\ . . h
on a par ailleurs une premiére estimation de I'erreur entre v, et vg ) sous la forme

ey, < M ™
[or — 0" [lv < aw(}glefvhﬂvl w™ v (5.5)

Preuve [2]

Remarque 5.1. L’estimation 5.5 ne répond que partiellement a la quation. En fait, ne
connaissant pas vy, il parait a priori dificile d’évaluer la distance de v; a Vj (ce qui
correspond, a un coefficient multiplicatif prés au membre de droite de 5.5). En fait, il suffit
de savoir évaluer une quantité du type |Jv; — w™ ||y, pour un choix particulier d’élément

. . h : (14
h) | pour avoir une estimation de I'erreur ||v; — vg )HV . en pratique, cet élément sera

w'
un "interpolé" de v; (en un sens que nous préciserons plus loin), et on montrera que cette

erreur est d’ordre h*, oll k est un entier directement lié au choix d’espace d’approximation.

Calcul effectif de la solution approchée

Précisons maintenant la calcul effectif de cette solution approchée v§h). L’espace V},

étant de dimension finie Ny dépend de h, il admet une base, notée (Xi,..., X, ). On
cherche alors vgh) sous forme d'une combinaison linéaire des éléments de cette base, i.e.

sous la forme :
Np
o = 300X, (5.6)
i=1

On a alors le résultat suivant :
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Proposition 5.2. La fonction vgh) =>" vii)X,- de V}, est solution du probléme varia-
tionnel approchée 5.2 si et seulement le vecteur X € RNT de composantes (v?))lgiSNT est

solution du systeme linéaire suivant :

AX =B, (5.7)
ot A est la matrice de taille N7 x Np, d’éléments
A =AX;, X:), (i,7) €1, Nr] x [1, Nr], (5.8)
et ot B est le vecteur de dimension Ny de composantes :
B; = L(X;). (5.9)

Par ailleurs, la matrice A est définie positive et le systéme linéaire 5.7 admet une unique

solution.

Preuve [2] O

5.1.2 Notation

L’idée consiste & recouvrir le domaine Sy ) par des éléments T, k € {1,...,Nr}
de petite taille (destinée a tendre vers 0) et de forme simple : ce seront essentiellement
des rectangles. On note : 7, 'ensemble de tous les éléments Ty, k € {1,..., Nr}, ainsi

formés ; h est défini par exemple par :

h= max h(T}y),

ke{l,...Nt}
ou h(Ty) désigne la diametre de T, (i.e. la distance maximale entre deux points quelconques

de Ty); Ty s’appelle une " triangulation ". On considére une famille de triangulations
indexée par h et notée (7). La condition h — 0 signifie que tous les éléments T}, ont
un diametre qui tend vers 0.

On note par :Sy s la bande {(z,y) e R?: —H <y <0 et— M <z < M}, avec M
un élément assez grand a xq.([—xo, xo] C [—-M, M]).

Et on écrit d’autre part, H!(Sga) = {w € H'(Sgy)/ w =0 sur IU B} avec
B=Rx{—H} et I =] — g, x0[x{0}.

Ces éléments doivent satisfaire un certain nombre de contraintes énoncées ci-dessous.
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Définition 5.2. Nous dirons que la triangulation est admissible si :

1. L’intersection entre deux éléments quelconques T}, et T} est soit vide, soit réduite

a un point, soit un coté tout entier (de Ty et de Tj/) ;
2. Tous les < coins > de I U B sont des sommets d’éléments de Ty, ;
3. Inverssement, soit Sy = UkN:TlTk ; tous les coins de Sy s sont des points de /U B ;

4. Les éléments ne sont pas dégénérés, i.e. ils sont d’aire non nulle.

Pour simplifier, nous supposerons que Sy = Sy s ; cette condition signifie en particulier
que Sy est un domaine de frontiere polygonale.
Pour la convergence de la méthode, nous supposons également que :

T,
3C > 0,Yh > 0, sup M(Ts)
TL€Th p<Tk)

<C,

ou p(T}) désigne le diametre du (plus grand) cercle inscrit dans 1’élément 7.

5.2 Eléments finis rectangulaires

5.2.1 Le maillage

Soit Q =] — M, M[x] — H,0[, avec | — o, xo[C] — M, M[. On choisé¢ h de tel sorte
posons r_;, = —xg et x;, = o sont des sommets de la subdivision.On souhaite résoudre
de maniere approchée notre probléme qui écrit sous la forme variationnelle (3.7) (le cha-
pitre3). Désignant par (x;,y;) les coordonnées dans le plan telsque : z; = thy €] — M, M|
et y; = jhy €] — H,0[ avec (i = —Ny, Ny et j =0, Na, on not : Ny = hM1+1 et Ny = %+1
et yo = —H, on commence par recouverir () par Ny = 2N;N,) petits rectangles R,
(k=1,..., Npr) de taille hy est un subdivision sur l’axe absice x et hy est un subdivision
sur y; pour simplifier,on note h = maz(hy, hs). Remarquons que ces rectangles sont de
cotés paralleles aux axes de coordonnées. On note ¢, i€ {1,..., (2N, +2)(Ny+2)} les
points du maillage ainsi défini, i.e. les sommets de tous les rectangles de la triangulation.

On désigne par Ny = (2N; + 2)(N2 + 2) le nombre total de ces sommets et par Ny
le nombre de sommets de la frontieres I U B. Par analogie, on notera N; = Ny — Ny le

nombre de sommets interne : ce sont ceux qui ne sont pas situés sur la frontiere I' = TUB.
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5.2.2 L’espace variationnel discret

On note Q! 'espace vectoriel des polyndmes qui sont de degré inférieur ou égal & un
par rapport a chacune des deux variables x et y ; cet espace admet pour base les polyndémes
1,z,y,xy. Remarquons qu’il est engendré par les produits tensoriels de fonctions affines
en  par des fonctions affines en y (i.e. Q' = Vect(P' @ P')). Ce qui cénifie que : il existe

des scalaires a, b, ¢, d , tels que pour tout z = (z,y) € Ry, on ait :

ar+b=0,
cy+d=0,
ar + by + cry + d = 0.

Appliquation a notre probléeme

On va appliqué la méthode a notre probleme, pour calculer la solution approchée.

Le probleme variationnelle est de la forme :
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A(vy,w) = /QVmedxdy — V/Fl)lwdl’,

et

L(w) = —/ Vg Vwdzdy + 1// vowdzx.
Q F

L’espace V;, C V étant de dimension finie Nr, il admet une base, notée {X;}cicn, =
(X1,...,Xn,). On cherche alors vgh) sous la forme d’une combinaison linéaire des éléments
de cette base (UY) et w sont des scalaires), i.e. sous la forme :
Np
vgh) = ngi)Xi

=1

D’autre part, pour tout w™ € Vj, :
Nr
wh — Zw(Z)Xi
i=1

En effet, on a :

A(vy,w) = L(w)

Ainsi de suite, on va remplacer les scalaires dans A et L,

Np Nr Nr
A(Z vlz)Xi7 Z w(J)Xj) - L(Z w(J)Xj)
i=1 j=1 j=1
Nr N Nr
Z w(J)A(Z UE%)X“ X;) = Z w(])L(Xj)
j=1 i=1 j=1

Np
A vX;, X)) = L(X)), 1<5< Ny

=1

Nr
> o A(Xi, X)) = L(X;), 1<) <Ny
=1

Avec

Ay = A(Xi, X;), et Bj=L(X;), 1<j<Np
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en remplacon par les fonctions de base, on trouve :
A(X;, X)) = / VX (2)VX,(x)dody — v / X;(2) Xi(x)dw,
Q F

L(X;) = — /Q VooV X;(z)dedy + v /F vo X (x)d.

5.2.3 Calcul de la solution discréte

Ce paragraphe précise le calcul effectif de la solution vgh) du probléeme variationnel
discret 5.2. ou V}, est I'espace décrit dans le corollaire (on en connait donc précisément
la dimension ainsi quune base). Par commodité d’écriture, nous supposerons que les
indices des sommets internes du maillage sont les premiers indices, i.e. ceux de 1 a N;.

h) (h) (1)

On cherche vg sous la forme v’ = Z;V:il v%j)Xj; les composantes vy ,...,v%Ni) de vgh)

sont alors solutions du systeme linéaire (5.7.) — (5.9.), avec ici : Ny = Nj, systéme qui est
inversible puisque la matrice A est déféinie positive. Pour connaitre v%h), il suffit donc de

calculer la matrice A et le second membre B de ce systéeme. On a : soit x = (x,y)

Nr
Ay = /Q VX,V Xidody — v /F X.X;](2)da = kzzlei,j(Rk),

avec
ARy = [ VX;(2).VX(2)dady — v / 1X.X,](2)do (5.10)
Ry, F
Nt
B, = —/QVUOVXj(x)dxdy + u/ v X;(2)dz =Y Bi(Ry),
F k=1
avec
B;(Ry) = — | Vv VX;(x)drdy + V/ v X (x)dz (5.11)
Ry F

Cette écriteure montre que le calcul des coefficients de la matrice et du second membre
se ramene a une somme de contributions élémentaires (A; ;(Ry) et B;(Ry)) sur chacun
des rectangles formant la triangulation. On remarque par ailleurs que le support de la
fonction X; est inclus dans la réunion des quatre rectangles entourant le sommet ¢”.En
conséquence, pour un rectangle Ry, donné, n’interviennent dans le calcul effectif de A; ;(Ry)
que les indices i et j associés & des sommets ¢ et ¢ du rectangle R;, (la contribution
sur Ry, étant nulle dans le cas contraire, i.e. si I'un au moins des points ¢? ou ¢¥) n’est

pas sommet du rectangle Ry considéré). Cette constatation vaut aussi pour le calcul du
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second membre. On est donc ramené a un calcul local, i.e. sur chacun des rectangles de la
triangulation ; ¢’est ce que nous allons faire dans le paragraphe suivant. Ce calcul étant fait,
il suffit ensuite de sommer les contributions élémentaires sur chacun des rectangles pour
en déduire I'expression de la matrice A (et du second membre B); cette derniére étape
s’appelle usuellement étape d’assemblage. Précisons maintenant le calcul sur un rectangle
élémentaire et pour cela explicitons le calcul des fonctions de base sur un rectangle Rj.

Pour calculer les A; ; et B; on a besoin de définie une base X;, X;

Le but de la proposition qui suit est de définir une base de 1’espace V7, et de donnner

les degrée de liberté des fonctions de cet espace.

Proposition 5.3. 1. Les fonctions de V', sont entiérement déterminées par les valeurs

qu’elles prennent en chacun des N, sommets ¢ du maillage.

2. La dimension de l'espace V), est Ny = (2N; + 2)(Ny + 2) et une base est formée des

N, fonctions X; suivantes :

— . 1 si 1=y
Xi € Vp, Xi(q(”)) =0y = ) g
0 sinon.

(5.12)

Ces fonctions sont appelées < fonctions chapeaux > (en raison de leur graphe; cf.figurel ),
et on a:

N, .
Yo eV, w = Zw(h)(q(’))Xi. (5.13)
i=1

Les scalaires w™ (q®) (i € {1,..., N,}) sont les degrés de liberté de la fonction w™) € V.
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figurel : Support de la fonction chapeau associée au sommet d’indice 1 ;

3. Vi, € HY(Q) et pour toute fonction w'™ € V), on a au sens des distributions :

ow (r) Nt 0 (h)

= o— (W s
8a:i k=1 XRk 83:1 ( /RZ)

(5.14)

ou xpy désigne la fonction indicatrice de I'intérieur, noté Ry, du rectangle Ry (ie. la

fonction vaut 1 sur Ry, et 0 ailleurs).

Preuve Montrons le premier point. Soit w® € V), et R; un rectangle quelconque de
sommets AMAPABG A® de la triangulation. Montrons que la restriction de w™ & ce
rectangle est entierement déterminée par les valeurs que prend w® aux quatre sommets
AW € {1,...,4}. Notons (z,4?) les coordonnées de A®). Par définition de I’espace
V5 , il existe quatre scalaires a, 3,7 et d tels que, pour tout point z = (z,y) € Ry, on
ait :
w(2) = a+ plz —2W) + vy —yP) + 6(z — 2W)(y — y ).

Le probléme revient donc a identifier les quatres coefficients «a, 3,7 et § en fonction des
valeurs prises par w aux quatre sommets du rectangle, soit & résoudre le systéme linéaire

suivant (puisque hy = 2 — 20 = 26 — 2y = B — 9O = 4@ V) cf Figure2) :

a = wh(AW),

a+Bh = w"(A®),

a +yhy = w(AW),

o + Bhy + vhy + 0hihy = w™(A®),

4op)
AW AB)
Ry,
A A®@)
0 L1

Figure2 :Un rectangle quelconque du maillage
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Or il ’agit I'un systéme triangulaire dont le déterminant vaut : (hyhs)? # 0. Ce systéme
est donc inversible, ce qui termine le premier point.

D’aprés ce qui précede, le nombre de degré de liberté des fonctions de l'espace V), est
égal au nombre de sommets du maillage, ce qui donne : dim(V},) < N,. Pour montrer que
dim(V}) = Ny, il suffit de montrer qu’inversement, les fonctions Q! par morceaux ainsi
construites, sur chaque petit rectangle (en se donnant les valeurs aux quatre sommets)
sont continues sur ). Comme ces fonctions sont par contruction continues a 'intérieur de
chacun des rectangles, il suffit de montrer que le raccord a l'interface entre deux rectangles
Ry, et Ry est continue. Rappelons que ces rectangles sont de cotés paralleles aux axes de
coordonnées. Pour fixer les idées, donnons le raisonnement dans le cas ou l'interface [A, B]
entre les deux rectangles est parallele a ’axe des ordonnées.

On note pour simplifier w = wy;)k et w' = wy, . Par construction, ona: (w—w')(4) =0
et (w—w')(B) = 0 et la question est de savoir si w —w’ est identiquement nulle sur tout le
segment [A, B]. Or la restriction de w —w’ a ce segment étant un polynéme qui ne dépend
que d’une seule variable y, ¢’est une fonction affine de y et cette fonction s’annule en deux
points distincts : ¢’est donc le polynome nul, de sorte que la fonction w™® se raccorde de

maniére continue a l'interface entre les deux rectangles. On a donc : dim(V}) = N,.

T2

Figure3 : Recollement a l'interface entre deux rectangles

Montrons que les fonctions chapeaux X;, ¢ € {1,..., Ny} forment une famille libre.
Pour cela, supposons qu’il existe N, scalaire \j,..., Ay, tels que la fonction w® =
Z;y:sl A;X; soit nulle. On en déduit a fortiori qu’elle est nulle en chacun des Ny points
q?, i.e. que, pour tout i € {1,...,N,} on a :

N

0=w™(g") =3 X\X;(¢") =N
j=1
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Chacun des coefficients \; est donc nul, et la famille est libre. Comme elle comporte N
éléments, ¢’est une base de V), et tout élément w™ de cet espace peut s’écrire comme une
combinaison linéaire d’éléments de cette base, i.c. est de la forme : w" = Zé-v:sl N X

Mais pour chaque indice 4, on a : w(¢®) = Z;V:Sl N X;(g®) = N, ce qui donne
I'écriture (5.13).

Montrons maintenant le troisieme point. On a tout d’abord clairement V;, C L*(Q)
(car Vi, € L>(2) et Q est borné). Soit w™ € V,,; il suffit donc de montrer que chacune
des dérivées (au sens des distributions) ag’—;?) de w™ est de carré intégrable sur €. Soit ¢

une fonction de D(2) ; nous avons :

ow™ Op
- _ (h Zr
<G ¥ <w ’8xi>
Nr 8%0
= — — (h)
/w 8% (x)dx ;;/Rkw (x)axZ (x)dx
Nz dwh)

= x)p(x)dr — S,
> [, (@t

ou

S = z / " ovi ) (2)dy (),

BRk
v; ) désignant la composante d’ 1nd1ce ¢ de la normale v, & OR), orientée vers l'extérieur
de Rj. Dans cette expression, S se décompose en somme d’intégrales sur des arétes de
rectangles. En fait on a : S = 0, car de deux choses I'une : soit I'aréte considérée est située
sur le bord I' de €2, auquel cas ¢ étant nulle sur I', I'intégrale sur cette aréte est nulle,
soit cette aréte est intérieure (i.e. non située sur I'); dans ce dernier cas, 'aréte, notée
[AB], est commune & deux rectangles Ry et Ry pour lesquels les normales vy, et vy sont
opposées (cf.Figure3) et la fonction a intégrer étant continue a Uinterface entre les deux
rectangles (c’est ce que nous venons de démontrer plus haut), on a alors :
SV eriil@irta) + [ vl ()dy(r) =0

On en déduit que pour toute fonction ¢ de D(2) on a : S = 0 de sorte que

Ow™ Nt Sw™

G 0= 2 [ T el

<

ce qui donne (5.14)et montre que la distribution 2 a " est de carré intégrable sur .01
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Remarque 5.2. Notons I'importance dans le raisonnement précédent de I’hypothese se-
lon laquelle les rectangles de la triangulation ont leurs cotés paralleles aux axes de co-
ordonnées. A la fois pour identifier la dimension de ’espace discret, mais surtout pour

montrer que ce dernier définit une approximation conforme de I'espace H'((2).

On en déduit alors le corollaire suivant concernant 1’espace V}, :

Corollaire 5.4. 1. Les fonctions de w™ sont entiérement déterminées par les valeurs

qu’elles prennent en chacun des N; sommets du maillage.

2. La dimension de I'espace V}, est N; ; une base est formée des fonctions chapeaux X;
associées aux sommets internes et on a :
v w® eV, o= 3 wh (@)X, (5.15)
i/q'¢r
Les scalaires w® (¢¥) (pour les indices i tels que ¢' ¢ T') sont les degrés de liberté

de la fonction w € Vj,.

Preuve [2] O

5.2.4 Construction des fonctions de base sur un rectangle R

Considérons un rectangle quelconque Ry de la triangulation et désignons par AW,
A® [ AB) et AW ses sommet ; notons (2, y®) les coordonnées de A®. On se propose de
trouver quatre polynomes p®) € Q' p®(AVY)) = §,;(=1,si i=j,0 sinon).

On trouve aisément (z = (z,y)) :

1
(1) _ OV )
p (7, y) hlhz(l’ )y —y),
1
pP(z,y) = —hlhz(w—x(”)(y—y(‘“), (5.16)
1
(3) _ O (D)
P (z,y) h1h2<x ) (y —y'),
1
py) = —go-(@—a®)y—y™).

Quel est le lien entre cette construction locale des fonctions de base et la fonction
chapeau X; associée au point ¢ du maillage ? Cela permet de calculer la restriction de

X; a chacun des rectangles élémentaires R;. En effet, de deux chose 'une :
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1. Soit q(i) §é Rk et Xz\Rk = O,

2. Soit ¢ € Ry,; pour fixer les idées supposons par exemple que ¢ coincide avec le
point, A®) sur Ry, alors : Xi\g, est le polynome p®) défini par (5.16), i.e. sur le
rectangle Ry, on a :

1
by

X;(z) (z — 2W(Re))(y — y™V (Ry)),

otl, par souci de clarté, nous avons noté (z®(Ry),y” (Ry)) les coordonnées du som-

met d’indice 7 de Ry.

Ayant ainsi 'expression analytique des fonctions de base sur Ry, on peut alors calculer
les contributions élémentaires A; ;(Ry) et B;j(Ry) définies par (5.10) — (5.11). Ce calcul
peut aussi se faire a partir de I'expression des fonctions de base sur un élément dit "de

référence', ici le carré unité [0, 1] x [0, 1] : c’est ce que nous allons préciser maintenant.

5.2.5 Utilisation des fonctions de base sur 1’élément de référence

I1 peut paraitre parfois plus simple (surtout si on est amené a considérer des poly-
nomes de degrés plus élevés) de faire le calcul des fonctions de base une fois pour toutes
sur I’élément de référence [0, 1] x [0, 1], puis de transposer les calculs par homothétie et
translation a tous les rectangles de la triangulation. De quelle maniere ? Soit C' le carré
unité de sommets AN AP AG) AW et R, un rectangle élémentaire quelconque de sommets
notés AV (Ry), A®(Ry), A®(Ry) etA®(Ry). 1l existe une transformation affine F' telle
que pour chaque indice 4, on ait : F(A®) = AO(R,); cette transformation est définie en

chaque point z du plan de coordonnées (x,y) par :

F(z) = AV(RY) + 2 AV (R AP (Ry) + yAV (R AW (Ry),

et 'image par cette application du carré C' est le rectangle (Ry) (cf.Figured).
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F
X2
A (Ry) ABG) (Rk)
A4) A®)
Ry,
¢ AD(R) A (Ry)
A0 i) 1

Figured : Correspondance avec I’élément de référence C'

Par ailleurs, un calcul simple montre que sur le carré C les fonctions de base de
I’approximation par éléments finis Q' associées aux degrés de liberté p(AM), p(A®@),

p(A®) et p(AW) sont données par :

n(z) = (1-2)1-y),

pa(z) = z(1-y), (5.17)
ps(x) = wy,

palx) = (1-=)y.

Pour chaque indice i € {1,...,4}, on a alors : p®)(F(z)) = pi(x) (en effet le polynéme
p® ainsi défini est dans I'espace @', il vaut 1 au point AW (Ry) et 0 aux trois autres
sommets), ce qui donne en définitive :

i - z — W (Ry) y —yV (Ry)
p( )(x) = pi(l](Q)(Rk) _ x(l)(Rky y(4)(Rk) — y(l)(Rk))’

ot nous avons noté (z®(Ry),y™(Ry)) les coordonnées du sommet A®(Ry). Injectant
ensuite (5.17) dans 'expression ci-dessus, on retrouve bien évidemment (5.16). Notons
que ce changement de variables peut étre directement utilisé pour les calculs d’intégrales

figurant dans A; ;(Ry) et B;j(Ry), comme le montre 'exemple ci-dessous.

Exemple 5.1. Donnons un exemple (trés simple) d’utilisation de cet élément de réfé-

rence. Nous nous proposons de calculer I'élément diagonal A;; de la matrice A dans le cas
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ou ¢ est une fonction constante, notée v. Sur un rectangle R, donné, nous avons :
A;i(Rg) = /R \VX;(z)|*dxdy — V/F[X,-(x)]2dx.
k

Supposons dans un premier temps (pour fixer les idées) que sur Ry, le point ¢ coincide

avec le sommet A®)(R;). Alors, en utilisant les notations précédentes, nous avons : pour

tout point = de Ry, X;(x) = p® () = ps(y) = y1y2, avec :

z—aW(Ry) y—y"(Ry)
hy ’ ho

de sorte que le gradient de la fonction X; sur R vaut :

y=F"(z)=( ) €C,

Y2 N

xr € Ry, VX;(z) = (h—l, n

Par intégration, nous obtenons :
hihs 1 1
VX,(z)]*dx = —)? +(—)7.
[ VX Pdr = (G0 + ()
Nous avons de méme pour le deuxieme terme de A;;(Ry) :

[ B@Pde = [ p9@)Pds = hbs [ lps(s)Pdy

1 1
= hth/O /0 yrysdyidys = 0,

ce qui donne finalement :

Aus(Re) = R (G P+ G

Nous remarquons en particulier que le résultat est indépendant de k. Pour calculer
A;;, il suffit de reproduire ce type de calculs dans chacun des quatre rectangles Rgi), Rg),
Réi) et Rff) composant le support de la fonction X; (cf. Figure5). Le point ¢ représente
successivement le point d’indice local 3 dans le rectangle Rgi) (i.e. le point noté usuellement
A(?’)(Rgi))), d’indice local 4 dans RS, d’indice local 1 dans RS et d’indice local 2 dans
Rff). Sur le rectangle Rg), la fonction X; coincide donc (& une translation pres) avec la
fonction p™¥, sur R;(f) avec pM) et enfin sur Rff) avec p®. On remarque alors aisément que
le calcul de la contribution élémentaire sur chacun de ces quatre rectangles est le méme,
ce qui donne en définitive :

4h1h2 1 2 2
G+ )

A i(Ry) =
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5.2.6 Lien avec I’approximation par éléments finis PY) en di-

mension un

On remarque que les fonctions de base p;(i € {1,...,4}) définies par (5.17) sont
exactement les produits tensoriels des fonctions de base wy et w; de 'approximation par

éléments finis P en dimension un sur le segment unité [0, 1]. On a en effet :

pi(r) = wol(r)wo(y), pa(z)=wi(r)wo(y),

p3(r) = wi(z)wi(y), pa(z)=wo(r)wi(y).

Cette situation se reproduit également sur chacun des rectangles de la triangulation, de
sorte que les fonctions de base X; sont les produits tensoriels des fonctions "chapeaux" de
I'approximation par éléments finis P() en dimension un. Plus précisément, I'indice i du
sommet ¢ de coordonnées () = ihy, y® = jhy peut s’écrire sous la forme d’un couple

(1,7) et la fonction de base w; associée a ce point s’écrit :

wi(z) = wi(z)w;(y), . = (x,y).

Le support de cette fonction est la réunion des quatre rectangles élémentaires entourant

le point ¢, Désignons par Rgi), Rg), Rz(f) et Rff) ces rectangles; on a :

z— (i — 1)h — (iy — Dhy. ;
ale) = w (D, =2 G ¢ g,
—ith — (i — 1) ;
W E A LIS Wl G- ) R )
hl hg
—ih — ik ,
= (T eo(F ), si € RY,
1 2
— (i, — 1)h —ish ;
St C Rt LS N U L3 R 1)
hy ho
= 0, sinon. (5.18)
. Ry 0 R
Jho " ‘
Rgz) Rgz)

7
Figureb : Support c?els fonctions de base
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5.2.7 Structure de la matrice

Nous venons de préciser dans les paragraphes précédents, et ce de différentes fagons,
comment calculer les fonctions de base w;, les éléments de la matrice A et le second
membre B du systéme linéaire a résoudre. Un autre point important au niveau pratique
est la structure de la matrice (cela conditionne par exemple le choix de son stockage en

mémoire). Celle-ci dépend de la numérotationne des fonctions de base de I'espace V},.

Pour fixer les idées, numérotons ces NN; fonctions w; = w; ® wj, ou i € {—Ny,..., Ni},
j €40,..., Ny}, en "balayant" le maillage ligne par ligne, i.e. de la maniére suivante :
W-nN; ® Wo, W-Ny+1 ® Wo, + + + s Woijg—1 @ wo, 0, -+ ., 0, wip 41 @ Wo, wa @ wo, - . ., W, ® wo,
W_N, Wi, W @wy,..., y oW, @ wy,
CU,N1®CU2,W2®W2,..., ) 7"'7wN1®w27
07 Y ) Y 07 N ) Y 707

La matrice A a alors une structure N3 blocs, chacun des blocs étant de taille Ny x N,
(cette structure est propre a la numérotation choisie ; pour une numérotation des fonctions
de base obtenue en balayant le maillage colonne par colonne, on obtient le méme type
de résultat mais en inversant le role de N; et de N,). Par ailleurs, la matrice A est
tridiagonale par blocs et chacun des sous blocs (de taille N7 x Ni) la composant est lui-
méme tridiagonal : ceci est dii au support des fonctions de base. On a en effet, en notant
A®D Je Ny x N; bloc d’indice k,1 de A et par (A(k’l))i,j I’élément de la i éme ligne et de

la j éme colonne de ce bloc :
(A®);5 = Alw; ® wi,w; @ wy),

de sorte que (A®D), ;=0 pour | k—1|>2ou|i—j|>2;on en déduit dans le premier
cas que A est tridiagonale par blocs et dans le second que chacun des blocs est tridiagonal,

ce qui schématiquement s’écrit :
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5. RESOLUTION NUMERIQUE PAR LA METHODE D’ ELEMENTS FINIS EN DIMENSION DEUX

AOO 401 402 0 0 0
A0 40 A4(1:2) A(13) 0 0
0 AL A2 AC3) ACH 0
A= ,
0 A(NQ—Q,NQ—S) A(NQ—Q,NQ—Q) A(NQ—Q,Nz—l) 0
0 0 0 A(N2=1,N2-2)  A(N2=1,Na=1)  A(Na—1,N3)
0 0 0 0 0 0

avec pour chaque indice k, 1 :

k,l K, k,l
A% A% A%, 0 0 0
k,l k,l k,l k,l k,l
A(fN)lJrl,le AEN)1+1,7N1+1 ASN)1+1,1 ASN)1+1,2 ASN)1+1,3 0
Akl — : : : : ,
(k1) (k.0) (k1)

0 0 0 A(Nl—l,N1—2) A(N1—1,N1—1) A(N1—1,N1)

(k1) (k1)
0 0 0 0 A(Nl,er) A(NLNI)

La matrice B est un bloc des vecteures chaque vecteur s’écrit sous la forme suivant :

L(W—J\h ® WO) L<W—N1 ® Wl) L(w—l\ﬁ ® wN2)
L(w_ny+1 @ w L(w_ny+1 ®w L(w_ ® w
BO _ ( N —‘f—l O) ’ Bl _ ( N —“,—1 1) 7 . 7BN2 _ ( N1—|—.1 Ng)
L(le ® wO) L(le ® wl) L(le ® WNQ)
avec
By
p=| P
Bh,.

65



Conclusion

Nous avons étudié I’écoulement,dans un fluide lourd de profondeur finie, perturbé par
un obstacle mince, se déplacant avec une vitesse uniforme, sous critique. Nous avons
proposé une formulation du probléme linéairsé.

Néanmoins, la preuve de la coercivité de la forme bilinéaire qui apparaissent du coté
gauche d’équation variationnelle est plus complexe dans le cas sous critique, et sefonde
sur le propiété de la solution. En conséquence, nous avons trouvé une classe de solution,
qui a une propriété réguliere.

La solution la plus réguliére, est continue et borné jusqu’a la frontiere. On va énoncé
une condition nécessaire et suffusante pour leur existence, si la vitesse differe de véaleur
de la suite C),. Le condition s’écrive sous la forme de la relation d’orthogonalité pour la
dérivée de la fonction représentant le profil du cylindre (voir le théoreme 4.5. ).

Le champ de vitesse a une énergie finie, mais est en général singulier en deux points
sur le dessus de la bande, qui sont les points extrémes d’un segment (coque) représentant
la limite du profil du cylindre. Dans un travail ultérieur a celui-ci, D.Pierotti a montre
que, le résultat obtenu dans le cas linéaire reste vrai dans la cas non linéaire (avec un
obstacle mince).

Dans le dernier cas, la discontinuité peut étre liée a la présence des points de stagnation
de I’écoulement correspondant.

L’objectif de I’étude la méthode d’élément fini, consacré en trouvera la solution d’un

probléme lineaire de dimension fini, et ¢a par établir la solution approcher.
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