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Introduction

Les inclusions différentielles sont une généralisation de la notion d’équation différentielle
ordinaire, la théorie des inclusions différentielles a été introduite en 1934-1936 où il apparait
4 papiers, deux d’entre eux par le mathématicien francais A. Marchaud, et les deux autres
par S. K. Zaremba un mathématicien de Cracovie. Cette théorie a connu un développement
considérable dans diverses écoles en France, Allemagne, Russie, Italie, Canada, Pologne et
les Etats-Unis.
Les gents sont plus intéressé par les inclusions différentielles après les travaux de Wazewski
qui a montré l’équivalence entre les problèmes du controles et les inclusions différentielles
dans leur article qui intitulé "Sur un problème de controle optimal, Prague, 1964, 692-704".
Les inclusions différentielles dans différentes conditions ont été intensément étudiées dans
le bout plusieurs années, et nous renvoyons le lecteur aux monographies par Aubin [9] et
Benchohra et autres [12], [31], Pandit et Deo [18], et Samoilenko et Perestyuk 41.

Pour montrer l’existence des solutions on trouve la méthode la plus apparaitre genera-
lement c’est la théorie du points fixes, dans cet memoire on vas traite une autre méthode
intéressante, basée sur le théorème de Baire. Cette méthode ne peut etre appliquée qu’aux
problèmes où il y a une solution.
La méthode de la catégorie de Baire a été introduit en 1982 par De Blasi et Pianigiani
[[14]-[12]] (à partir d’un résultat de type générique prouvé par Cellina [17]) afin d’étudier
l’existence de solutions de certaines classes d’inclusions différentielles à valeur non convexe
dans les espaces de Banach, sans hypothèses de compacité. Par suite, la méthode de Baire
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a été employée dans différents contextes par plusieurs auteurs dont Bressan et Colombo
[4], Papageorgiou [27], Suslov [30] sur les inclusions différentielles ordinaires, et Bressan et
Flores [5], Dacorogna et Marcellini [10], De Blasi et Pianigiani [[16],[13]] sur les inclusions
différentielles partielles. Un compte rendu des résultats obtenus par la méthode de Baire
et une vue sur certains problèmes récents concernant les inclusions différentielles peuvent
etre trouvés dans Pianigiani [28] et Cellina [9].

Ce mémoire se compose de trois chapitres, le premier chapitre sera consacré à des définitions
et des notions générales dont on aura besoin dans les autres chapitres, le deuxième traite
l’existence des solutions par la méthode de l’approximation de type Euler d’un problème
d’inclusion différentielle


.
x ∈ F (t, x), ( .= d

dt
)

x(t0) = x0
(1)

avec X un espace de Banach réel, B l’ensemble de tous les sous-ensemble fermés convexes
bornés de X qui ont un intérieur non vide, et F est une multi-fonction de sous-ensemble
ouvert de R×X dans B.
Dans le troisième chapitre on a appliquer la cathégory de Baire pour montrer l’existence
des solutions de probléme d’inclusion différentielle suivant

.
x ∈ ∂F (t, x)
x(t0) = x0

(2)

Où, ∂F (t, x) désigne par la frontière de F (t, x).

Le résultat principal indique que si X est réflexif et F continue par rapport la métrique
de Hausdorff, alors (2) admit au moins une solution, et par une conséquence immédiate
(au sens de la catégorie de Baire) les solutions de (1) sont en fait des solutions de (2).
Si X de dimension finie, le résultat d’existence est un cas particulier de théorème de
Filippov’s [19], et si X est de dimension infinie, la plupart des théorèmes de l’existence se
réfèrent à (1) sont obtenus sous des hypothèses de compacité sur F ([7, 11]).
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On va montrer tout d’abord que l’ensemble de tous les solutions de (1) est non vide
et que selon la métrique de la convergence uniforme est un espace métrique complet.
Nous montrons ensuite que l’ensemble de tous les solutions de (2) peut exprimée comme
une intersection dénombrable de sous-ensembles denses ouverts de l’ensemble de tous les
solutions de (1). Ainsi l’ensemble de tous les solutions de (2) est un Gδ-sous ensemble
dense dans l’ensemble de tous les solutions de (1), il est donc non vide et le problem (2)
possède une solution.
Lorsque F est á valeur unique, (1) et (2) se réduisent á la même équation différentielle
ordinaire, qui est comme on le sait, n’a pas nécessairement de solutions si F est uniquement
continue et X est un espace de dimension infinie ([32, 1]). Cela montre que pour F continue,
dans des espaces de Banach de dimension infinie, l’existence de solutions de (2) peut
échouer, sans l’hypothèse que F a valeurs d’intérieur non vide.

Mots clés : espace de Banach, une multifonction, frontière d’un ensemble, inclusion
différentielle, espace de Baire.
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Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre, on introduit des définitions, notations, lemmes et quelque théorèmes
qui sont utilisées le long de ce mémoire.

1.1 Quelques notions topologiques

Définition 1.1. (Espace topologique[26])
Une topologie sur un ensemble X est la donnée d’un ensemble τ de parties de X, i.e.
τ ⊂ P(X), vérifiant les propriétés suivantes :
i) ∅, X ∈ τ
ii) Si U, V ∈ τ , alors U ∩ V ∈ τ .
iii) Si (Ui)i∈I est une famille de parties de X appartenant à τ , alors ∪

i∈I
Ui ∈ τ .

L’ensemble X, muni de la topologie τ , est appelé espace topologique. On notera quelquefois
(X, τ) un tel espace.

Définition 1.2. (Espaces métriques[26])
Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d : X ×X −→ R+

(x, y) −→ d(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes :
1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ;
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1. PRÉLIMINAIRE

2) d(x, y) = d(y, x) ;
3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Muni de d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X, d). Le nombre
réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X.

Définition 1.3. (pseudo-métrique[23])
un pseudo-métrique sur un ensemble X est une fonction définie par :

d : X ×X −→ R+

(x, y) −→ d(x, y)

tell que pour tous points x, y, z nous avons :
1) d(x, x) = 0
2) d(x, y) = d(y, x)
3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)
muni de la distance d, X est appelé espace pseudo-métrique et on note (X, d).

Définition 1.4. Soient (X, d) un espace métrique, a ∈ X et r > 0.
1) On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble :

S(a, r) = {x ∈ X; d(a, x) < r}.

2) On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble :

S(a, r) = {x ∈ X; d(a, x) ≤ r}.

3) Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) converge vers un élément a de X si et seulement si, pour
tout ε > 0, il existe nε ∈ N tel que pour tout n ≥ nε, on ait d(xn, a) < ε.
4) Une suite (xn)n≥0 dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout ε > 0, il existe
n0 ∈ N tel que pour tout n,m ∈ N vérifiant n ≥ n0 et m ≥ n0, on ait d(xm, xn) < ε.

Définition 1.5. (Espace métrique complet[26])
Soient (X, d) un espace métrique.
1) On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.
2) Un sous-ensemble A de (X, d) est dit complet si A muni de la distance induite est un
espace métrique complet.
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1. PRÉLIMINAIRE

Proposition 1.1. [26] Soit A un sous-ensemble d’un espace métrique (X, d).
i) Si A est complet, alors A est fermé dans X.
ii) Si (X, d) est complet et si A est fermé dans X, alors A est complet.

Démonstration
i) Soit x ∈ A, alors il existe une suite (an)n≥0 dans A convergeant vers x. Par conséquent,
(an)n≥0 est de Cauchy dans A. Or A est complet, donc (an)n≥0 converge vers un élément
a ∈ A. Comme la limite d’une suite est unique dans un espace métrique, on en déduit que
x = a ∈ A. Par conséquent, on a A = A, donc A est fermé dans X.
ii) Soit (an)n≥0 une suite de Cauchy dans A. Alors (an)n≥0 est de Cauchy dans X qui est
complet, donc (an)n≥0 converge vers un élément x ∈ X. Or A est fermé dans X, donc
x ∈ A. Par conséquent, A est complet. �

Définition 1.6. (Espace vectoriels normés[29])
Soit X un espace vectoriel sur le corps K=(R où C). On appelle norme sur l’espace vectoriel
X toute fonction, notée x −→ ‖x‖ , possédant les propriétés suivantes :
1) posivité : ∀x ∈ X ‖x‖ ≥ 0, pour x 6= 0, ‖0‖ = 0
2) transformation par les homothéties : ∀λ ∈ K,∀x ∈ X ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
3) inégalité de convexité : ∀x, y ∈ X ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
Un espace X muni d’une telle norme, est appelé espace vectoriel normé.

Définition 1.7. (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c’est-à-dire si toute suite de
Cauchy dans X est convergente (par rapport à la topologie définie par la distance associée
à la norme).

Définition 1.8. (Espace de Lebesgue[2])
Soient Ω un ouvert de Rn et p ∈ R avec 1 ≤ p < +∞, l’espace de fonctions mesurables et
intégrables au sens de lebesgue est noté et définie par :

Lp(Ω) = {f : Ω −→ R mesurable et |f(x)|p ∈ L1(Ω)}

muni de norme

‖f‖Lp =
∫

Ω

|f(x)|p dx
 1
p
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1. PRÉLIMINAIRE

Si p = +∞, on définie

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R mesurable et ∃ une constante c > 0 tell que |f(x)| ≤ c p.p sur Ω}

muni de norme
‖f‖L∞ = inf{c, |f(x)| ≤ c p.p sur Ω}

Espace réflexif et séparable

Soit X un espace de Banach, X ′ son dual muni de la norme duale et soit X ′′ son bidual,
c’est-à-dire le dual de X ′, muni de la norme ‖ψ‖ = sup

f∈X′,‖f‖≤1
|〈ψ, f〉|

On considère l’injection canonique J de X dans X ′′ par :

J : X −→ X ′′

f −→ Jx(f)

où Jx définie par :
Jx : X ′ −→ R

f −→ Jx(f)

L’application J est une isométrie injective de X dans X ′′.

Définition 1.9. [2]
On dit que X est réflexif si l’isométrie canonique J est surjective de X sur X ′′. Ceci signifie
que pour toute application linéaire continue ψ : X ′ → R, il existe x ∈ X tel que ψ = Jx,
c’est-à-dire ∀f ∈ X ′, 〈ψ, f〉 = Jx(f).

Définition 1.10. [2]
On dit qu’un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble D ⊂ X

dénombrable et dense.

Exemple 1.1. 1) l’espace Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p < +∞
2) l’espace Lp(Ω) est séparable pour 1 ≤ p < +∞
3) tout les espaces de hilbert sont réflexifs
4) l’espace de fonctions continues sur un intervalle fermé borné de R (C([a,b])) est séparable

11 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2018–2019



1. PRÉLIMINAIRE

Proposition 1.2. [2]
Soit X un espace de Banach telque X ′(le dual de X) soit séparable Alors X est séparable.

Corollaire 1.3. [2]
Soit X un espace de Banach
Alors (X réflexif et séparable)⇐⇒ (X′ réflexif et séparable)

1.2 Espaces de Baire

Proposition 1.4. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors on a :
◦︷ ︸︸ ︷

X\A = X\A et X\A = X\
◦
A

où X\A est le complémentaire de A par rapport à X.

Proposition 1.5. [26]
Soient (X, τ) un espace topologique, B une base d’ouverts de X et A un sous-ensemble de
X. Les propriétées suivantes sont équivalentes :
i) A est dense dans X.
ii) Pour tout ouvert non vide U de X, on a A ∩ U 6= ∅.
iii) Pour tout B ∈ B tel que B 6= ∅, on a A ∩B 6= ∅.

Démonstration
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii).
Supposons A dense dans X, i.e. A = X. Alors pour tout x ∈ X et tout voisinage V de
x dans X, on a A ∩ V 6= ∅. Soit U un ouvert non vide de X. Comme U est voisinage de
chacun de ses points, on en déduit que A ∩ U 6= ∅.
L’implication (ii) =⇒ (iii) est triviale.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i).
Supposons que pour tout B ∈ B tel que B 6= ∅, on a A ∩ B 6= ∅. Si A 6= X, alors X \A
est un ouvert non vide de X et on a (X\A) ∩ A = ∅, Donc il existe B ∈ B tel que B 6= ∅,
B ⊂ X \A et A ∩B = ∅, ce qui contredit l’hypothése, donc on a A = X. �
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1. PRÉLIMINAIRE

Définition 1.11. (ensemble ordonné filtrant croissant[26])
Un ensemble ordonné filtrant croissant est un ensemble Λ muni d’une relation d’ordre,
notée ≤, qui vérifie l’axiome suivant :
quels que soient les éléments α et β de Λ, il existe au moins un élément λ de Λ vérifiant
α ≤ λ et β ≤ λ.

Exemple 1.2. Les exemples les plus importants d’ensembles ordonnés filtrants croissants
sont les suivants :
1) Les ensembles totalement ordonnés. En particulier, N et R.
2) Soient X un espace topologique, x ∈ X et V (x) l’ensemble des voisinages de x. Alors
V (x) est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante :
pour U,V ∈ V (x), U ≤ V ⇐⇒ V ⊂ U . Plus généralement, tout systéme fondamental de
voisinages de x est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la même relation d’ordre.
3) Soient X un ensemble quelconque et P(X) l’ensemble des parties de X. Alors P(X)
est un ensemble ordonné filtrant croissant pour la relation d’ordre suivante :
pour A, B ∈ P(X), A ≤ B ⇐⇒ A ⊂ B. De même, si on note Pfini(X) l’ensemble des
parties finies de X, Pfini(X) est aussi un ensemble ordonné filtrant croissant pour la même
relation d’ordre.

Définition 1.12. (famille filtrante croissante[26])
Soit X un espace topologique. On appelle famille filtrante croissante d’éléments de X
toute application d’un ensemble ordonné filtrant croissant Λ dans X. Si λ ∈ Λ, on note
usuellement f(λ) par xλ et la famille filtrante croissante f par (xλ)λ∈Λ ou tout simplement
(xλ) s’il n’y a pas de risque de confusion.
Dans le cas Λ = N, on retrouve la définition des suites, car on suppose implicitement que
N est muni de son ordre naturel. Donc on devrait regarder les familles filtrantes croissantes
comme des suites généralisées.

Théorème 1.6. (théorème de cantor[26])
Soit (X, d) un espace métrique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) L’espace (X, d) est complet.
ii) L’intersection de toute suite décroissante (Fn)n≥0 de parties fermées non vides de (X, d)
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telle que lim
n→+∞

δ(Fn) = 0 contient un point et un seul. Où δ(Fn) est le diamétre de Fn et
δ(Fn) = sup{d(x, y); x, y ∈ Fn}
iii) Toute famille filtrante croissante de Cauchy dans (X, d) est convergente.

Proposition 1.7. [26]
Soit X un espace topologique. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
i) Pour toute famille dénombrable (Fn)n≥0 de fermés de X telle que X = ∪

n≥0
Fn, la réunion

des intérieurs ∪
n≥0

◦
Fn est dense dans X.

ii) La réunion de toute famille dénombrable de fermés de X d’intérieurs vides est d’intérieur
vide.
iii) L’intersection de toute famille dénombrable d’ouvertes de X et denses dans X est
dense dans X.

Démonstration
Montrons l’implication (i) =⇒ (ii).
Soit (Fn)n≥0 une suite de fermés de X d’intérieurs vides. Montrons que Y = ∪

n≥0
Fn est

d’intérieur vide. Si
◦
Y 6= ∅, alors F = X\

◦
Y est un fermé dans X tel que F 6= X et on a

X = F ∪ ∪
n≥0

Fn. Par hypothése, la réunion
◦
F ∪ ∪

n≥0

◦
Fn est dense dans X. Or, pour tout

n ≥ 0, on a
◦
Fn = ∅, on en déduit que

◦
F est dense dans X, donc F est un fermé dense

dans X, d’où F = X ce qui est impossible. Donc on a
◦
Y = ∅.

Montrons l’implication (ii) =⇒ (iii).
Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts de X et denses dans X. Soit U = ∩

n≥0
Un, et pour tout

n ≥ 0, soit Fn = X\Un. Alors pour tout n ≥ 0, Fn est un fermé dans X et on a
◦
Fn = X \Un = ∅, voir proposition1.4. Donc X\U = ∪

n≥0
X\Un = ∪

n≥0
Fn est d’intérieur vide,

d’où on a X\U = ∅. Donc U est dense dans X.
Montrons l’implication (iii) =⇒ (i).
Soit (Fn)n≥0 une suite de fermés dans X telle que X = ∪

n≥0
Fn. Pour tout n ≥ 0, soit

Kn = Fn\
◦
Fn, alors Kn est un fermé de X tel que

◦
Kn = ∅. Soit Un = X\Kn, alors Un est

un ouvert dense dans X. Par conséquent, ∩
n≥0

Un est dense dans X et on a

∩
n≥0

Un = X\ ∪
n≥0

Kn. On a Fn = Kn∪
◦
Fn, donc ∪

n≥0

◦
Fn contient le complémentaire de ∪

n≥0
Kn,

on en déduit que ∪
n≥0

◦
Fn est dense dans X. �
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Définition 1.13. [26] Un espace topologique X est dit espace de Baire si X vérifie l’une
des propriétés de la proposition précédente.

Théorème 1.8. (théorème de Baire[26])
Soit (X, d) un espace métrique complet. Alors X est un espace de Baire.

Démonstration
Soit (Un)n≥0 une suite d’ouverts de X et denses dans X. Pour montrer que ∩

n≥0
Un est dense

dans X, d’aprés la proposition 1.5, il suffit de montrer que pour tout ouvert non vide V
de X, V ∩ ∩

n≥0
Un 6= ∅.

Comme U0 est dense dans X, alors V ∩ U0 6= ∅. et soit x0 ∈ V ∩ U0. Comme V ∩ U0 est
un ouvert de X, il existe r0 > 0 tel que r0 ≤ 1 et B(x0, 2r0) ⊂ V ∩ U0.
On construit, par récurrence sur n, une suite (xn)n≥0 dans X et une suite (rn)n≥0 de
nombres réels strictement positifs tels que rn ≤ 2−n et B(xn, 2rn) ⊂ Un ∩ B(xn−1, rn−1),
pour tout n ≥ 1.
En effet, on a déjà construit x0 et r0 et supposons xn et rn construits ; comme Un+1 est
dense dans X, il existe xn+1 ∈ Un+1 ∩ B(xn, rn). Comme Un+1 ∩ B(xn, rn) est ouvert, il
existe 0 < rn+1 ≤ 2−n−1 tel que B(xn+1, 2rn+1) ⊂ Un+1 ∩B(xn, rn).
Soit Bn = B′(xn, rn), on a Bn+1 ⊂ B(xn+1, 2rn+1) ⊂ B(xn, rn) ⊂ Bn. Comme l’espace
(X, d) est complet et les Bn forment une suite décroissante de fermés non vides dont les
diamétres tendent vers 0, d’aprés le théorème de Cantor (théorème1.6), on a ∩

n≥0
Bn 6= ∅ .

Or B0 ⊂ V et, pour tout n ≥ 0, on a Bn ⊂ Un, donc ∩
n≥0

Bn ⊂ V ∩ ∩
n≥0

Un.
Par conséquent, on a V ∩ ∩

n≥0
Un 6= ∅. Donc ∩

n≥0
Un est dense dans X. �

1.3 Quelques définitions d’analyse multivoque

Pour un espace métrique (X, d), les notations suivantes seront employées dans tout ce
mémoire :
−P(X) = {A ⊂ X : A 6= φ}.
−Pp(X) = {A ∈ P(X) : A possède la propriété "p" }, avec p = f(fermé), p = b(borné),
p = cp(compact), p = cv(convexe), etc. Alors,
−Pf (X) = {A ∈ P(X) : A fermé},
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−Pcp(X) = {A ∈ P(X) : A compact},
−Pcv(X) = {A ∈ P(X) : A convexe}, avec X muni d’une structure d’un espace vectoriel,
−Pcv,cp(X) = Pcv(X) ∩ Pcp(X), etc.

Définition 1.14. (métrique de hausdorff)
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de X.
i) Pour tout a ∈ X et C ∈ P(X) on définit la distance entre a et C par :

d(a, C) = inf{d(a, b) : b ∈ C}, d(a, ∅) = +∞.

ii) On définit la distance entre A et B par :

H∗d(A,B) = sup{d(a,B) : a ∈ A}

iii) On considére la distance pseudo-métrique de Hausdorff

Hd : P(Rn)× P(Rn) −→ R+ ∪ {+∞}

définie par :
Hd(A,B) = max(H∗d(A,B), H∗d(B,A))

Donc (Pb,f (Rn) , Hd) est un espace métrique et (Pf (Rn) , Hd) est un espace métrique
généralisé.
D’aprés cette définition, on peux facilement vérifier les propriétés suivantes :
−Hd(A,A) = 0, pour tout A ∈ P(X),
−Hd(A,B) = Hd(B,A), pour tout A,B ∈ P(X),
−Hd(A,B) ≤ Hd(A,C) +Hd(C,B), pour tout A,B,C ∈ P(X).

Lemme 1.3.1. (Caractérisation de la métrique de Hausdorff)
Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux parties de X. Pour chaque ε > 0, considérons
les ensembles :

Aε = {a ∈ X : d(a,A) < ε} et Bε = {b ∈ X : d(b, B) < ε}

alors
H∗d(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Bε}, H∗d(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}
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et
Hd(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε, A ⊂ Bε}

.

Démonstration
Soit ε > 0 tel que A ⊂ Bε, alors

d(a,B) ≤ ε∀a ∈ A =⇒ sup
a∈A

d(a,B) ≤ ε =⇒ H∗d(A,B) ≤ inf{ε > 0 : A ⊂ Bε}.

Supposons que

H∗d(A,B) < inf{ε > 0 : A ⊂ Bε} =⇒ d(a,B) < inf{ε > 0 : A ⊂ Bε}∀a ∈ A

,
donc il existe α > 0 tel que

d(a,B) < α < inf{ε > 0 : A ⊂ Bε}∀a ∈ A

Donc A ⊂ Bα, alors inf{ε > 0 : A ⊂ Bε} ≤ α est contradiction. D’où

H∗d(A,B) = inf{ε > 0 : A ⊂ Bε} ...(1)

De la méme maniére, on peut montrer que

H∗d(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}.

Soit ε > 0 tel que B ⊂ Aε , alors

d(A, b) ≤ ε∀b ∈ B =⇒ sup
b∈B

d(A, b) ≤ ε =⇒ H∗d(A,B) ≤ inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}.

Supposons que

H∗d(A,B) < inf{ε > 0 : B ⊂ Aε} =⇒ d(A, b) < inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}∀b ∈ B

, donc il existe β > 0 tel que

d(A, b) < β < inf{ε > 0 : B ⊂ Aε}∀b ∈ B
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Donc B ⊂ Aβ, alors inf{ε > 0 : B ⊂ Aε} ≤ β est contradiction. D’où

H∗d(A,B) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε} ...(2)

d’aprés (1) et (2) alors :

Hd(B,A) = inf{ε > 0 : B ⊂ Aε, A ⊂ Bε}

Remarque 1.1. 1) Généralement, Hd ne vérifie pas la condition

Hd(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B.

Hd est une pseudo-métrique. Par exemple, soit (R, |.|), l’espace métrique euclidien et
A = [0, 1], B = [0, 1[ deux sous-ensembles de R. Il est clair que Hd(A,B) = 0, mais
A 6= B ; donc Hd n’est pas une distance sur l’ensemble des parties de R. On remarque que
l’ensemble B n’est pas fermé dans R.
2) Généralement, Hd ne vérifie pas la condition

Hd(A,B) < +∞,∀A,B ∈ P(R).

Par exemple, soit (R, |.|), l’espace métrique euclidien et A = {0}, B = R il est clair que
Hd(A,B) = +∞. On remarque que l’ensemble B n’est pas bornée.
Le lemme suivant montre que la distance de Hausdorrff peut ètre une métrique généraliser.

Lemme 1.3.2. Soit (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X. Alors

Hd(A,B) = 0 ⇐⇒ A = B

et donc (Pf (X), Hd) est un espace métrique généraliser .
En effet ce résultat découle du fait que

d(a,A) = 0 ⇐⇒ a ∈ A.

Définition 1.15. Une multi-fonction (ou application multivoque) (ou multi-application)
F d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X
un sous-ensemble F (x) de Y . On notera F : X −→ P(Y ) (les notations F : X −→ 2Y et
F : X → ◦Y sont aussi utilisées dans la littérature).
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Exemple 1.3. 1) F : R→ P(R) une multifonction définie par :

F (x) =


{1} , x > 0

{−1, 1} , x = 0

{1} , x < 0

2) F : R→ P(R) une multifonction définie par :

F (x) =


{x+ 1} , x > 0

[−1, 1] , x = 0

{x− 1} , x < 0

Définition 1.16. On appelle graphe de la multi-fonction F , l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}.

F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X × Y . On dira aussi que F est fermée.

Définition 1.17. On appelle image de F l’union des images F (x)

Im(F ) = ∪
x∈X

F (x)

et le domaine de F l’ensemble

DomF = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}

Définition 1.18. [25] Soit F : X → P(Y ) une multi-fonctions. On dit que F est semi-
continue supérieurement (s.c.s) en x0 ∈ X si pour tout ouvert U de Y avec F (x0) ⊆ U , il
existe un ouvert V de x0 tel que pour tout x ∈ V , on a que F (x) ⊆ U . Où bien, si pour
tout fermée A ⊂ Y , l’ensemble

F−(A) = {x ∈ X : F (x) ∩ A 6= ∅}.

est un fermé dans X

Définition 1.19. Soit F : X → P(Y ) une multi-fonctions. On dit que F est semi-continue
inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si l’ensemble

{x ∈ X : F (x) ∩ U 6= ∅}.

est ouvert pour tout ouvert U ∈ Y . Où bien, si pour tout ouvert A ⊂ Y , l’ensemble F−(A)
est un ouvert dans X.

19 UNIVERSITÉ D’ADRAR 2018–2019



1. PRÉLIMINAIRE

Définition 1.20. Une application multivoque F : X −→ P(Y ) est dite continue si elle
est semi-continue inférieurement et supérieurement.

Définition 1.21. [3] Une application multivoque F est dite convexe (resp, fermée, com-
pact, borné) si F (x) est convexe (resp, fermée, compact, borné) pour tout x ∈ X

Définition 1.22. Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach et F : X −→ P(X) une application
multivoque. On dit que F est totalement bornée si F (A) = ∪

x∈A
F (x) est borné dans X

pour tout ensemble A ⊂ X, c.à.d.

sup
x∈A
{sup{‖y‖ : y ∈ F (x)}} <∞.

Définition 1.23. Une fonction multivoque F : J × Rn → P(Rn) est dite Carathéodory
si :

a) la fonction t −→ F (t, z) est mesurable pour chaque z ∈ Rn ;
b) pour tout t ∈ J la fonction z −→ F (t, z) est semi-continue supérieurement, p.p.

En outre, elle est L1−Carathéodory si F est localement intégrablement bornée, c.à.d. pour
chaque nombre réel positif r, il existe hr ∈ L1(J,R+) telle que

‖F (t, z)‖P ≤ hr(t) p.p t ∈ J,∀ ‖z‖ ≤ r.

Définition 1.24. Une multi-fonction F : X −→ P(X) s’appelle :
a) k-Lipschitz s’il existe k > 0 telle que :

Hd(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y),∀x, y ∈ X;

b) Une contraction s’il est k-Lipschitz avec k < 1.

Lemme 1.3.3. [24] Pour une multi-fonction F : X → Pcp(Y ) s.c.s. on a

∀x0 ∈ X, lim
x→x0

supF (x) = F (x0).

Lemme 1.3.4. [24] Soit (Kn)n ⊂ K tel que K est un sous ensemble compact de X, et X
est un espace de Banach séparable. Alors

co( lim
n→∞

supKn) = ∩
N>0

co( ∩
n≥N

Kn).

Où co désigne l’enveloppe convexe.
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1.4 Sélection et mesurabilité

Rappelons qu’un espace mesurable est un couple (X, A), où X est un ensemble et
A ⊂ P(X) est un δ-algèbre (où tribu), c’est-à-dire une famille de parties de X qui vérfie
i) ∅ ∈ A
ii) Stabilité par passage au complémentaire, c’est-à-dire Si B ∈ A, alors Bc = X/B ∈ A.
iii) Stabilité par union dénombrable, c’est-à-dire si Bi ∈ A, i ∈ N, alors ∪

i∈N
Bi ∈ A.

Un espace mesuré est un triplet (X,A, v) tels que (X,A) est un espace mesurable, et
v : A −→ R+

⋃{+∞} est une mesure, c’est-à-dire v(∅) = 0 et v( ∪
i≥1
Bi) = ∑

i≥1
v(Bi)

pour toute famille (Bi)i≥1 ⊂ A, à parties disjointes deux à deux.

Définition 1.25. Soit F : X −→ P(Y ) une application multivoque. On dit que F est
(fortement) mesurable si pour chaque fermé U ⊂ Y , l’ensemble F−(U) = {x ∈ X :
F (x) ∩ U 6= ∅} est mesurable dans X.

Définition 1.26. Soit F : X −→ P(Y ) une application multivoque. On dit que F est
(faiblement) mesurable si pour chaque ouvert U ⊂ Y , l’ensemble F−(U) = {x ∈ X :
F (x) ∩ U 6= ∅} est mesurable dans X.

Lemme 1.4.1. [20] Soit X un espace normé séparable. L’application multivoque
F : J −→ P(X) est mesurable si et seulement si pour chaque x ∈ X, la fonction
ϕ : J −→ [0,+∞[ définie par :

ϕ(t) = d(x, F (t)) = inf{‖x− y‖ : y ∈ F (t)}, t ∈ J

est Lebesgue mesurable.

Définition 1.27. (Sélection)
Une fonction f : X −→ Y est dite sélection de l’application multivoque F : X −→ P(Y )
si,

f(x) ∈ F (x);∀x ∈ X

Définition 1.28. (Sélection continue (mesurable))
Une sélection f : X −→ Y d’une application multivoque F : X −→ P(Y ) est dite sélection
continue(mesurable), si f est continue(mesurable).
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Lemme 1.4.2. Soit X un espace de Banach. Soit F : [0, b]×X → Pcp,cv(X) une multi-
fonction L1−Carathéodory avec SF,y 6= ∅ et soit Γ un opérateur linéaire continue de
L1([0, b], X) dans C([0, b], X), alors l’opérateur

Γ ◦ SF : C([0, b], X) −→ Pcp,cv(C([0, b], X))
y −→ (Γ ◦ SF )(y) := Γ(SF,y)

est à graphe fermé dans C([0, b], X)× C([0, b], X), où

SF,y = {v ∈ L1([0, b], X) : v(t) ∈ F (t, y(t)); t ∈ [0, b]}.

Théorème 1.9. [6] (Kuratowski-Ryll Nardzewski)
Soit (X,A) un espace mesurable, soit F : X → P(Y ) une multi-fonction mesurable à
valeurs fermées non vides et supposons Y séparable. Alors F admet au moins une sélection
mesurable.

Démonstration
Soit (xn)n∈N une suite dense dans Y . Pour tout ω ∈ X, il existe n ∈ N telle que

F (ω) ∩B(xn, 1) 6= ∅.

On pose que f0(ω) = xn, où n est le plus petit entier dont la distance à F (ω) est strictement
inférieure à 1. On va vérifier que f0 et mesurable. Soit V un ouvert dans Y , alors il suffit
de montrer que

f−1
0 (V ) = {ω ∈ X : f0(ω) ∈ V } ∈ A.

Par définition de f0, on a

f−1
0 (xn) = F−(B(xn, 1))\ ∪

m<n
F−(B(xm, 1)).

D’où
f−1

0 (V ) = F−(B(xn, 1) ∩ V )\ ∪
m<n

F−(B(xm, 1) ∩ V ) ∈ A.

Donc f0 est mesurable. Comme Y est séparable, alors on peut vérifier facilement qu’il
existe xm ∈ Y telle que

F (ω) ∩B(xn, 1) ∩B(xm, 1/2) 6= ∅, ∀ω ∈ X.
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Soit f1(ω) = xr, où r est le plus petit entier naturel tel que pour ω ∈ X,

d(f0(ω), F (ω)) < 1 et d(f0(ω), f1(ω)) < 1/2.

On suppose que
d(fk(ω), F (ω)) < 1

2k 0 ≤ k ≤ m,∀ω ∈ X

et
d(fk(ω), fk+1(ω)) < 1

2k+1 0 ≤ k ≤ m− 1,∀ω ∈ X.

On montre qu’il existe fm+2 vérifiant

d(fm+1(ω), F (ω)) < 1
2m+1 ,∀ω ∈ X

et
d(fm+1(ω), fm+2(ω)) < 1

2m ,∀ω ∈ X.

D’après la construction de fm et fm+1, on utilise la séparabilité de Y pour définir fn+m+2

F (ω) ∩B(xn, 1) ∩B(xn+1,
1
2) ∩ . . . ∩B(xn+m,

1
2m ) ∩B(xn+m+1,

1
2m+1 ) 6= ∅,∀ω ∈ X,

où fm+2(ω) = xn+m+1 et n + m + 1 est le plus petit entier naturel vérifiant l’inégalité
ci-dessus et

d(fn+m(ω), fn+m+1(ω)) < 1
2m ,∀ω ∈ X.

On en déduit que
d(fm+1(ω), F (ω)) < 1

2m+1 ,∀ω ∈ X

et
d(fm+1(ω), fm+2(ω)) < 1

2m ,∀ω ∈ X.

On pose que
Sn = {ω ∈ X : fk(ω) = xn} = f−1

k (xn) ∈ A.

Alors les ensembles {Sn : n ∈ N} forment une partition de X en ensembles mesurables. Soit
ω ∈ X. Alors il existe n, k ∈ N tel que F (ω)∩B(xn, 2−k) (qui est non vide par hypothèse) ;
de plus il existe un plus petit entier r tel que la distance entre xr et F (ω) ∩ B(xn, 2−k)
soit inférieure strictement à 2−(k+1). On pose que fk+1(ω) = xr.

d(fk(ω), F (ω)) ≤ d(fk(ω), F (ω) ∩B(xn, 2−k)) < 2−k,
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et pour tout z ∈ F (ω)

d(fk(ω), fk+1(ω)) ≤ d(fk(ω), z) + d(z, fk+1(ω)) < 2−k + 2−(k+1) < 2−k+1.

Donc
∪
n≥1

Sn = X.

Pour tout ω, la suite (fk(ω))k∈N est de Cauchy dans Y , et donc converge vers un certain
élément f(ω) ∈ Y . Alors f est mesurable (car f est une limite simple de fonctions
mesurables). De plus, par

d(fk(ω), F (ω)) < 1
2k

et du fait que F est à image fermée,

f(ω) ∈ F (ω) pour tout ω ∈ X

c’est-à-dire que f est une sélection mesurable de F . �

Théorème 1.10. Soit X un espace métrique séparable, et F : X −→ Pf (Y ) une applica-
tion multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) F est mesurable ;
2) pour chaque x ∈ X, la fonction ω −→ h(ω) := d(x, F (ω)) est mesurable ;
3) F admet des sélections mesurables fn, n ∈ N telles que

F (ω) = {fn(ω) : n ∈ N}.

Intégrale d’une application multivoque

Soit (X,A, v) un espace mesuré, et Y un espace de Banach. On note par F l’ensemble
des sélections intégrables de F : X −→ P (Y ), c’est-à-dire

F =
{
f ∈ L1(X,A, v)|f(x) ∈ F (x) presque partout sur X

}
.

Définition 1.29. L’intégrale de l’application multivoque F sur X est l’ensemble des
intégrales des sélections intégrables de F :∫

X
Fdv := {

∫
X
fdv|f ∈ F}.
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Autres propriétés sur les inclusions différentielles peut trouvé dans [21].

Définition 1.30. [14] soit E un sous-ensemble mesurable de R, un point t ∈ E est dite
point de densité si :

lim m(In ∩ E)
m(In) = 1

pour In l’intervalle ]t− 1
n
,t+ 1

n
[
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Chapitre 2
Inclusions différentielles sur un espace de
Banach

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions par la méthode d’approximation
de type euler de l’inclusions différentielle suivante :

(2)


.
x ∈ F (t, x)
x(t0) = x0.

Où, X un espace de Banach réel avec norme |.|, et B l’ensemble de tous les sous-ensemble
fermés convexes bornés de X qui ont un intérieur non vide, F est une multi-fonction de
sous-ensemble ouvert de R×X dans B.

2.1 Notations

On note par S(u, r) la boule ouvert de centre u et de rayon r > 0. On met S =
S(0, 1) ⊂ X. Pour tout ensemble A ⊂ X. ∂A désigne par la frontiére de A.
Désigner par K (resp. B) l’espace de tous les sous-ensembles non vides de X qui sont
bornées (resp. convexe fermé borné d’un intérieur non vide). K est muné par la pseudo
métrique de Hausdorff

Hd(A,B) = inf{t > 0|A ⊂ B + tS,B ⊂ A+ tS}, A,B ⊂ K.
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De plus, Hd devient une métrique sur B. pour tout x ∈ X et A ⊂ X, A 6= ∅, nous
avons d(x,A) = inf{|x− a| /a ∈ A}. Dans l’espace R × X nous utilisons la norme
|(t, x)| = max{|t| , |x|}, (t, x) ∈ R×X.
Soit (t0, x0) dans le domaine de F . On considère la restriction de F sur un sous-ensemble
ouvert non vide de son domine, on note Ω2 = J2a × D2R, où J2a =]t0 − 2a, t0 + 2a[ et
D2R = S(x, 2R). Désigner par MF l’ensembles des toutes les solutions de (1) qui sont
définis sur [t0, T ].

2.2 Résultat d’existence

On suppose qu’on a l’hypothèse suivante :
(*) F est une application continue de Ω2 dans B et satisfait

Hd(F (t, x), 0) < M, ∀(t, x) ∈ Ω2.

Proposition 2.1. Soit F satisfait (∗). Alors le problem (1) admet au moins une solution
x : [t0, T ] −→ X, où 0 < T − t0 < min{a, R

M
}. De plus, si X est réflexif, la limite uniforme

des solutions est une solution de (1).

Démonstration Supposons que F satisfait (∗). On introduit la fonction suivante σ :
Ω2 −→ R définie par :

σ(t, x) = 1
2 sup{r > 0| il existe y ∈ F (t, x) tell que S(y, r) ⊂ F (t, x)}.

F est continue et prend les valeurs dans B, il en résulte que σ est continue et positive [[32],
Lemme 3.1]. Nous désignons par Lp([t0, T ], X), 1 ≤ p < +∞, l’espace de banach de tous
les fonctions mesurables u : [t0, T ] −→ X, tell que :∫ T

t0
|u(t)|p dt < +∞.

muni du norme (∫ T

t0
|u(t)|p dt

) 1
p

.
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Nous avons Ω1 = Ja ×DR où, Ja = (t0 − a, t0 + a), et DR = S(x0, R). Soit v0 ∈ F (t0, x0)
tell que

d(v0, ∂F (t0, x0)) > σ(t0, x0).

Soit t1 = sup{t0 ≤ τ ≤ T | d(v0, ∂F (t, x0 + (t− t0)v0)) > 0, pour chaque t ∈ [t0, τ ]}. On
définie x1 : [t0, t1] −→ X par :

x1(t) = x0 + (t− t0)v0, t ∈ [t0, t1]

on remarque que (t, x1(t)) ∈ Ω1 pour t ∈ [t0, t1]. Maintenant supposons que

xn : [tn−1, tn] −→ X, n ≥ 1

a été défini et satisfait (t, xn(t)) ∈ Ω1 pour chaque t ∈ [tn−1, tn].
Soit vn ∈ F (tn, xn(t)) tell que d(vn, ∂F (tn, xn(t))) > σ(tn, xn(t)).
Soit tn+1 = sup{tn ≤ τ ≤ T | d(vn, ∂F (t, xn(t) + (t− tn)vn)) > 0 pour tout t ∈ [tn, τ ] } on
définie xn+1 : [tn, tn+1] −→ X par :

xn+1(t) = xn(tn) + (t− tn)vn, t ∈ [tn, tn+1]

il claire que (t, xn+1(t)) ∈ Ω1 si t ∈ [tn, tn+1], donc la suite de fonction {xn} est bien définie.
Désigner par x la fonction linéaire qui est égale à xn sur [tn−1, tn], n=1,2,..., avec t1 ≤ t2 ≤
...tn < tn+1... < T .
nous affirmons que, pour un certains n, tn = T , Supposons le contraire. On a {tn} est
strictement croissante, et puisque elle est bornée, Elle a une limite noté t̂, t̂ ≤ T .
On pose x̂ = x(t̂) et fixé 0 < ε < σ(t̂, x̂). D’aprés la continuté de F et σ, il existe δ > 0
tell que

∣∣∣t− t̂∣∣∣ < δ
[2(M+1)] et |x− x̂| < δ implique que

Hd(∂F (t, x), ∂F (t̂, x̂)) < ε

4 ,
∣∣∣σ(t, x)− σ(t̂, x̂)

∣∣∣ < ε

4 ,

on fixe n tell que
∣∣∣tn − t̂∣∣∣ < δ

[2(M+1)] et |xn(tn)− x̂| < δ
2 .
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Pour chaque t ∈ [tn, t̂] nous avons |xn(tn) + (t− tn)vn − x̂| < δ donc

d(vn, ∂F (t, xn(tn) + (t− tn)vn)) ≥ d(vn, ∂F (tn, xn(tn) + (t− tn)vn))

−Hd(∂F (tn, xn(tn), ∂F (t̂, x̂))

−Hd(∂F (t̂, x̂), ∂F (t, xn(tn) + (t− tn)vn))

> σ(tn, xn(tn))− ε

4 −
ε

4
> σ(t̂, x̂)− ε

4 −
ε

4 −
ε

4
> 0

Par conséquent tn+1 ≥ t̂, qui est une contraduction. Donc il existe n tell que tn = T , et il
est claire que x : [t0, T ] −→ X est une solution de (1).
Supposons maintenant, X est réflexif et soit {zn} une suite de solutions de (1) converge
uniformément vers z. On va montrer que z est une solution de (1). En effet { .

zn}, comme
un ensemble borné contenu dans l’espace de Banach réflexif L2([t0, T ], X) (voir[22],p.89),
est faiblement précompact. D’aprés théorème de Eberlein-Smulian’s le sous-suite { .zn}
converge faiblement vers une fonction mesurable ω ∈ L2([t0, T ], X), Par conséquent, d’aprés
théorème de Mazur’s ([22],p.36,corrolaire) la suite de combinaison convexe

{∑kn
i=0 α

n
i

.
zn+i

}
converge fortement vers ω dans L2([t0, T ], X) et donc aussi dans L1([t0, T ], X). Par consé-
quent on a

kn∑
i=1

αni zn+i(t) = x0 +
∫ T

t0

 kn∑
i=1

αni zn+i(s)
 ds, t ∈ [t0, T ]

quand n −→ +∞, on trouve :

z(t) = x0 +
∫ t

t0
ω(s)ds, t ∈ [t0, T ]

puisque F est continue et prend des valeurs convexes fermées, alors la fonction Lipschitzien
z est une solution de (1) Ceci termine la preuve. �
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Chapitre 3
Catégorie de Baire sur un problème
d’inclusion différentielle

Dans ce chapitre, nous étudions l’existence de solutions par la cathégory de Baire de
problème suivant :

(2)


.
x ∈ ∂F (t, x)
x(t0) = x0.

Où, X un espace de Banach réel avec norme |.|, et B l’ensemble de tous les sous-ensemble
fermés convexes bornés de X qui ont un intérieur non vide, F est une multi-fonction de
sous-ensemble ouvert de R×X dans B et ∂F (t, x) désigne par la frontiere de F (t, x).

3.1 Princip de Baire et existence

Désigner parM∂F l’ensembles des toutes les solutions de (2) qui sont définis sur [t0, T ].
Si X est réflexif, d’aprés la proposition 2.1MF est un sous-ensemble fermé non vide de
l’espace de Banach C([t0, T ], X). Par conséquent, MF est un espace métrique complet
non vide sous la métrique induite par la norme de convergence uniforme de C([t0, T ], X).
Notre objectif est de montrer queM∂F est un Gδ-sous ensemble dense dansMF .
Pour toute θ > 0, on note

Nθ = {x ∈MF/
∫ T

t0
d( .x(s), ∂F (s, x(s)))ds < θ}.
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Comme (t, x) −→ ∂F (t, x) est une application continue de Ω2 dans K et .
x est mesurable,

alors la fonction sous l’intégrale est mesurable.

Proposition 3.1. Soit F satisfait (∗). Alors, pour tout θ > 0, l’ensemble Nθ est dense
dansMF . Si de plus X est réflexif, l’ensemble Nθ est un ouvert dansMF .

3.1.1 Nθ est dense

Soit F satisfait (∗). Pour µ > 0 et (t, x) ∈ Ω2 , l’ensemble

Fµ(t, x) = {u ∈ F (t, x)|d(u, ∂F (t, x)) ≤ µ} ,
Φµ(t, x) = {u ∈ F (t, x)|d(u, ∂F (t, x)) > µ} ,
Gµ(t, x) = {u ∈ F (t, x)|d(u, ∂F (t, x)) = µ} .

Soit (t̂, x̂) ∈ Ω2 et θ < µ < σ(t̂, x̂). Alors Fµ(t̂, x̂) et Gµ(t̂, x̂) sont dans K et Φ(t̂, x̂) est
sous-ensemble convexe ouvert borné et non vide de X ([15], remarque 3.3) de plus, il
résulte de ([15], remarque 3.8) qu’il existe un voisinage V de (t̂, x̂) tell que l’application
(t, x) −→ Φµ(t, x) et (t, x) −→ Gµ(t, x) (respectivement, de V dans les sous-ensembles
convexes ouverts bornés et non vides de X et, de V dans K) sont définis et continue dans
V .
Pour tout x ∈MF , et ε > 0, on pose :

∆µ
x = {t ∈ [t0, T ]|d( .x(t), ∂F (t, x(t)) > µ}.

Lemme 3.1.1. Soit F satisfait (∗). Soient x ∈MF et ε > 0 fixé, et

0 < µ < min{σ(t, x)|t ∈ [t0, T ]}

on suppose que ∆µ
x le mesure de lebesgue m(∆µ

x) > 0. Soit t0 < τ < T un point de densité
de ∆µ

x. Alors il existe λ0(τ) > 0 tell que pour chaque 0 < λ < λ0(τ) il existe une fonction
zτ,λ : Jτ,λ −→ X, Jτ,λ = [τ − λ, τ + λ] ⊂ [t0, T ], qui est lipschitzien, différentiable p.p et
tell que :

zτ,λ(τ
+
− λ) = x(τ

+
− λ) (3.1)
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|zτ,λ(t)− x(t)| < ε pour chaque t ∈ Jτ,λ (3.2)

.
zτ,λ(t) ∈ Fµ(t, zτ,λ(t)) p.p dans Jτ,λ (3.3)

Démonstration Soit ε > 0. Soit τ un point de densité de ∆µ
x, et d’aprés la continuité de

Gµ
2
et Φµ à (τ, x(τ)) il s’ensuit qu’il existe 0 < µ < min{σ(t, x)|t ∈ [t0, T ]} tell que :

m(Jτ,λ\∆µ
x)

m(Jτ,λ)
<

µ

8M , pour chaque 0 < λ ≤ δ(τ)

De plus, pour chaque (t, y) ∈ S((τ, x(τ)), δ(τ)) , l’ensemble Gµ
2
(t, y), (resp Φµ(t, y)) fermé

non vide (resp ouvret borné convexe et non vide) et satisfait

Gµ
2
(τ, x(τ)) ⊂ Gµ

2
(t, y) + µ

2S ⊂ Fµ(t, y), (3.4)

Φµ(t, y) ⊂ Φµ(τ, x(τ)) + µ

8S

on fixé 0 < λ0(τ) < δ(τ)
[8(M+1)] . On remarque que pour chaque s ∈ Jτ,λ0(τ) nous avons

(s, x(s)) ∈ S((τ, x(τ)), δ(τ)
2 ). Soit Jτ,λ pour tout intervalle fermé [τ−λ, τ+λ], 0 < λ < λ0(τ)

on a :
q =

∫
Jτ,λ

.
x(s)ds =

∫
Jτ,λ∩∆µ

x

.
x(s)ds+

∫
Jτ,λ\∆µ

x

.
x(s)ds.

Pour chaque s ∈ Jτ,λ ∩∆µ
x, nous avons

.
x(s) ∈ Φµ(s, x(s)) ⊂ Φµ(τ, x(τ)) + (µ8 )S, donc∫

Jτ,λ∩∆µ
x

.
x(s)ds ∈ m(Jτ,λ ∩∆µ

x)[Φµ(τ, x(τ)) + µ

8S]

⊂ m(Jτ,λ)[Φµ(τ, x(τ)) + µ

8S] +m(Jτ,λ\∆µ
x)MS

⊂ m(Jτ,λ)[Φµ(τ, x(τ)) + µ

4S].

Dautre part ∣∣∣∣∣∣∣
∫

Jτ,λ\∆µ
x

.
x(s)ds

∣∣∣∣∣∣∣ ≤Mm(Jτ,λ\∆µ
x)

<
µ

8m(Jτ,λ)

donc
q ∈ m(Jτ,λ)[Φµ(τ, x(τ)) + 3

8S]
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et donc
q

m(Jτ,λ)
∈ Φµ(τ, x(τ)) + µ

2S ⊂ Φµ
2
(τ, x(τ))

puisque Φµ
2
(τ, x(τ)) est ouvert, il existe deux points q1, q2 ∈ ∂Φµ

2
(τ, x(τ)) = Gµ

2
(τ, x(τ))

tell que q
m(Jτ,λ) = αq1 + (1− α)q2 pour certain 0 < α < 1.

Par conséquent, et par une partition appropriée de Jτ,λ dans deux intervalle J1 et J2

on a :q = q1m(J1) + q2m(J2).
définir maintenant ωτ,λ(s) = q1χJ1(s) + q2χJ2(s), s ∈ Jτ,λ où χJidénote la fonction caracté-
ristique de Ji,i = 1, 2 on remarque que ωτ,λ est une fonction mesurable avec des valeurs
ωτ,λ(s) ∈ Gµ

2
(τ, x(τ)) et satisfaits∫

Jτ,λ

ωτ,λ(s)ds =
∫
Jτ,λ

.
x(s)ds

on définie
zτ,λ(t) = x(τ − λ) +

∫ t

τ−λ
ωτ,λ(s)ds, t ∈ Jτ,λ

il est claire que zτ,λ(τ
+
− λ) = x(τ

+
− λ). En outre, pour chaque t ∈ Jτ,λ, nous avons

|zτ,λ(t)− x(t)| ≤
∫
Jτ,λ

|ωτ,λ(s)−
.
x(s)| ds

< 2Mm(Jτ,λ)

<
δ(τ)

2
< ε

puisque
|zτ,λ(t)− x(τ)| ≤ |zτ,λ(t)− x(t)|+ |x(t)− x(τ)|

< δ(τ)
il s’ensuit que (t, zτ,λ(t)) ∈ S((τ, x(τ)), δ(τ)), et d’aprés (3.4) on trouve

.
zτ,λ(t) = ωτ,λ(t) ∈ Gµ

2
(τ, x(τ)) ⊂ Fµ(t, zτ,λ(t)) p.p dans Jτ,λ

donc la preuve est complet �

Lemme 3.1.2. Soit les hypothèses de Lemme 3.1.1 sont satisfaits. Alors il existe une
solution z : [t0, T ] −→ X, de (1) tell que :

|z(t)− x(t)| < ε pour chaque t ∈ [t0, T ], (3.5)
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.
z(t) ∈ Fµ(t, z(t)) p.p dans [t0, T ]. (3.6)

Démonstration Soit ∆∗l’ensemble des points de densité de ∆µ
x. Il est claire que

m(∆∗) = m(∆µ
x). Si m(∆∗) = 0 il n’ya rien à prouver. si m(∆∗) > 0 et si τ ∈ ∆∗,

t0 < τ < T d’aprés le Lemme 3.1.1 il existe λ0(τ) > 0 tell que pour chaque 0 < λ < λ0(τ) il
existe une fonction lipschitzien zτ,λ : Jτ,λ −→ X qui est différentiable p.p et satisfaits (3.1),
(3.2), (3.3). De même dans [8], on considére la famille de tous les intervalles fermés Jτ,λ où
τ ∈ ∆∗, t0 < τ < T , et 0 < λ < λ0(τ) . Puisque les intervalles Jτ,λ sont couverture au sens
de Vitali de ∆∗, d’aprés le théorème de Vitali, il existe une sous-couverture dénombrable
de ∆∗ par intervalles disjoints par paire Ji = Jτi,λi tell que m(∆∗\ ∪

i
Ji) = 0.

puisque
ω(t) =

∑
i

.
zτ,λ(t)χJi(t) + .

x(t)χ[t0,T ]\∪
i
Ji(t), t ∈ [t0, T ] p.p

on définie

z(t) = x0 +
t∫

tn

ω(s)ds, t ∈ [t0, T ]

il est claire que z est lipschitzien et .
z(t) = ω(t) p.p . De plus z et x sont égales aux

points d’extrémité à chaque intervalle Ji et à chaque t ∈ [t0, T ]\ ∪
i
Ji. Nous prouvons

seulement le premier partie (la preuve de deuxiéme partie est similaire). À cette fin, on
définie Ji = [ai, bi] et on désigner par ∪

k
Jk la rénion de tous les intervalles Jk (au sens de

Vitali’s sous-recouvrement de ∆∗) qui sont contenus dans [t0, ai].
Nous avons

z(ai) = x0 +
∑
k

∫
Jk

ω(s)ds+
∫

[t0,ai]\∪
k
Jk

ω(s)ds

= x0 +
∑
k

∫
Jk

.
zτk,λk(s)ds+

∫
[t0,ai]\∪

k
Jk

.
x(s)ds

Ainsi

z(ai) = x0 +
∑
k

∫
Jk

.
x(s)ds+

∫
[t0,ai]\∪

k
Jk

.
x(s)ds = x(ai)
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et donc, claire que, z(bi) = x(bi) le énoncé est preuvée. Il s’agit de

z(t) =


zτi,λi(t) t ∈ Ji i = 1,2,...
x(t) t ∈ [t0, T ]\ ∪

i
Ji

et d’aprés (3.2), nous obtenons (3.5).De plus,

.
z(t) =


.
zτi,λi(t) t ∈ Ji p.p i = 1,2,...
.
x(t) t ∈ [t0, T ]\ ∪

i
Ji p.p

puisque m(∆∗\ ∪
i
Ji) = 0 et l’ensemnle ∆∗ ⊂ ∆µ

x satisfait m(∆µ
x\∆∗) = 0, il existe une

ensemble Ĵ ⊂ [t0, T ] de mesure nulle telle que ∆µ
x ⊂ Ĵ ∪ (∪

i
Ji). Ainsi, pour presque tout

t ∈ [t0, T ]\ ∪
i
Ji, nous avons t /∈ ∆µ

x, donc
.
x(t) ∈ Fµ(t, x(t)), dautre part, pour presque

tout t ∈ Ji, nous avons
.
z(t) = .

zτi,λi(t) ∈ Fµ(t, zτi,λi(t)) = Fµ(t, z(t)). Donc z satisfait (3.6)
et le Lemme est prouvée. �

Démonstration (Nθ est dense) Soit x ∈MF et ε > 0 fixe. D’aprés le Lemme 3.1.2 il
existe z ∈MF satisfait (3.5) et (3.6). Et d’aprés (3.6), ∂Fµ(t, z(t))) ≤ µ p.p donc z ∈ Nθ
tell que µ < θ

(T−t0) , puisque |z(t)− x(t)| < ε, pour chaque t ∈ [t0, T ], l’ensemble Nθ est
dense dansMF . �

3.1.2 Nθ est ouvert

Supposons que X est réflexif), et on montre que l’ensemble Nθ est ouvert dansMF .

Lemme 3.1.3. Soit F satisfait (∗). Soit K un sous-ensemble compact de Ω1. Soit ε > 0
alors il existe δ > 0 (δ < min{a,R}) tell que pour chaque (t, u) ∈ k, et tout (s, v) ∈
S((t, u), δ) nous avons F (s, v) ⊂ F (t, u) + εS

Lemme 3.1.4. Soit A ∈ B. Si u1,u2,...,un ∈ A, est
n∑
i=1

αi = 1, αi ≥ 0, alors

d

(
n∑
i=1

αiui, ∂A

)
≥

n∑
i=1

αid(ui, ∂A)
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Démonstration Nous observons que, pour toute v ∈ A, d(v, ∂A) = sup{β ≥ 0\v+βS ⊂
A}. Soit ε > 0. Pour chaque i = 1,2,...,n, il existe βi > d(ui, ∂A) − ε, βi ≥ 0 tell que
ui + βiS ⊂ A. Puisque A est convexe

A ⊃
n∑
i=1

αi(ui + βiS) =
n∑
i=1

αiui +
(

n∑
i=1

αiβi

)
S

ce qui implique

d

(
n∑
i=1

αiui, ∂A

)
≥

n∑
i=1

αiβi

>
n∑
i=1

αid(ui, ∂A)− ε

Puisque ε est arbitraire, le Lemme est prouvé �

Démonstration (Nθ est ouvert) Il suffit de montrer que l’ensemble

∼
N θ = {x ∈MF |

T∫
t0

d( .x(t), ∂F (t, x(t)))dt ≥ θ}

est fermé dans MF . En effet, supposons que {xn} ⊂
∼
N θ converge uniformément vers

x ∈MF .
Soit ε > 0 et l’ensemble K = {(t, x(t))|t ∈ [t0, T ]} et soit δ correspendant (à ε et K) selon
de Lemme 3.1.3 il existe n0 tell que pour chaque m ≥ n0 et tout t ∈ [t0, T ] nous avons
xm(t)) ∈ S((t, x(t)), δ) ⊂ Ω2 donc, d’apres le Lemme 3.1.3

.
xm(t) ∈ F (t, xm(t)) ⊂ F (t, x(t)) + εS, t ∈ [t0, T ],m ≥ n0 (3.7)

D’autre part, comme X est reflexif et {xn} converge uniformément vers x, d’aprés la propo-
sition 2.1 il s’ensuit qu’une sous-suite { .xn} converge faiblement vers .

x dans L2([t0, T ], X).

Donc la suite de combinaison convexe
{
kn∑
i=0

αni
.
xn+i

}
converge fortement vers .

x dans

L2([t0, T ], X) et on particulier dans L1([t0, T ], X).
Nous avons :

T∫
t0

d( .x(t), ∂F (t, x(t)))dt ≥
T∫
t0

d( .x(t), ∂[F (t, x(t)) + εS])dt− ε(T − t0)

≥
T∫
t0

d

 kn∑
i=0

αni
.
xn+i(t), ∂[F (t, x(t)) + εS]

 dt
−

T∫
t0

∣∣∣∣∣∣
kn∑
i=0

αni
.
xn+i(t)−

.
x(t)

∣∣∣∣∣∣ dt− ε(T − t0)
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Soit n ≥ n0, alors d’aprés (3.7) et Lemme 3.1.4, nous avons

T∫
t0

d

 kn∑
i=0

αni
.
xn+i(t), ∂[F (t, x(t)) + εS]

 dt ≥ kn∑
i=0

αni

T∫
t0

d ( .xn+i(t), ∂[F (t, x(t)) + εS]) dt

≥
kn∑
i=0

αni

T∫
t0

d ( .xn+i(t), ∂F (t, xn+i(t))) dt

Par conséquent, puisque xn+i ∈
∼
N θ, nous obtenons

T∫
t0

d ( .x(t), ∂F (t, x(t))) dt ≥ θ −
T∫
t0

∣∣∣∣∣∣
kn∑
i=0

αni
.
xn+i(t)−

.
x(t)

∣∣∣∣∣∣ dt− ε(T − t0)

Soit n −→ +∞. Puisque
{
kn∑
i=0

αni
.
xn+i

}
converge vers .

x dans L1([t0, T ], X) et ε est arbitraire,

il s’ensuit que x ∈
∼
N θ. Ainsi

∼
N θ est fermé, donc Nθ est ouvet et la preuve de la proposition

3.1 est complète. �

3.2 Résultat d’existence

D’aprés les propositions 2.1 et 3.1 nous obtenons le théorème suivant :

Théorème 3.2. Soit X est un espace de banach réel et réflexif. Soit F satisfait (∗). Alors
l’ensembleM∂F est dense dans le Gδ sous-ensemble deMF et donc, en particulierM∂F

est non vide.

Démonstration Soit θ1 > θ2 >... tell que θn −→ 0, quand n −→ +∞. D’apres la
proposition 2.1 MF est un espace métrique complet et, d’apres la proposition 3.1, les
ensembles Nθnsont ouvets et denses dansMF . Par conséquent

N = ∩∞n=1Nnθ

est dense de le Gδ sous-ensemble de MF et donc N est non vide. d’où N = MF , le
théorème est prouvé �
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Chapitre 4
Inclusions différentielles impulsives sur un
intervalle compact

Cette partie traite de l’existence des solutions d’un probléme d’inclusion différentielle
ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans le cas convexe.
On considére le probléme suivant :

ẏ(t) ∈ F (t, y(t)), t ∈ J/{t1, · · · , tm},
y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )), k = 1, 2, ...,m,
y(0) = a, a ∈n,

(4.1)

où F : J ×Rn −→ P(Rn) est une multifonction, et Ik ∈ C(Rn, Rn), ∀k = 1, 2, · · · ,m.

Définition 4.1. Une fonction y ∈ PC ∩ ∪mk=1AC(Jk, Rn) est dite solution du probléme
(4.1) s’il existe v ∈ L1(J,Rn) tel que v(t) ∈ F (t, y(t)) p.p. t ∈ J ,
ẏ(t) = v(t) ∀t ∈ J/{t1, · · · , tm}, y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(t−k )), k = 1, 2, ...,m, et y(0) = a.

4.0.1 L’espace des solutions

Soient Jk =]tk, tk+1], k = 1, · · · ,m ; J0 = [0, t1] ; 0 < t1 < t2 < · · · < tm < tm+1 = b et
soit yk la restriction d’une fonction y sur Jk.On considére l’espace
PC = {y : J −→n /yk ∈ C(Jk,n ), k = 0, 1, · · · ,m, et y(t−k ) et y(t+k ) existent et satisfaint
y(t−k ) = y(tk),∀k = 1, 2, · · · ,m}.
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muni de la norme

‖y‖PC = max{‖y‖Jk : k = 0, 1, · · · ,m} = sup
t∈[0,b]

‖y(t)‖ ,

où
‖y‖Jk = sup

t∈Jk
‖y(t)‖ .

Lemme 4.0.1. L’espace (PC, ‖.‖PC) est un espace de Banach.

Démonstration :
Soit (yq)q une suite de Cauchy dans PC, alors

∀ε > 0,∃n0 ∈,∀q0, q1 ≥ n0 =⇒ ‖yq0 − yq1‖PC ≤ ε

tq
‖yq0 − yq1‖PC = sup

t∈[0,b]
‖yq0(t)− yq1(t)‖ .

Comme yq ∈ PC alors yq ∈ C(J0,
n ), et on a

‖yq − yq1‖J0
≤ ‖yq − yq1‖PC ≤ ε

donc (yq)q est une suite de Cauchy dans C(J0,
n ) alors on a ∃y0 ∈ C(J0,

n ) tq

‖yq − yq1‖J0
−→ 0 quand q −→∞.

On a aussi yq ∈ C(J1,
n ), on considére la suite des fonctions

ỹq(t) =

 yq(t); t ∈]t1, t2]
yq(t+); t = t1

alors (ỹq)q est une suite de Cauchy dans C([t1, t2],n ), donc ∃y1 ∈ C([t1, t2],n ) tq limq−→0 ỹq =
y1 .

lim
q−→0

yq = y1; ∀t ∈]t1, t2]; lim
q−→∞

ỹq(t1) = lim
q−→∞

yq(t+1 ) = y1(t1)

Donc ‖yq − y1‖J1
−→ 0 quand q −→∞.

Par analogie, on peut continuer la démonstration jusqu’á l’étape "m", d’où
limq−→0 ‖yq − y‖PC = 0 ; tel que

y(t) =



y0(t); t ∈ J0

y1(t); t ∈ J1
... ...

ym(t); t ∈ Jm
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Définition 4.2. (Solution du probléme (??))
Une fonction y ∈ PC ∩ ∪mk=1AC(Jk,n ) est dite solution du (??) si

ẏ(t) = f(t, y(t)), t ∈ J

y(t+k )− y(t−k ) = Ik(y(tk)), k = 1, 2, · · · ,m

et
y(0) = a.

Lemme 4.0.2. Une fonction y ∈ PC ∩ ∪mk=1AC(Jk,n ) est une solution du probléme (??)
si et seulement si

y ∈ PC, y(t) = a+
∫ t

0
f(s, y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)), t ∈ [0, b]. (4.2)

Démonstration :
Soit t ∈ J

— si t ∈ [0, t1], on a y(t) = a+
∫ t

0 f(s, y(s))ds.
— si t ∈]t1, t2], la solution du probléme ẏ(t) = f(t, y(t))

y(t+1 ) = y(t−1 ) + I1(y(t1)),

est donnée comme :

y(t) = y(t+1 ) +
∫ t

t1
f(s, y(s))ds

= (y(t1) + I1(y(t1))) +
∫ t

t1
f(s, y(s))ds

= y(t1) +
∫ t

t1
f(s, y(s))ds+ I1(y(t1))

=
(
a+

∫ t1

0
f(s, y(s))ds

)
+
∫ t

t1
f(s, y(s))ds+ I1(y(t1))

= a+
∫ t

0
f(s, y(s))ds+ I1(y(t1))

= a+
∫ t

0
f(s, y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk))

et ainsi de suite
...
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— si t ∈]tm, b] on trouve aussi

y(t) = a+
∫ t

0
f(s, y(s)) +

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)).

Inversement il est facile de démontrer que si y est une solution de l’équation integrale (4.2)
alors y est solution du probléme (??).

4.1 L’existence des solutions

Théorème 4.1. Supposons qu’il existe une fonction continue croissante ψ : [0,+∞[−→
]0,+∞[, et p ∈ L1(J,R+) tel que

‖F (t, u)‖ ≤ p(t)ψ(‖u‖) pour p.p. t ∈ J et u ∈ Rn,

avec ∫ tk+1

tk

p(s)ds <
∫ ∞
Nk

du

ψ(u) , k = 0, 1, · · · ,m,

où N0 = a, et pour k = 1, 2, · · · ,m+ 1, on a

Nk = sup
t∈[tk−1,tk]

|Ik−1(y(t))|+Mk−1, y ∈ PC,

Mk−1 = Γ−1
k−1

(∫ tk

tk−1
p(s)ds

)
avec

Γl(z) =
∫ z

Nl−1

du

ψ(u) , z ≥ Nl−1, l ∈ {1, 2, · · · ,m}.

Alors si y ∈ PC est une solution du probléme (4.1), elle vérifie :

sup{‖y(t)‖ ; t ∈ [tk−1, tk]} ≤Mk−1, k = 1, 2, · · · ,m+ 1.

Par conséquent, quelque soit y ∈ PC solution du probléme (4.1), on a

‖y‖PC ≤ max{‖a‖,Mk−1; k = 1, 2, · · · ,m+ 1} := b̃.
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Théorème 4.2. Supposons qu’on a les conditions du théorème 4.1, avec F : J ×Rn →
Pcp,cv(Rn) est Carathéodory.
Alors le probléme (4.1) admet au moins une solution.
Démonstration :
Considérons l’opérateur multivoque N : PC −→ P(PC) défini par :

N(y) =

h ∈ PC; h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)), t ∈ [0, b]

 ,
où g ∈ SF,y = {v ∈ L1 : v(t) ∈ F (t, y(t)) p.p. t ∈ J}.
On va montrer que la multifonction N est compacte, s.c.s, et á valeurs compactes convexes.
La preuve est donnée par des étapes.
Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y ∈ PC.
Soient h1, h2 ∈ N(y) alors il existe g1, g2 ∈ SF,y tel que pour chaque t ∈ [0, b] on a

h1(t) = a+
∫ t

0
g1(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)),

et
h2(t) = a+

∫ t

0
g2(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)),

soit l ∈]0, 1[. Pour tout t ∈ [0, b] on a

(lh1 + (1− l)h2) (t) = a+
∫ t

0
(lg1 + (1− l)g2) (s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)).

Comme SF,y est convexe(car F est á valeurs convexes) alors

lh1 + (1− l)h2 ∈ Ny.

Etape 2 : N transforme chaque ensemble borné á un ensemble borné dans PC.
Il suffit de montrer que

∃` > 0, ∀y ∈ Bq = {y ∈ PC : ‖y‖ ≤ q}, ∀h ∈ N(y), on a ‖h‖ ≤ `.

On a si h ∈ N(y), alors il existe g ∈ SF,y tel que pour tout t ∈ J on a

h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)).
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Alors pour tout t ∈ J , on a

‖h(t)‖ ≤ ‖a‖+
∫ t

0
‖g(s)‖ds+

∑
0<tk<t

‖Ik(y(tk))‖

≤ ‖a‖+
∫ b

0
‖F (s, y(s))‖ds+

m∑
k=1

sup
x∈Bq
‖Ik(x)‖

≤ ‖a‖+ ψ(q)‖p‖L1 +
m∑
k=1

sup
x∈Bq
‖Ik(x)‖.

Alors pour tout h ∈ N(y), on a

‖h‖ ≤ ‖a‖+ ψ(q)‖p‖L1 +
m∑
k=1

sup
x∈Bq
‖Ik(x)‖ := `.

Etape 3 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans PC.
Soient τ1, τ2 ∈ J, τ1 < τ2 et Bq la boule définie dans l’étape précédente. Pour tout y ∈ Bq
et h ∈ N(y), il existe g ∈ SF,y tel que

h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(tk)), t ∈ J.

Alors

‖h(τ2)− h(τ1)‖ ≤
∫ τ2

τ1
‖g(s)‖ds+

∑
τ1≤tk<τ2

‖Ik(y(tk))‖

≤ ψ(q)
∫ τ2

τ1
p(s)ds+

∑
τ1≤tk<τ2

sup
x∈Bq
‖Ik(x)‖ −→ 0 quand τ2 → τ1.

Donc par l’étape 2 et 3, on obtient que N est compact.
Etape 4 : Le graphe de N est fermé.
Soit yn → y∗, hn ∈ N(yn), et hn → h∗. il suffit de montrer qu’il existe g∗ ∈ SF,y∗ , tel que

h∗(t) = a+
∫ t

0
g∗(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(y∗(tk)), t ∈ J.

hn ∈ N(yn), alors ∃gn ∈ SF,yn tel que

hn(t) = a+
∫ t

0
gn(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik(yn(tk)), t ∈ J.

Comme les Ik, k = 1, · · · ,m sont continues, on a∥∥∥∥∥∥
hn(t)− a−

∑
0<tk<t

Ik(yn(tk))
−

h∗(t)− a− ∑
0<tk<t

Ik(y∗(tk))
∥∥∥∥∥∥

PC

→ 0,
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quand n→∞.
Soit Γ un opérateur linéaire continu, défini comme suit

Γ : L1(J,n ) −→ PC(J,n )
g −→ Γ(g),

tel que
Γ(g)(t) =

∫ t

0
g(s)ds; ∀t ∈ [0, b].

Par le lemme ??, l’opérateur Γ ◦ SF est á graphe fermé, de plus on ahn(t)− a−
∑

0<tk<t
Ik(yn(tk))

 ∈ Γ(SF,yn).

Alors h∗(t)− a− ∑
0<tk<t

Ik(y∗(tk))
 =

∫ t

0
g∗(s)ds,

et g∗ ∈ SF,y∗ .
Considérons l’ensemble

U = {y ∈ PC : ‖y‖PC < b̃+ 1},

où b̃ est la constante dans théorème 4.1, donc on obtient que N : U → P(PC) est compacte
et s.c.s, et par la définition de U il n’existe pas un y ∈ ∂U tel que y ∈ λN(y), ∀λ ∈]0, 1[.
Donc par le lemme ?? on obtient que le probléme (4.1) admet au moins une solution.

4.2 Catégorie de Baire sur un problème d’inclusion

différentielle impulsive

Là, nous étudions l’existence de solutions par la cathégory de Baire de problème
suivant :

(2)


.
x ∈ ∂F (t, x)
x(t+k )− x(t−k ) = Ik(x(t−k )), k = 0,1,2,...,n
x(t0) = x0.

Où, X un espace de Banach réel avec norme |.|, et B l’ensemble de tous les sous-ensemble
fermés convexes bornés de X qui ont un intérieur non vide, F est une multi-fonction de
sous-ensemble ouvert de R×X dans B et ∂F (t, x) désigne par la frontiere de F (t, x).
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Conclusion et perspectives

Il est connu l’importance de la théorie de point fixe pour trouver des solutions à divèrses
problèmes. A travers ce travail, nous avons fait la lumière à autre méthodes, où on a traits
l’existence des solutions pour les inclusions différentielles par la méthode d’approximation
de type euler, et aussi on a étudie la cathégorie de Baire pour obtenir des solutions à notre
problème.

Dans le futur recherche, on s’intéresse à appliquée la cathégorie de Baire pour obtenir
des solutions sur d’autre type de problème d’inclusions différentielles.
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