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Notations

d(x, y) la distance entre x et y.
(E, d) espace métrique E.
(E,‖.‖) espace normé E.
B(a, r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.
C(J,R) espace de fonctions continues de J = [0, b] dans R.
L1(J,R) espace des fonctions intégrable .
AC(J,R) espace des fonctions absolument continues sur J.
U l’adhérence de U.

∂U la frontière de U.
conv(D) l’enveloppe convexe de D.

EDO équation différentielle ordinaire.
Hd la distance pseudo-métrique de Hausdorf



Introduction

La théorie des équations différentielles est un vaste domaine aussi bien en mathéma-
tiques pures qu’en mathématiques appliquées. Celles-ci sont utilisées pour construire des
modèles mathématiques de phénomènes physiques et biologiques comme pour l’étude de
la radioactivité ou la mécanique céleste sans oublier la technique de datation par le C14 .
Les équations différentielles définies sur la demi droite réelle positive modélisent beaucoup
de phénomènes physique, par exemple dans l’étude du courant instable d’un gaz à travers
un nuage [1] la physique du plasma [2] etc.

La théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initialisée en 1960
par V. Milman et A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975 par
certains chercheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 à 1990, le mérite du dévelop-
pement de cette théorie et de sa popularisation revient au mathématicien américain V.
Lakshmikantham.
A partir de 1991, en plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L. Bys-
zewski, D. Bainov contribuaient à l’enrichissement de la théorie des équations différen-
tielles impulsives où ils lancèrent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats
ont été obtenus dès lors [4].

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaient comme une description
naturelle de nombreux phénomènes d’évolution dans le monde réel.
Cependant, la situation est différente dans certains phénomènes physiques subisant des
changements brusques au cours de leur évolution comme les systèmes mécaniques avec
impact, les systèmes biologiques (battements du coeur, flux du sang,...), la dynamique des
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Notations

populations, la dynamique des cellules etc...
Les inclusions différentielles ordinaires impulsives et les inclusions différentielles fonction-
nelles avec différentes conditions ont été intensément étudiées depuis plusieurs années.
En 1890, Peano [19] prouve que les problèmes de Cauchy pour les équations différentielles
ordinaires admet des solutions locales. Puis en 1923, Kneser [17] a montré que le théo-
rème d’existence de Peano peut être formulé de telle manière que l’ensemble de toutes les
solutions soit non seulement non vide mais est également compact et connexe.
Ce mémoire se compose de quatre chapitres, le premier chapitre sera consacré à des défi-
nitions et des notions générales dont on aura besoin dans les autres chapitres, le deuxième
porte l’existence et l’unicité des solutions d’un problème de Cauchy pour les équations
différentielles ordinaires du premier ordre par des méthodes théoriques et numériques,

y′(t) = f(t, y(t)) t ∈ I

y (t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ Rn
(1)

où I un intervalle, f : I × Rn 7→ Rn une fonction continue.
Le troisième chapitre traite quelques résultats théoriques d’existence et d’unicité des so-
lutions pour un problème de Cauchy impulsives sur un intervalle compact.

ẏ(t) = f(t, y(t)); t ∈ J/ {t1, · · · , tm}
y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik (y (tk)) ; k = 1,2,3, · · · ,m
y(0) = a; a ∈ Rn

(2)

où J = [0, b], f : J × Rn −→ Rn une fonction Carathéodory donnée, et Ik ∈ C (Rn,Rn)
, y
(
t+k
)

= limh→0 y (tk + h) , y
(
t−k
)

= limh→0 y (tk − h)
Le dernier chapitre, traite l’existence des solutions d’un problème d’inclusion différentielle
ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans les deux cas, convexe
et non convexe. :

ẏ(t) ∈ F (t, y(t)), t ∈ J/ {t1, · · · , tm}
y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1,2, . . . ,m

y(0) = a, a ∈ Rn

(3)

Oú F : J × Rn −→ P (Rn) est une multifonction , et Ik ∈ C (Rn,Rn) , ∀k = 1,2, · · · ,m
Nous terminerons ce travail par une conclusion.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit des notations, des définitions, des résultats qui serons
nécessaire dans la suite.

1.1 Définitions et notions fondamentales

Définition 1.1. [5] Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle norme
sur l’espace E toute application notée ‖.‖ définie sur E à valeurs dans R+, vérifiant pour
tout x, y dans E et α dans K

i) ‖x‖ = 0 si seulement si x = 0.
ii) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖.
iii) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖( inégalité triangulaire).

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est complet.
Autrement dit, E est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Exemple 1.1. C ([a, b],Rn) avec a,b ∈ Rn est l’espace de toutes les fonctions y continues
définient de [a,b] dans Rn. le nombre ‖y‖∞ = supt∈[a,b] ‖y(t)‖ défini une norme rendant
(C ([a, b],Rn) , ‖ · ‖∞) un espace de Banach.

On considère C(J,R) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de J = [0, b]
dans R avec la norme de Tchebychev

‖x‖∞ = sup{‖x(t)‖ : t ∈ J},
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1. PRÉLIMINAIRES

et on considère L1(J,R) l’espace de Banach des fonctions mesurables x : J −→ R qui sont
Lebesgue intégrable avec la norme

‖x‖1 =
∫ b

0
‖x(s)‖ds

On désigne par AC(J,R) : l’espace des fonctions absolument continues sur J. Notons
ACi (J,Rn), l’espace des fonctions y : J −→ Rn qui sont i-emme fois différentiables et
dont la i-emme dérivée y(i) est absolument continue.

Définition 1.3. Soient (Ω1,F1) et (Ω2,F2) deux espaces mesurables. L’application f :
Ω1 → Ω2 est dite mesurable si pour tout B ∈ F2, f

−1(B) ∈ F1.

Définition 1.4. (Fonction Carathéodory)
Soient X, Y deux espaces de Banach.
Une application f : J ×X −→ Y est dite Carathéodory si f est vérifiée :

(1) t −→ f(t, x) est mesurable pour tout x ∈ X
(2) x −→ f(t, x) est continue pour tout t ∈ J

L’application f est dite L1− Carathéodory si f est Carathéodory et on a ∀q > 0,
∃`q ∈ L1 (J,R+) :

‖f(t, x)‖ ≤ `q(t) p.p t ∈ J ;∀‖x‖ ≤ q

Exemple 1.2. Soient h : J −→ Y une fonction mesurable et g : X −→ Y une fonc-
tion continue, alors la fonction f : J × X −→ Y définie par f(t, x) = h(t) + g(x) est
Carathéodory.

Définition 1.5 (Fonction localement lipschitzienne). Soient J un intervalle, D un
ouvert de Rn, f : J ×D 7→ Rn. Soient (t0, y0) ∈ I ×D. Soit U ⊂ D un voisinage du point
y0. On dit que f est lipschitzienne par rapport à la variable y dans le voisinage U s’il
existe une constante L > 0 et il existe un voisinage V ⊂ J du point t0 tels que :

‖f (t, y1(t))− f (t, y2(t))‖ ≤ L ‖y1(t)− y2(t)‖

pour y1(t), y2(t) ∈ U, t ∈ V .
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1. PRÉLIMINAIRES

Exemple 1.3. La fonction f : R 7→ R+ :

f(y) = √y

n’est pas lipschitzienne au voisinage de y = 0 . En effet :

lim
(y1,y2)→(0,0)

|f (y1)− f (y2)|
|y1 − y2|

=∞

et par conséquence il ne peut pas exister aucune constante L vérifiant la condition de
Lipschitz. Cependant f est Lipschitzienne sur tout intervalle [a, b] avec b > a > 0. En
effet pour tout y1(t), y2(t) ∈ [a, b] on a :∣∣∣√y1 −

√
y2

∣∣∣
|y1 − y2|

= 1∣∣∣√y1 +√y2

∣∣∣ ≤ 1
2
√
a
.

Et donc la condition de Lipschitz est vérifiée avec L = 1
2
√
a
.

Remarque 1.1. — Si une fonction (d’une variable) est dérivable au voisinage d’un
point et la dérivée est bornée dans ce voisinage, alors la fonction est localement
lipschitzienne. La réciproque est fausse : il y a des fonctions lipschitziennes qui ne
sont pas dérivables.

— Si une fonction est de classe C1 alors elle est localement lipschitzienne.

Exemple 1.4. La fonction f : R 7→ R+ :

f(y) = |y|

est lipschitzienne au voisinage de tout y ∈ R. En fait pour tout y1, y2 ∈ R on a :

|f (y1)− f (y2)| = ‖y1| − |y2||

La condition de Lipschitz est donc vérifiée avec L = 1 :

||y1| − |y2|| ≤ |y1 − y2|

Noter que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en y = 0. Cependant elle est
lipshcitizienne.
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1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.6. Soient (X,d) et (Y,δ) deux espaces métriques. Soit k un réel strictement
positif. On dit que f : X → Y est Lipschitzienne de rapport k si

∀x, y ∈ X : δ(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y)

Si de plus k < 1, on dit que f est contractante.

Définition 1.7. Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compacte si de toute
suite d’élément de M , on peut extraire une sous suite convergente dans M .
M est relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite convergente vers
une limite appartenant à E (i.e si la fermeture de M est compact).

Définition 1.8. Soient E un espace vectoriel normé, Une partie C de E est dite convexe
lorsque deux points quelconques appartient à C, le segment qui les joint est entièrement
contenu dans C. c’est à dire

∀x, y ∈ C, ∀θ ∈ [0,1] : θx+ (1− θ)y ∈ C

Définition 1.9. (Enveloppe convexe) : Soit E un espace de Banach réel, pour tout partie
finie D ⊂ E on désigne par l’enveloppe convexe de D l’intersection de toutes les parties
convexes contenant D, il est définit par la formule suivante :

conv(D) =
{

n∑
i=1

tixi, ti ≥ 0, xi ∈ D
}

avec
n∑
i=1

ti = 1

Lemme 1.1. (Lemme de la projection de Schauder) : Soit K une partie compacte de E.
Alors pour tout ε > 0, il existe une partie finie D et une application p : K → conv(D)
continue telle que ‖p(x)− x‖ < ε pour tout x ∈ K.

Preuve Comme K est compact, il existe D = {x1, x2, . . . , xn} dans K tel que K ⊂⋃n
i=1B (xi, ε) . On dira que D est un εréseau de K. Pour tout i = 1,... on définit les

fonctions continues :

φi(x) =

 ε− ‖x− xi‖ , si x ∈ B (xi, ε)
0 sinon.
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1. PRÉLIMINAIRES

On pose φ = ∑n
i=1 φi. Alors φ(x) > 0 pour tout x ∈ K et on définit la projection de

Schauder p : K → conv(D) comme p(x) = ∑n
i=1

φi(x)
φ(x) xi alors

‖p(x)− x‖ =
∥∥∥∥∥
n∑
i=1

φi(x)
φ(x) xi − x

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
i=1

φi(x)
φ(x) ‖xi − x‖ < ε

Définition 1.10. Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné
toute application linéaire continue de E dans F .

Définition 1.11. (Opérateur complètement continu)
Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à valeurs dans
F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme tout borné
de E en un ensemble relativement compact dans F .

Définition 1.12. (Ensemble uniformément borné)
On dit que M ⊂ C(E,F ) est uniformément borné s’il existe un nombre réel c > 0 tel
que :

‖x(t)‖ ≤ c,∀x ∈M

Définition 1.13. Soient (E, d) un espace métrique et F un un espace vectoriel normé.
On dit qu’une partie A(E;F ) est équicontinue si, pour tout ε > 0, il existe α(ε) > 0 telle
que pour tout f ∈ A,on a

‖f(x)− f(y)‖F 6 ε pour tout x, y ∈ E et d(x, y) < α(ε)

Théorème 1.2. [5](Théorème d’Arzela-Ascoli)
Soient E un espace métrique complet, et J un ensemble compact de R, soit A un sous
ensemble de C(J,E) ; A est relativement compact dans C(J,E) si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :
1. L’ensemble A est uniformément borné i.e il existe une constante K > 0 tel que :

‖f(x)‖ 6 K pour tout x ∈ J et tout f ∈ A

2. L’ensemble A est équicontinu i.e pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| 6 δ ⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ 6 ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A

13



1. PRÉLIMINAIRES

3. Pour tout x ∈ A, l’ensemble {f(x); f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

Lemme 1.3. [5] Si (E, ‖ · ‖) est un espace normé, M ⊂ E et B : M → E une application
contractante, alors (I −B) est un homéomorphisme de M sur (I −B)M .

Théorème 1.4. [5](Convergence dominée de Lebesgue)
Soit Ω un ouvert de Rn et (fn) une suite de fonctions de L1. On suppose que
i) fn(x) −→ f(x)p.p sur Ω.
ii) il existe une fonction g ∈ L1 tel que pour chaque n, |fn(x)| 6 g(x) p.p. sur Ω.
Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1
−→ 0.

1.2 Quelques théorèmes de point fixe

Définition 1.14. (Point fixe)
Un point fixe de f : X −→ X est un point x ∈ X qui est appliqué sur lui même, c.à.d.
f(x) = x.

Théorème 1.5. (Théorème du point fixe de Banach)
Soit (E,d) un espace métrique complet non vide et soit f : E → E une application
contractante. Alors f possède un unique point fixe.

Preuve (i) L’unicité :

On pose que x,y ∈ E deux points fixes de f alors f(x) = x, f(y) = y

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y)

comme 0 < α < 1 donc d(x, y) = 0⇒ x = y.

(ii)L’existence :

On choisit un point x0 ∈ E quelconque et on définit la suite xn = f (xn−1), on montre
par récurrence que d (xn, xn+1) ≤ αnd (x0, x1) pour tout n ∈ N et on montre que la suite
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1. PRÉLIMINAIRES

(xn)n est de Cauchy :

d (xn, xn+p) ≤
p−1∑
n=0

d (xn+k, xn+k+1)

≤
p−1∑
n=0

αn+kd (x0, x1)

≤ αn
p−1∑
n=0

αkd (x0, x1)

≤ αn
1− αp
1− α d (x0, x1)

≤ αn

1− αd (x0, x1)

et donc d (xn, xn+p) → 0 lorsque n → ∞, ceci exprime le fait que (xn)n est une suite de
Cauchy dans E, et comme E est un espace complet, il existe x ∈ E tel que xn → x. Par
continuité, xn+1 = f (xn)→ f(x), d’où f(x) = x. �

Théorème 1.6. [3] (Théorème du point fixe de Brouwer)
Soit C un compact, convexe non vide de Rn et f : C → C une application continue. Alors
f admet au moins un point fixe dans C.

Théorème 1.7. [21](Théorème du point fixe de Schauder)
Soit C un sous ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach E et f : C → C une
application continue telleque f(C) est relativement compact. Alors f possède un point
fixe.
Plus généralement, si C est un compact convexe alors toute fonction continue de C sur
C possède un point fixe.

Preuve On note K l’adhérence de f(C) i.e K = f(C) qui est par hypothèse un compact.
K ⊂ C car C est un fermé (si C est compact alors K = f(C) car f(C) est compact).
Pour chaque n, soit Fn un 1

n
réseau de K i.e Fn = {x1, x2, . . . , xk} ⊂ K telque K ⊂

∪ki=1B
(
xi,

1
n

)
et soit Pn : K → conv (Fn) une projection de Schauder, comme C est

convexe et Fn une partie de C alors conv (Fn) ⊂ C est un sous ensemble convexe et
compact. On définit fn : conv (Fn) → conv (Fn) , fn = Pn ◦ f| conv(Fn). Par le théorème de
Brouwer (fn)n∈R possède au moins un point fixe yn i.e fn(yn) = yn. Or (f (yn))n∈N ⊂ K

qui est compact et donc la suite (f (yn))n∈N possède une sous suite convergente que nous
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1. PRÉLIMINAIRES

noterons de la même manière. On pose

y = lim
n→∞

f (yn) (1.1)

et on a y = limn→∞ f (yn) ∈ C car (f (yn))n∈N ⊂ K ⊂ C fermé d’où contient les limites
de tous ses suites convergentes.
Montrons f(y) = y. En effet :

‖fn (yn)− f (yn)‖ = ‖Pn (f (yn))− f (yn)‖ < 1
n

d’où
y = lim

n→∞
f (yn)

= lim
n→∞

fn (yn)

= lim
n→∞

yn

Alors limn→∞ yn = y

D’aprés l’égalité (1.1) et par la continuité de f , on obtient : f(y) = y. Par conséquent f
admet un point fixe. �

Théorème 1.8. [3] (Alternative non linéaire de Leray et Schauder)
Soit E un e.v.n. et B := B(0, R) une boule fermée dans E.
Supposons que f : B −→ E est une fonction continue , compacte. Alors

(a) ou bien f possède un point fixe dans B.
(b) ou bien il existe x ∈ ∂B et λ ∈]0,1[ tel que x = λf(x).

Théorème 1.9. [21] (Théorème du point fixe de Krasnoselskii)
Soit (E, ‖ · ‖) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermée de
E. On suppose que A,B : M → E sont deux applications satisfaisant :

- Ax+By ∈M, ∀x, y ∈M
- A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact,
- B est une contraction.

Alors ∃x∗ ∈M,Ax∗ +Bx∗ = x∗.

Preuve Soient A,B deux applications vérifiant l’hypothèse, on a B est contractant alors
∃α telque 0 < α < 1 et

‖B(x)−B(y)‖ ≤ α‖x− y‖, ∀x, y ∈M.
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D’aprés le lemme (1.3) :(I−B) : M → (I−B)M est un homeomorphisme alors (I−B)−1

existe et continue sur (I−B)M . D’autre part, pour tout y ∈M l’équation x = B(x)+A(y)
admet unique solution x ∈M puisque l’application x 7→ Bx+Ay définit une contraction
de M dans lui même grâce à théoreme de Banach. Ainsi A(y) ∈ (I − B)M pour tout
y ∈ M et (I − B)−1A : M → M est une application continue car elle est composée de
deux applications continues. Comme A est une application compact alors
(I − B)−1A : M → M est aussi compact car : si A est compact alors AM ⊂ K avec K
compact de E.
(I −B)−1(AM) ⊂ (I −B)−1(K) avec (I −B)−1(K) compact car (I −B)−1 est continue
donc (I −B)−1A : M →M est compact.
D’aprés le théorème de Schauder, (I −B)−1A possède un point fixe dans M . �

1.3 Quelques définitions d’analyse multivoque

Pour un espace métrique (X, d) , les notations suivantes seront employées dans tout
ce mémoire :
• P(X) = {A ⊂ X : A 6= φ}.
• {A ∈ P(X) : A possede la proprieté ′′p′′} , avec p = f(fermé) , p = b(borné) , p =

cp(compact), p = cv(convexe), etc. Alors,
• Pf (X) = {A ∈ P(X) : A ferme}
• Pcp(X) = {A ∈ P(X) : A compact}.
• Pcv(X) = {A ∈ P(X) : A convexe} , avec X muni d’une structure d’un espace

vectoriel ,
• Pcv,cp(X) = Pcv(X) ∩ Pcp(X) , etc.

Définition 1.15. Une multifonction (ou application multivoque) (ou multi application)
F d’un espaceX vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X
un sous-ensemble F (x) de Y . On notera F : X −→ P(Y ) (les notations F : X −→ 2Y et
F : X → ◦Y sont aussi utilisées dans la littérature).

Définition 1.16. On appelle graphe de la multifonction F , l’ensemble :

Graph(F ) = {(x; y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)}

17
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F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X ×Y . On dira aussi que F est fermée
.

Définition 1.17. On appelle image de F l’union des images F (x) :

Im(F ) = ∪x∈XF (x)

et le domaine de F l’ensemble

DomF = {x ∈ X : F (x) 6= ∅}

Définition 1.18. Soit F : X −→ P(Y ) une application multivoque. On dit que F est
fortement mesurable si pour chaque fermé U ⊂ Y , l’ensemble F−(U) = {x ∈ X : F (x) ∩
U 6= ∅} est mesurable dans X .

Lemme 1.10. [14]
Soit X un espace normé séparable. L’application multivoque :
F : J −→ P(X) est mesurable si et seulement si pour chaque x ∈ X, la fonction ϕ :
J −→ [0,+∞[définie par

ϕ(t) = d(x, F (t)) = inf{‖x− y‖ : y ∈ F (t)}, t ∈ J

est Lebesgue mesurable.

Définition 1.19. Soit (E, ‖.‖) un espace de Banach et F : E −→ P(E) une application
multivoque.
On dit que F a un point fixe s’il existe x ∈ X tel que x ∈ F (x).
L’ensemble des points fixes de F sera noté par Fix(F ).
On dit que F est à valeurs (fermées) convexes si F (x) est (fermé) convexe pour tout x ∈ X
et F est totalement bornée si F (A) = ∪x∈AF (x) est borné dans E pour tout ensemble
A ⊂ E, c.à.d.

sup
x∈A
{sup{‖y‖ : y ∈ F (x)}} <∞

Définition 1.20. Soient (X, d), et (Y, ρ) deux espaces métriques et soit F : X −→ P(Y )
une application multivoque.

18
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On dit que F est semi-continu supérieurement (s.c.s) sur X si pour chaque x0 ∈ X

l’ensemble F (x0) est un ensemble non vide, et si pour chaque sous ensemble ouvert N de
Y contenant F (x0), il existe un voisinage ouvertM de x0 tel que F (M) ⊂ N C’est-à-dire,
si l’ensemble F−(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅} est fermé pour n’importe quel ensemble
fermé V dans Y . D’une manière équivalente , F est s.c.s si l’ensemble F+(V ) = {x ∈ X :
F (x) ⊂ V } est ouvert pour chaque ouvert V dans Y .
La fonction F est semi-continue inférieurement (s.c.i) si l’image inverse de V par F

F−(V ) = {x ∈ X : F (x) ∩ V 6= ∅}

est ouverte pour chaque ouvert V dans Y . D’une manière équivalente, F est s.c.i si le
noyau de V par F

F+(V ) = {x ∈ X : F (x) ⊂ V }

est fermé pour n’importe quel ensemble fermé V dans Y .
En conclusion, pour une fonction à valeurs multiples F : J × Rn −→ P (Rn), on prend

‖F (t, z)‖P := sup{‖v‖; v ∈ F (t, z)}

.

Définition 1.21. Une fonction multivoque F est dite Carathéodory si :
(a) la fonction t −→ F (t, z) est mesurable pour chaque z ∈ Rn ;
(b) pour tout t ∈ J la fonction z −→ F (t, z) est semi-continue supérieurement, p.p.

En outre, elle est L1− Carathéodory si F est localement intégrablement bornée,
c.à.d. pour chaque nombre réel positif r , il existe hr ∈ L1 (J,R+) telle que

‖F (t, z)‖P ≤ hr(t) p.p t ∈ J,∀‖z‖ ≤ r

Lemme 1.11. SoitX un espace de Banach. Soit F : [0, b]×X → Pcp,cv(X) une multifonc-
tion L1-Carathéodory avec SF,y 6= 0 et soit Γ un opérateur linéaire continu de L1([0, b], X)
dans C([0, b], X), alors l’opérateur

Γ ◦ SF : C([0, b], X) −→ Pcp,cv(C([0, b], X))

y −→ (Γ ◦ SF ) (y) := Γ (SF,y)

est à graphe fermé dans C([0, b], X)× C([0, b], X), où

SF,y =
{
v ∈ L1([0, b], X) : v(t) ∈ F (t, y(t)); t ∈ [0, b]

}
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Définition 1.22. On considère la distance pseudo-métrique de Hausdorf :

Hd : P (Rn)× P (Rn) −→ R+ ∪ {+∞}

définie par

Hd(A,B) = max
{

sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)
}

où d(A, b) = infa∈A d(a, b), d(a,B) = infb∈B d(a, b) . Donc (Pb,f (Rn) , Hd) est un espace
métrique et (Pf (Rn) , Hd) est un espace métrique généralisé. D’ailleurs, Hd satisfait l’in-
égalité triangulaire. Et si x0 ∈ Rn, on a

d (x0, A) = inf
x∈A

d (x0, x) et Hd ({x0} , A) = sup
x∈A

d (x0, x)

Définition 1.23. Une multifonction F : Rn −→ P (Rn) s’appelle :
(a) k−Lipschitz s’il existe k > 0 telle que

Hd(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y),∀x, y ∈ Rn

(b) Une contraction s’il est k−Lipschitz avec k < 1 .

Lemme 1.12. [21] Soit (X, d) un espace métrique complet. Si F : X → Pf (X) est
contractante, alors Fix(F ) 6= ∅.

Lemme 1.13. [21] Pour une multifonction F : X → Pcp(Y ) s.c.s. on a

∀x0 ∈ X, lim
x→x0

supF (x) = F (x0)

Lemme 1.14. [21] Soit (Kn)n ⊂ K tel que K est un sous ensemble compact de X, et X
est un espace de Banach separable. Alors

co
(

lim
n→∞

supKn

)
= ∩N>0co (∪n≥NKn)

Où co désigne l’enveloppe convexe.
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1.4 Sélection

Définition 1.24. (Sélection )
Une fonction f : X −→ Y est dite sélection de l’application multivoque F : X −→ P(Y )
si,

f(x) ∈ F (x);∀x ∈ X

Définition 1.25. ( Sélection continue (mesurable))
Une sélection f : X −→ Y d’une application multivoque F : X −→ P(Y ) est dite
sélection continue(mesurable), si f est continue(mesurable).

Théorème 1.15. ( Kuratowski-Ryll Nardzewski)
Soit (Ω,Σ) un espace mesurable , soit F : Ω → P(X) une multi-fonction mesurable
à valeurs fermées non vides et supposons X séparable. Alors F admet au moins une
sélection mesurable.

Preuve : Soit (xn)n∈N une suite dense dans X . Pour tout ω ∈ Ω, il existe n ∈ R telle
que

F (ω) ∩B (xn, 1) 6= ∅

On pose que f0(ω) = xn, où n est le plus petit entier dont la distance à F (ω) est strictement
inférieure à 1. On va vérifier que f0 et mesurable . Soit V un ouvert dans X , alors il suffit
de montrer que

f−1
0 (V ) = {ω ∈ Ω : f0(ω) ∈ V } ∈ Σ

Par définition de f0, on a

f−1
0 (xn) = F− (B (xn, 1)) \ ∪m<n F− (B (xm, 1))

D’oú
f−1

0 (V ) = F− (B (xn, 1) ∩ V ) \ ∪m<n F− (B (xm, 1) ∩ V ) ∈ Σ

Donc f0 est mesurable. Comme X est séparable , alors on peut vérifier facilement qu’il
existe xm ∈ X telle que

F (ω) ∩B (xn, 1) ∩B (xm, 1/2) 6= ∅, ∀ω ∈ Ω
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Soit f1(ω) = xr , où r est le plus petit entier naturel tel que pour ω ∈ Ω,

d (f0(ω), F (ω)) < 1 et d (f0(ω), f1(ω)) < 1/2

On suppose que
d (fk(ω), F (ω)) < 1

2k 0 ≤ k ≤ m,∀ω ∈ Ω

et
d (fk(ω), fk+1(ω)) < 1

2k+1 0 ≤ k ≤ m− 1,∀ω ∈ Ω

On montre qu’il existe fm+2 vérifiant

d (fm+1(ω), F (ω)) < 1
2m+1 , ∀ω ∈ Ω

et
d (fm+1(ω), fm+2(ω)) < 1

2m ,∀ω ∈ Ω

D’après la construction de fm et fm+1 , on utilise la séparabilité de X pour définir fn+m+2

F (ω) ∩B (xn, 1) ∩B
(
xn+1,

1
2

)
∩ . . . ∩B

(
xn+m,

1
2m
)
∩B

(
xn+m+1,

1
2m+1

)
6= ∅,∀ω ∈ Ω

où fm+2(ω) = xn+m+1 et n + m + 1 est le plus petit entier naturel vérifiant l’inégalité
ci-dessus et

d (fn+m(ω), fn+m+1(ω)) < 1
2m ,∀ω ∈ Ω

On en déduit que
d (fm+1(ω), F (ω)) < 1

2m+1 , ∀ω ∈ Ω

et
d (fm+1(ω), fm+2(ω)) < 1

2m ,∀ω ∈ Ω

On pose que
Sn = {ω ∈ Ω : fk(ω) = xn} = f−1

k (xn) ∈ Σ

Alors les ensembles {Sn : n ∈ N} forment une partition de Ω en ensembles mesurables.
Soit ω ∈ Ω . Alors il existe n, k ∈ N tel que F (ω) ∩ B

(
xn, 2−k

)
(qui est non vide

par hypothèse) ; de plus il existe un plus petit entier r tel que la distance entre xr et
F (ω) ∩B

(
xn, 2−k

)
soit inférieure strictement à 2−(k+1). On pose que fk+1(ω) = xr.

d (fk(ω), F (ω)) ≤ d
(
fk(ω), F (ω) ∩B

(
xn, 2−k

))
< 2−k
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et pour tout z ∈ F (ω)

d (fk(ω), fk+1(ω)) ≤ d (fk(ω), z) + d (z, fk+1(ω)) < 2−k + 2−(k+1) < 2−k+1

Donc
∪n≥1Sn = Ω

Pour tout ω , la suite (fk(ω))k∈N st de Cauchy dans X , et donc converge vers un cer-
tain élément f(ω) ∈ X Alors f est mesurable (car f est une limite simple de fonctions
mesurables). De plus, par

d (fk(ω), F (ω)) < 1
2k

et du fait que F est à image fermée ,

f(ω) ∈ F (ω) pour tout ω ∈ Ω

c’est-à-dire que f est une sélection mesurable de F . �

Théorème 1.16. [12] Soit X un espace métrique séparable, et F : X −→ Pf (Y ) une
application multivoque . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F est mesurable ;
(2) pour chaque x ∈ X , la fonction ω −→ h(ω) := d(x, F (ω)) est mesurable ;
(3) F admet des sélections mesurables fn, n ∈ N telles que

F (ω) = {fn(ω) : n ∈ N}

Définition 1.26. [13] Un sous-ensemble A ⊂ L1(J,E) est décomposable si pour tout
u, v ∈ A et pour tout sous-ensemble Lebesgue mesurable I ⊂ J on a :

uχI + vχJ\I ∈ A

où χ est la fonction caratéristique.

Définition 1.27. Soit F : J × E → P(E) une multi-application à valeurs fermées non
vides, à F on associe l’opérateur multivoque F : C(J,E) → P (L1(J,E)) défini par
F(y) = SF,y. L’opérateur v est appelé opérateur de Nemyts’kii associé à F .
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Définition 1.28. Soit une multi-application à valeurs compactes non vides. On dit que
F est de type s.c.i. (t.s.c.i.) si l’opérateur de Nemyts’kii associé à F est s.c.i. et est à
valeurs non vides et décomposables.

Une condition sufisante d’existence des fonctions de type s.c.i. est assurée par le résultat
suivant :

Lemme 1.17. [13]
Soit F : J × R→ Pcp(R) une multi-fonction intégrablement bornée vérifiant la condition
suivante :  (a) (t, x) 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable.

(b) x 7→ F (t, x) est s.c.i.p.p.t ∈ J

Alors F est de type s.c.i.

Théorème 1.18. [7] (théorème de sélection de Bressan-Colombo) Soit X un espace
métrique séparable et E un espace de Banach. Alors tout opérateur s.c.i. N : X →
Pf (L1(J,E)) à valeurs décomposables fermées possède une sélection continue,
i.e. il existe une fonction univoque continue f : X → L1(J,E) telle que f(x) ∈ N(x) pour
tout x ∈ X.

Lemme 1.19. [7] Soient X un espace de Banach, C un sous ensemble convexe de X , U
un sous ensemble ouvert de C, et F : U → Pcp,cv(X) une multifonction s.c.s et compacte,
alors :

(a) ou bien ∃u ∈ ∂U ;∃λ ∈]0,1[ tel que u ∈ λF (u),
(b) ou bien F admet un point fixe dans U .
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Chapitre 2
Problème de Cauchy pour les équations
différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on va donner quelques résultats d’existence et unicité d’un problème
de Cauchy pour les équations différentielles ordinaires du premier ordre par des méthodes
théoriques et numériques.

2.1 Équation différentielle ordinaire

Une équation différentielle ordinaire, c’est une équation définie en termes d’une variable
t ∈ I, I intervalle réel, une fonction inconnue y : I 7→ Rn et ses dérivées par rapport à t,
en formule :

F (t, y(t), y′(t), y′′(t), · · · ) = 0

Une fonction y qui vérifie F (t, y(t), y′(t), y′(t), · · · ) = 0 s’appelle solution de l’EDO .
Une EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’à l’ordre k.

Exemple 2.1. Les équations :

y′(t)− t = 0
y(2)(t)− y(t) = 0
ey

(2)(t) − t2 + y = 0

sont des équations différentielles ordinaires.
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Si n = 1 on parle d’équation différentielle scalaire. Si n > 1 on parle d’équation différen-
tielle vectorielle. Par exemple l’équation pour l’inconnue y(t) = (y1(t), y2(t))) ∈ R2 :

y′(t) = ‖y‖2y,

est un premier exemple simple d’équation vectorielle.

Exemple 2.2. L’EDO d’ordre 2 la plus célèbre est la deuxième loi de Newton :

F (x) = mx′′(t)

qui décrit par exemple la dynamique d’un point matérielle soumis à la résultante des
forces F.

On peut écrire la loi de Newton en termes du système : x′(t) = v

v′(t) = 1
m
F (x)

de deux équations d’ordre 1.

En general une équation scalaire d’ordre k peut être écrite comme un système de k équa-
tions d’ordre 1 .
Dans la suite on va considérer des équations différentielles d’ordre k sous la forme normale :

y(k) = f
(
t, y, · · · , y(k−1)

)
, k ∈ N.

2.2 Problème de Cauchy

Soit I un intervalle, f : I × Rn 7→ Rn une fonction donnée. On considère l’EDO

y′(t) = f(t, y(t)),

on peut penser à cette équation comme un phénomène évolutif en temps ( la variable t
). Comme le problème de déterminer toutes les primitives d’une fonction donnée, cette
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problème admet en genéral un nombre infini de solutions. Pour choisir une solution par-
ticulière on impose une condition initiale, c’est à dire

y (t0) = y0

ce qui veut dire que à l’instant initial t0 la loi evolutive vaut y0.

Définition 2.1. On appelle problème de Cauchy le problème suivant
y′(t) = f(t, y(t)) t ∈ I

y (t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ Rn

Définition 2.2. On appelle solution du probleme de Cauchy toute fonction y : J → Rn

avec J ⊂ I, t0 ∈ J qui vérifie :
y′(t) = f(t, y(t)) t ∈ I

y (t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ Rn

Notation : On note (J ; y) une solution telle que ci-dessus.

Définition 2.3. Forme integrale du solution
Un couple (J ; y) est solution du Problème de Cauchy si, et seulement si, l’equation inte-
grale suivante est verifiee :

∀t ∈ J, y(t) = y0 +
∫ t

t0
f(s, y(s))ds

Définition 2.4. (J ; y) solution locale si (J ; y) solution et J voisinage de t0 dans I.
-Prolongement de solution locale : si (J ; y) et (J̃ ; ỹ) sont des solutions locales, on dit que
(J̃ ; ỹ) prolonge (J ; y) si J̃ contient J et y coincide avec ỹ sur J ; dans ce cas on dit aussi
que (J ; y) est restriction de (J̃ ; ỹ).
-Solution maximale : une solution locale (J ; y) est dite maximale si elle n’a pas d’autre
prolongement.
-Solution globale : une solution locale (J ; y) est dite globale si elle est definie partout, ie.
si I = J
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2.3 Existence par méthodes théoriques

2.3.1 Théorème de Cauchy - Lipschitz

Théorème 2.1. [9]Cauchy - Lipschitz
Soient I un intervalle, D un ouvert de Rn, f : I × D 7→ Rn. Soient (t0, y0) ∈ I × D. Si
f est continue et lipschitzienne par rapport à sa deuxième variable dans un voisinage du
point y0, alors le problème de Cauchy y′(t) = f(t, y(t)) t ∈ I

y (t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ D

admet une unique solution y définie dans un voisinage du point t0.
De plus la solution est de classe C1 dans ce voisinage.

Preuve -Cylindre de sécurité

Comme I et D sont ouverts, il existe S0 = [t0 − T0, t0 + T0]×B (y0, r0) un cylindre inclus
dans I ×D.

Comme f est localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable, on peut
choisir r0 assez petit pour que f soit k -lipschitzienne sur S0.
De plus, sur S0, f est bornée par une constante M .
Soit T 6 T0, et y une solution du problème de Cauchy définie au moins sur I0 ⊂
[t0 − T, t0 + T ]. Supposons qu’elle sorte du cylindre S = [t0 − T, t0 + T ] × B (y0, r0) au
temps τ ∈ [t0 − T, t0 + T ] alors, par continuité,

r0 = ‖y(τ)− y0‖ =
∥∥∥∥∫ τ

t0
y′(u)du

∥∥∥∥ 6 TM

Donc si T 6 min
(
T0,

r0
M

)
, alors toute solution définie sur I0 ⊂ [t0 − T, t0 + T ] reste dans

la boule B (y0, r0) .
On nommera cylindre de sécurité l’ensemble C = [t0 − T, t0 + T ]×B (y0, r0).
- Application du théorème de point fixe de Banach

On note F = C
(
[t0 − T, t0 + T ] , B (y0, r0)

)
et pour y ∈ F , on appelle φ(y) la fonction

définie sur [t0 − T, t0 + T ] comme suit :

φ(y)(t) = y0 +
∫ t

t0
f(u, y(u))du
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Comme F muni de la norme uniforme est une partie complète, et comme φ : F → F , on
va appliquer un théorème de point fixe de Banach.
Soient y1, y2 ∈ F ,

|φ (y1)− φ (y2)| (t) =
∣∣∣∣∫ t

t0
(f (u, y1(u))− f (u, y2(u))) du

∣∣∣∣
6 k

∫ t

t0
|y1(u)− y2(u)| du

6 kT ‖y1 − y2‖

Donc ‖φ (y1)− φ (y2)‖ 6 kT ‖y1 − y2‖ . Et en particulier, si on choisit T < 1
k
, alors φ est

contractante.
On a donc existence et unicité d’une solution au problème de Cauchy sur [t0 − T, t0 + T ].
-

2.3.2 Théorème de Cauchy-Arzela-Peano

Si f est seulement continue, le théorème de Cauchy-Arzela-Peano donne l’existence
d’une solution.

Théorème 2.2. [22]
Soit I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de Rn et f : I × Ω → Rn une application
continue.
Alors, si t0 ∈ I et y0 ∈ Ω sont donnés, le problème suivant admet au moins une solution
y de classe C1 définie sur un certain intervalle dans I de la forme [t0 − T, t0 + T ] avec
T > 0.

(P ) :

 y′(t) = f(t, y(t))
y (t0) = y0

Preuve -Cylindre de sécurité

Comme I et Ω sont ouverts, il existe S0 = [t0 − T0, t0 + T0]×B (y0, r0) un cylindre inclus
dans I × Ω.
S0 est compact donc f est bornée sur S0 par une constante M .
Soit T 6 T0, et y une solution du problème définie au moins sur I0 ⊂ [t0 − T, t0 + T ]. Sup-
posons qu’elle sorte du cylindre S = [t0 − T, t0 + T ]×B (y0, r0) au temps τ ∈ [t0 − T, t0 + T ]
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alors, par continuité,

r0 = ‖y(τ)− y0‖ =
∥∥∥∥∫ τ

t0
y′(u)du

∥∥∥∥ 6 TM

Donc si T 6 min
(
T0,

r0
M

)
, alors toute solution définie sur I0 ⊂ [t0 − T, t0 + T ] reste dans la

boule B (y0, r0). On nommera cylindre de sécurité l’ensemble [t0 − T, t0 + T ]×B (y0, r0).
-Application du théorème de point fixe de Schauder

On note E = C ([t0 − T, t0 + T ] ,Rn) et F = C
(
[t0 − T, t0 + T ] , B (y0, r0)

)
. Alors E est

un R− espace vectoriel normé et F est un convexe fermé non vide.
Pour y ∈ F , on appelle φ(y) la fonction définie sur [t0 − T, t0 + T ] comme suit :

φ(y)(t) = y0 +
∫ t

t0
f(u, y(u))du

Par convergence dominée, φ est continue, puis comme MT 6 r0, on a φ : F → F.

Supposons que φ(F ) est relativement compacte, alors par le théorème de Schauder, on a
existence d’un point fixe dans F de φ, c’est à dire une solution à notre équation différen-
tielle définie sur [t0 − T, t0 + T ].

- φ(F ) est relativement compacte

[t0 − T, t0 + T ] est compact.
-On a

‖ φ(y)(t) ‖ = ‖ y0 +
∫ t

t0
f(u, y(u))du ‖

≤ ‖ y0 ‖ +
∫ t

t0
‖ f(u, y(u)) ‖ du

≤ ‖ y0 ‖ +TM.

D’où φ(F ) est uniformement bornée.
-Puis si y ∈ C et t1, t2 ∈ [t0 − T, t0 + T ] alors

‖φ(y) (t1)− φ(y) (t2)‖ = ‖
∫ t1

t2
f(u, y(u)))du‖ 6M |t1 − t2|

On en déduit que les fonctions de φ(F ) sont M− lipschitziennes sur [t0 − T, t0 + T ], donc
forment une famille équicontinue. Le théorème d’Ascoli permet alors de dire que φ(F ) est
relativement compacte. �
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2.4 Méthodes numériques de résolution

Pour des problèmes de Cauchy d’un intérêt pratique, on trouve rarement la solution
y(t) exprimée avec une formule exacte. On a vu qu’une solution de problèmes de Cauchy
est obtenue en intégrant de t0 à t :

y(t) = y (t0) +
∫ t

t0
f(s, y(s))ds

Le problème avec cette solution est que l’inconnue y se trouve sous l’intégrale.
On reprend les notations précédentes concernant un cylindre de sécurité, et on ne s’occupe
pour simplifier que des solutions à droite c’est à dire sur l’intervalle [t0, t0 + T ].
on supposera que f satisfait aux conditions du théorème de Cauchy-Lipschitz. Ceci assure
que le problème de Caushy admet une unique solution.On notera t 7→ y(t) la solution
unique du problème sur [t0, t0 +T ] dont le graphe est contenu dans un cylindre de sécurité
[t0 − T, t0 + T ]×B (y0, r0)
Nous avons choisi ici d’exposer le cas des équations unidimensionnelles dans le seul but de
simplifier les notations ; le cas des systèmes dans Rn est tout à fait identique, à condition
de considérer y et f comme des fonctions vectorielles.
Etant donné une subdivision t0 < t1 < . . . < tN = t0 + T de [t0, t0 + T ] ; on cherche à
déterminer des valeurs approchées yn des valeurs y(tn) ; prises par la solution exacte y.
On notera les pas successifs

hn = tn+1 − tn, 0 ≤ n ≤ N − 1

et
hmax = max

n
(hn)

le maximum du pas.

Définition 2.5. Une méthode (ou schéma ) à un pas explicite est une équation de récur-
rence de la forme  yn+1 = yn + hnΦ (tn, yn, hn) , 0 ≤ n ≤ N − 1

tn+1 = tn + hn

Le domaine de définition de Φ contient au moins U × [0, δ], δ > 0
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Définition 2.6. Un schéma à un pas est dit implicite s’il est de la forme yn+1 = yn + hnΦ (tn, yn, yn+1, hn) , 0 ≤ n ≤ N − 1
tn+1 = tn + hn

C’est-à-dire si Φ dépend non linéairement de yn+1

Pour ce type de méthodes il s’agira le plus souvent de s’assurer que l’équation

y = yn + hΦ (tn, yn, y, h)

a une unique solution du moins pour tout h, assez petit. Dans les cas les plus courants
cela résultera du théorème des fonctions implicites.

2.4.1 Méthodes d’Euler

Une façon d’obtenir une multitude de schémas, est d’intégrer le problème sur [tn, tn+1]

y (tn+1)− y (tn) =
∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt

et ensuite d’approcher l’intégrale.
Par exemple
- Intégration par la méthode des rectangles à gauche∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt ≈ hnf (tn, y (tn))

ce qui donne le schéma d’Euler explicite.

yn+1 = yn + hnf (tn+1, yn+1)

- Intégration par la méthode des rectangles à droite∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt ≈ hnf (tn+1, y (tn+1))

ce qui donne le schéma d’Euler implicite

yn+1 = yn + hnf (tn+1, yn+1)
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-Intégration par la méthode du point milieu :∫ tn+1

tn
f(t, y(t))dt ≈ hnf

(
tn + hn

2 , y
(
tn + hn

2

))
ici, on connaît uniquement la valeur de yn ; et pour donner une approximation de la
solution au point tn + hn

2 ; on utilise le schéma d’Euler explicite

y

(
tn + hn

2

)
≈ y (tn) + hn

2 f (tn, y (tn))

ce qui donne le schéma d’Euler modifié

yn+1 = yn + hn

(
f

(
tn + hn

2 , yn + hn
2 f (tn, yn)

)
Exemple 2.3. on considère le problème de Cauchy suivant y′(t) = −y(t)

y(0) = 1

dans l’intervalle temps [0;T ] : La solution exacte est clairement donnée par y(t) = e−t :
On suppose que les pas de temps sont constants, c’est-à-dire hn = h = T

N
, 0 ≤ n ≤ N−1 :

Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas :

yn+1 = yn − hyn = (1− h)yn

et donc
yn+1 = (1− h)n

d’où
yN = (1− h)T

h → e−T quand h→ 0

2.4.2 Méthodes de Taylor d’ordre p

Supposons maintenant que f soit de classe Cp ; on a vu alors que la solution exacte y
de problème est de classe Cp+1 et on a défini des fonctions f (k) construites par récurrence
à partir de f et de ses dérivées partielles telles que y(k)(t) = f [k−1](t, y(t)) ; pour k =
1, . . . , p+ 1 : La formule de Taylor d’ordre p donne

y (tn + hn) = y (tn) +
p∑

k=1

1
k!h

k
nf

[k−1] (tn, y (tn)) + o (hpn)
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ou avec la formule de Taylor avec reste de Lagrange :

y (tn + hn) = y (tn)+
p∑

k=1

1
k!h

k
nf

[k−1] (tn, y (tn))+ 1
(p+ 1)!h

p+1
n f [p] (tn + θhn, y (tn + θhn)) , θ ∈]0,1[

On est donc amené à considérer l’algorithme suivant, appelé méthode de Taylor d’ordre p

(Tp)

 yn+1 = yn +∑p
k=1

1
k!h

k
nf

[k−1] (tn, yn)
tn+1 = tn + hn

D’après la définition 2.5, cet algorithme correspond au choix Φ(t, y, h) = ∑p
k=1

1
k!h

k−1f [k−1](t, y(t)) :
On peut remarquer facilement que la méthode d’Euler n’est autre que la méthode de Tay-
lor (T1).
Remarque : La méthode de Taylor n’est en général pas utilisée en pratique car le calcul
des valeurs f [k] est trop coûteux.

2.4.3 Méthodes de type Runge-Kutta

Les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir une plus grande précision que
les méthodes d’Euler (dans le sens où elles donnent en général des solutions numériques
plus proches des solutions analytiques que les méthodes d’Euler). Cette précision est
obtenue par l’utilisation d’un pas de calcul intermédiare. Les deux méthodes de Runge-
Kutta les plus employées sont l’algorithme dit (RK2) à deux pas de calcul et l’algorithme
dit (RK4) à quatre pas de calcul.

Description de la méthode

On considère comme d’habitude le problème de Cauchy y′(t) = f(t, y(t)) (E)
y (t0) = y0 (I)

avec une solution exacte y(t) sur [t0; t0 +T ] et une subdivision t0 < t1 < . . . < tN = t0 +T

L’idée est de calculer par récurrence les points (tn; yn) en utilisant des points intermédiaires
(tn,i, yn,i) avec

tn,i = tn + cihn, 1 ≤ i ≤ q, ci ∈ [0,1]
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A chacun de ces points on associe la pente correspondante

pn,i = f (tn,i, yn,i)

Soit y la solution exacte de l’équation (E) : On a

y (tn,i) = y (tn) +
∫ tn,i

tn
f(t, y(t))dt

= y (tn) + hn

∫ ci

0
f (tn + uhn, y (tn + uhn)) du

grâce au changement de variable t = tn + uhn : De même

y (tn+1) = y (tn) + hn

∫ 1

0
f (tn + uhn, y (tn + uhn)) du

On se donne alors pour chaque i = 1,2, . . . , q une méthode d’intégration approchée∫ ci

0
g(t)dt '

i−1∑
j=1

aijg (cj) , (Mi)

ces méthodes pouvant être différentes. On se donne également une méthode d’intégration
approchée sur [0; 1] ∫ 1

0
g(t)dt '

q∑
j=1

bjg (cj)

En appliquant ces méthodes d’intégration à g(u) = f (tn + uhn, y (tn + uhn)),il vient

y (tn,i) ' y (tn) + hn
i−1∑
j=1

aijf (tn,j, y (tn,j))

y (tn+1) ' y (tn) + hn

q∑
j=1

bjf (tn,j, y (tn,j))

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par l’algorithme

tn,i = tn + cihn

yn,i = yn + hn
∑i−1
j=1 aijpn,j

pn,i = f (tn,i, yn,i) , 1 ≤ i ≤ q

tn+1 = tn + hn

yn+1 = yn + hn
∑q
j=1 bjpn,j

35



Chapitre 3
Problème de Cauchy pour les équations
différentielles impulsives

Ce chapitre traîte l’existence et l’unicité des solutions d’un problème de Cauchy sur les
équations différentielles ordinaires impulsives de premier ordre sur un intervalle compact.

On considère le problème de Cauchy suivant :
ẏ(t) = f(t, y(t)); t ∈ J/ {t1, · · · , tm}

y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik (y (tk)) ; k = 1,2,3, · · · ,m
y(0) = a; a ∈ Rn

(3.1)

où J = [0, b], f : J × Rn −→ Rn une fonction Carathéodory donnée, et Ik ∈ C (Rn,Rn)
, y
(
t+k
)

= limh→0 y (tk + h) , y
(
t−k
)

= limh→0 y (tk − h)

3.1 L’espace des solutions

soient Jk =]tk, tk+1], k = 1, · · · ,m; J0 = [0, t1] ; 0 < t1 < t2 < · · · < tm < tm+1 = b

et soit yk la restriction de la fonction y sur Jk. On considére l’espace :
PC =

{
y : J −→ Rn/yk ∈ C (Jk,Rn) , k = 0,1, · · · ,m, et y

(
t−k
)

et y
(
t+k
)

existent et
satisfaint y

(
t−k
)

= y (tk) ,∀k = 1,2, · · · ,m}
muni de la norme :

‖y‖PC = max {‖y‖Jk
: k = 0,1, · · · ,m} = sup

t∈[0,b]
‖y(t)‖
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oú
‖y‖Jk

= sup
t∈Jk

‖y(t)‖

Lemme 3.1. [20] L’espace (PC, ‖ · ‖PC) est un espace de Banach.

Preuve Soit (yq)q une suite de Cauchy dans PC , alors

∀ε > 0,∃n0 ∈ IN,∀q0, q1 ≥ n0 =⇒ ‖yq0 − yq1‖PC ≤ ε

tq
‖yq0 − yq1‖PC = sup

t∈[0,b]
‖yq0(t)− yq1(t)‖

Comme yq ∈ PC alors yq ∈ C(J0,Rn), et on a

‖yq − yq1‖J0
≤ ‖yq − yq1‖PC ≤ ε

donc (yq)q est une suite de Cauchy dans C (J0,Rn) alors on a ∃y0 ∈ C (J0,Rn) tq

‖yq − yq0‖J0
−→ 0 quand q −→∞

On a aussi yq ∈ C(J1,Rn), on considére la suite des fonctions :

ỹq(t) =


yq(t);t ∈]t1, t2]

yq
(
t+
)

;t = t1

alors (ỹq)q est une suite de Cauchy dans C ([t1, t2] ,Rn) , donc ∃y1 ∈ C ([t1, t2] ,Rn) tq
limq→∞ ỹq = y1

lim
q→∞

yq = y1; ∀t ∈]t1, t2]; lim
q→∞

ỹq (t1) = lim
q−→∞

yq
(
t+1
)

= y1 (t1)

Donc ‖yq − y1‖J1
−→ 0 quand q →∞

Par analogie, on peut continuer la démonstration jusqu’à l’étape "m", d’oú
limq→∞ ‖yq − y‖PC = 0 ; tq :

y(t) =



y0(t); t ∈ J0

y1(t); t ∈ J1
... ...

ym(t); t ∈ Jm
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Définition 3.1. Une fonction y ∈ PC est dite solution du (3.1) si

ẏ(t) = f(t, y(t)), t ∈ J
y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik (y (tk)) , k = 1,2, · · · ,m

et
y(0) = a

.

Lemme 3.2. [20]
Une fonction y ∈ PC∩∪mk=1AC (Jk, IRn) est une solution du problème (3.1) si et seulement
si :

y ∈ PC ∩ ∪mk=1AC (Jk, IRn) , y(t) = a+
∫ t

0
f(s, y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk)) , t ∈ [0, b]

(3.2)

Preuve Soit t ∈ J
-si t ∈ [0, t1]on a y(t) = a+

∫ t
0 f(s, y(s))ds.

-si t ∈ [t1, t2] , la solution du problème


ẏ(t) = f(t, y(t))

y
(
t+1
)

= y
(
t−1
)

+ I1 (y (t1))

est donnée comme :

y(t) = y
(
t+1
)

+
∫ t

t1
f(s, y(s))ds

= (y (t1) + I1 (y (t1))) +
∫ t

t1
f(s, y(s))ds

= y (t1) +
∫ t1

t
f(s, y(s))ds+ I1 (y (t1))

=
(
a+

∫ t1

0
f(s, y(s))ds

)
+
∫ t

t1
f(s, y(s))ds+ I1 (y (t1))

= a+
∫ t

0
f(s, y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

et ainsi de suite
.
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.

.
-si t ∈ [tm, b] on trouve aussi :

y(t) = a+
∫ t

0
f(s, y(s)) +

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

Inversement il est facile de démontrer que si y est une solution de l’équation integrale
(3.2) alors y est solution du problème (3.1). �

3.2 Résultats d’existence

On utilisons trois méthodes pour montrer l’existence des solutions :

3.2.1 Par théorème de Banach

Théorème 3.3. [18] Supposons qu’il existe une fonction ` ∈ L1 ([0, b],R+) telle que :

‖f(t, x)− f(t, y)‖ < `(t)‖x− y‖; ∀x, y ∈ Rn

Alors le problème (3.1) admet une solution unique.

1.L’existence :

On considére le problème (3.1) sur [0, t1]

 ẏ(t) = f(t, y(t)); t ∈ J0 = [0, t1]
y(0) = a

(3.3)

On considére l’opérateur N1 définie par

N1 : C ([0, t1] ;Rn) −→ C ([0, t1] ;Rn)
y −→ N1y

N1y(t) = a+
∫ t

0 f(s, y(s))ds; t ∈ [0, t1]

Soient x, y ∈ C ([0, t1] ;Rn) , et t ∈ [0, t1]
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‖N1x(t)−N1y(t)‖ ≤
∫ t

0
`(s)‖x(s)− y(s)‖ds

≤ 1
τ

∫ t

0
τ`(s)eτL(s)ds‖x− y‖BC ; L(t) =

∫ t

0
`(s)ds

≤ 1
τ
eτL(t)‖x− y‖BC

Donc
e−τL(t) ‖N1x(t)−N1y(t)‖ ≤ 1

τ
‖x− y‖BC ; t ∈ [0, t1]

Alors
‖N1x−N1y‖BC ≤

1
τ
‖x− y‖BC

oú , ‖y‖BC = supt∈[0,t1] e
−τL(t)‖y(t)‖.

pour τ ∈ [1,+∞|;N1 est contractant, donc

∃!y0 ∈ C ([0, t1] ;Rn) : N1y0 = y0

D’oú y0 est la solution de (3.3).
- On considére le problème (3.1) sur |t1, t2]

 ẏ(t) = f(t, y(t));
y
(
t+1
)

= y0 (t1) + I1 (y0 (t1))
t ∈ J1 =]t1, t2] (3.4)

On considére l’espace C∗ =
{
y ∈ C (J1,Rn) /y

(
t+1
)

existe
}
, (C∗; ‖ · ‖J1) est un es-

pace de Banach.
Soit

N2 : C∗ −→ C∗

y −→ N2y

N2y(t) = y0 (t1) + I1 (y0 (t1)) +
∫ t
t1
f(s, y(s))ds; t ∈]t1, t2]

Soient x, y ∈ C∗ , et t ∈ [t1, t2]

‖N2x(t)−N2y(t)‖ ≤
∫ t

t1
`(s)‖x(s)− y(s)‖ds

≤ 1
τ

∫ t

t1
τ`(s)eτL(s)ds‖x− y‖BC ; L(t) =

∫ t

t1
`(s)ds

≤ 1
τ
eτL(t)‖x− y‖BC
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Alors
e−τL(t) ‖N2x(t)−N2y(t)‖ ≤ 1

τ
‖x− y‖BC ; t ∈]t1, t2]

Donc
‖N2x−N2y‖BC ≤

1
τ
‖x− y‖BC

Alors pour τ ∈ [1,+∞ [;N2 est contractant, donc

∃!y1 ∈ C(|t1, t2];Rn) : N2y1 = y1

et on a

y1
(
t+1
)

= N2y1
(
t+1
)

= y0 (t1) + I1 (y0 (t1)) + lim
t→t1

∫ t

t1
f(s, y(s))ds

Donc y1 est la solution de (3.4). Par suite, la solution du problème (3.1) est donnée
par :

y∗(t) =



y0(t), t ∈ [0, t1]
y1(t), t ∈ [t1, t2]

... ...
ym(t), t ∈]tm, b]

2. L’unicité :

Soient y∗, y∗∗ deux solutions du problème de Cauchy (3.1) ; on va montrer que :
y∗(t) = y∗∗(t),∀t ∈ J = [0, b]
Si t ∈ J0 = [0, t1] alors y∗(t) = y∗∗(t),∀t ∈ [0, t1]
Si t ∈ Ji = |ti, ti+1] donc y∗(t) = y∗∗(t),∀t ∈]ti, ti+1}; y∗

(
t+i
)

= y∗∗
(
t+i
)
, i ∈ {1,2, · · · ,m}?

on a :y∗
(
t+i
)
− y∗

(
t−i
)

= Ii (y∗ (ti)) implique que :
y∗
(
t+i
)

= y∗
(
t−i
)

+ Ii (y∗ (ti)) = y∗∗ (ti) + Ii (y∗∗ (ti)) = y∗∗
(
t+i
)

3.2.2 Par l’Alternative non linéaire de Leray Schauder

Lemme 3.4. Soit M un sous ensemble de PC, M est relativement compact si :
1) M est équicontinu
2) M est uniformement borné.

Preuve Supposons que
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1) M est équicontinu
2) M est uniformement borné. �

Soit (yn)n une suite de M, alors
- par hypothèse on a {yn, n ∈ N} équicontinue et uniformement borné dans C ([0, t1] ,Rn) ,
donc d’aprés le théorème d’(Arzela-Ascoli) l’ensemble {yn, n ∈ N} est compacte dans
C ([0, t1] ,Rn), alors

∃ (ynk
) : ynk

−→ y0 dans C ([0, t1] ,Rn)

-Posons

ỹn(t) =


yn(t),t ∈]t1, t2]

yn
(
t+1
)
,t = t1

donc {ỹn, n ∈ N} est équicontinue et uniformement bornée dans C ([t1, t2] ,Rn), et par
le théorème d’ (Arzela-Ascoli) l’ensemble {ỹn, n ∈ IN} est compacte dans C ([t1, t2] ,Rn),
on a alors

∃ (ỹnk
) : ỹnk

−→ y1 dans C ([t1, t2] ,Rn)

Et ainsi de suite, on continue
.
.
. D’oú, il existe une sous suite de (yn)n qui converge vers y dans M tel que

y(t) =



y0(t), t ∈ [0, t1]
y1(t), t ∈ [t1, t2]

... ...
ym(t), t ∈]tm, b]

Théorème 3.5. [20] Supposons qu’il existe une fonction continue ψ : [0,∞[−→]0,∞[
croissante et p ∈ L1 (J,R+) telle que

‖f(t, y)‖ ≤ p(t)ψ(‖y‖);∀t ∈ J,∀y ∈ Rn

avec ∫ b

0
p(s)ds <

∫ ∞
‖a‖

du

ψ(u)
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Alors le problème (3.1) admet au moins une solution.

Preuve Pour la démonstration nous utilisons "l’alternative non linéaire de "Leray et
Schauder". On transforme le problème (3.2) en un problème de point fixe. On considére
l’opérateur

N : PC (J,Rn) −→ PC (J,Rn)

défini par
Ny(t) = a+

∫ t

0
f(s, y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

D’après le lemme (3.2) le point fixe de N est la solution du problème (3.1). On va montrer
que N est complètement continu, la démonstration est donnée en 4 étapes.
Etape1 : N est continu :

Soit (yn)n une suite dans PC (J,Rn) telle que yn −→ y, il suffit de montrer que
Nyn −→ Ny Pour tout t ∈ J . on a :

Nyn(t) = a+
∫ t

0
f (s, yn(s)) ds+

∑
0<tk<t

Ik (yn (tk))

Alors
‖Nyn(t)−Ny(t)‖ ≤

∫ t

0
‖f (s, yn(s))− f(s, y(s))‖ ds

+
m∑
k=1
‖Ik (yn (tk))− Ik (y (tk))‖

Comme les Ik, k = 1, · · · ,m, sont des fonctions continues, et f est une fonction
L1−Carathéodory, et par le théorème de la convergence dominée de Lebesgue on a

‖Nyn −Ny‖PC ≤
∫ b

0
‖f (s, yn(s))− f(s, y(s))‖ ds

+
m∑
k=1
‖Ik (yn (tk))− Ik (y (tk))‖ −→ 0 quand n −→∞

Donc N est continu.
Etape2 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble borné dans l’espace

PC (J,Rn) :
Il suffit de montrer que pour chaque q > 0,∃` > 0 tel que pour tout

y ∈ Bq = {y ∈ PC (J,Rn) : ‖y‖PC ≤ q} on a

‖Ny‖PC ≤ `

43
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Soit y ∈ Bq, on a

‖Ny‖PC ≤ ‖a‖+
∫ b

0
‖f(s, y(s))‖ds+

m∑
k=1
‖Ik (y (tk))‖

≤ ‖a‖+
∫ b

0
p(t)ψ (‖y‖PC) dt+

m∑
k=1
‖Ik (y (tk))‖

≤ ‖a‖+
∫ b

0
p(t)ψ(q)dt+

m∑
k=1

sup
x∈B(0,q)

‖Ik(x)‖ := `

Etape3 : N a transformé chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans
l’espace PC (J,Rn) :

Soit τ1, τ2 ∈ J, τ1 < τ2 et Bq la boule qui est définie dans l’étape (2), et soit y ∈ Bq,
alors

1. I . Si τ1 6= ti (ou bien τ2 6= ti) ,∀i ∈ {1,2, · · · ,m}, on a

‖Ny (τ2)−Ny (τ1)‖ ≤
∫ τ2

τ1
p(s)ψ(q)ds

+
∑

τ1≤tk<τ2

sup
x∈B(0,q)

‖Ik(x)‖ −→ 0 quand τ1 −→ τ2

2. Si τ1 = t−i , on considère δ1 > 0 tel que {tk, k 6= i} ∩ [ti − δ1, ti + δ1] = ∅
pour 0 < h < δ1on a

‖Ny (ti)−Ny (ti − h)‖ ≤
∫ ti

ti−h
p(s)ψ(q)ds −→ 0 quand h −→ 0

3. Si τ2 = t+i , on considère δ2 > 0 tel que {tk, k 6= i} ∩ [ti − δ2, ti + δ2] = ∅, donc
pour 0 < h < δ2 on a :

‖Ny (ti + h)−Ny (ti)‖ ≤
∫ ti+h

ti
p(s)ψ(q)ds −→ 0 quand h −→ 0

Donc d’après les étapes 1, 2 et 3, et par "Arzela-Ascoli" on conclut que l’opérateur N est
complètement continu.

Etape 4 : Estimation à priori :
Soit y ∈ PC (J,Rn) tel que y = λNy, et 0 < λ < 1

Alors pour tout t ∈ [0, t1] on a

y(t) = λa+ λ
∫ t

0
f(s, y(s))ds
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donc
‖y(t)‖ ≤ ‖a‖+

∫ t

0
p(s)ψ(‖y(s)‖)ds, t ∈ [0, t1]

Considérons l’application ϑ telle que

ϑ(t) = ‖a‖+
∫ t

0
p(s)ψ(‖y(s)‖)ds, t ∈ [0, t1]

Donc on a
ϑ(0) = ‖a‖, ‖y(t)‖ ≤ ϑ(t), t ∈ [0, t1]

et
ϑ̇(t) = p(t)ψ(‖y(t)‖), t ∈ [0, t1]

Utilisons le fait que ψ soit croissante, on obtient

ϑ̇(t) ≤ p(t)ψ(ϑ(t)), t ∈ [0, t1]

Ce qui implique que pour chaque t ∈ [0, t1], on a∫ ϑ(t)

ϑ(0)

du

ψ(u) ≤
∫ t1

0
p(s)ds

L’application Γ0(z) =
∫ z
ϑ(0)

du
ψ(u) est continue croissante , alors Γ−1

0 existe et croissante et
on a :

ϑ(t) ≤ Γ−1
0

(∫ t1

0
p(s)ds

)
:= M0

Comme pour tout t ∈ [0, t1] , ‖y(t)‖ ≤ ϑ(t), alors

sup
t∈[0,t1]

‖y(t)‖ ≤M0

Maintenant, pour t ∈]t1, t2], on a∥∥∥y (t+1 )∥∥∥ ≤ ‖I1 (y (t1))‖+ ‖y (t1)‖
≤ supx∈B(0,M0) ‖I1(x)‖+M0 := N1

y(t) = λ (y (t1) + I1 (y (t1))) + λ
∫ t

t1
f(s, y(s))ds

Alors
‖y(t)‖ ≤ N1 +

∫ t

t1
p(s)ψ(‖y(s)‖)ds, t ∈ [t1, t2]
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Considérons l’application ϑ1 tq

ϑ1(t) = N1 +
∫ t

t1
p(s)ψ(‖y(s)‖)ds, t ∈ [t1, t2]

Donc on a
ϑ1
(
t+1
)

= N1, ‖y(t)‖ ≤ ϑ1(t), t ∈ [t1, t2]

et
ϑ̇1(t) = p(t)ψ(‖y(t)‖), t ∈ [t1, t2]

ψ est croissante, donc
ϑ̇1(t) ≤ p(t)ψ (ϑ1(t)) , t ∈ [t1, t2]

Ce qui implique que pour tout t ∈ [t1, t2], on a∫ ϑ1(t)

ϑ1(t+1 )
du

ψ(u) ≤
∫ t2

t1
p(s)ds

Si on considère l’application Γ1(z) =
∫ z
ϑ(t+1 )

du
ψ(u) ;on obtient :

ϑ1(t) ≤ Γ−1
1

(∫ t2

t1
p(s)ds

)
:= M1

Pour chaque t ∈ [t1, t2] , ‖y(t)‖ ≤ ϑ1(t), alors , alors

sup
t∈[t1,t2]

‖y(t)‖ ≤M1

Et ainsi de suite on continue le processus jusqu’a l’intervalle [tm, b], y |[tm, b] est la solution
du problème y = λNy, pour 0 < λ < 1. On obtient qu’il existe une constante Mm telle
que

sup
t∈[tm,b]

‖y(t)‖ ≤ Γ−1
m

(∫ b

tm
p(s)ds

)
:= Mm

Comme on a choisi y arbitrairement, alors pour toute solution y du problème (3.1) on a

‖y‖PC ≤ max {Mk : k = 0,1, · · · ,m} := b∗
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Soit l’ensemble
U = {y ∈ PC : ‖y‖PC < b∗ + 1}

Par conséquant l’opérateur N : U −→ PC est complètement continu.
Par la définition de U il n’existe pas y ∈ ∂U tel que y = λNy pour tout λ ∈]0,1[.
Il reste le choix que N admette un point fixe y ∈ U qui est solution du problème (3.1).

3.2.3 Par théorème de Krasnoseleskii

Théorème 3.6. [18] Supposons que :

(H1) f : J × Rn → Rn est une fonction L1−Carathédory,

(H2) Ik ∈ C(Rn,Rn), k = 1,...,m avec ∃ck > 0, telque

∀x,y ∈ Rn ‖Ik(x)− Ik(y)‖ ≤ ck‖x− y‖. (3.5)

avec
m∑
k=1

ck < 1. (3.6)

sont vérifiées. Alors le problème (3.1) admet au mois une solution.

Preuve Considérons l’opérateur N défini par :

N : PC(J,Rn) → PC(J,Rn)

y → (N(y))(t) = y0 +
∫ t

0
f(s,y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(t−k ))

D’aprés le lemme (3.2) les points fixes de l’opérateur N sont les solutions du problème
(3.1). On va appliquer le théorème de Krasnoselskii sur l’opérateur N :

N(y)(t) = a+
∫ t

0
f(s,y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik(y(t−k )),

on l’ecrit sous la forme de la somme de deux applications A et B tel que : N = A + B

avec A est une contraction et B est complétement continue.
On suppose que :

A(y(t)) = y0 +
∑

0<tk<t
Ik(y(t−k )), (3.7)
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B(y(t)) =
∫ t

0
f(s,y(s))ds. (3.8)

Le preuve est donné par les étapes suivants :

Etape1 Soit M une partie non vide, convexe et fermée de PC. On suppose que :
A,B : M → PC.
M est défini par la formule suivante :

∃l > 0,M = {y ∈ PC, telque ‖y‖PC ≤ l} .

On montre que A(x) +B(y) ∈M, ∀x, y ∈M :
Soient x, y ∈M il faut que A(x) +B(y) ∈M ,
x, y ∈M ⇒ ‖x‖PC ≤ l et ‖y‖PC ≤ l,
On a :

‖A(x(t)) +B(y(t))‖ = ‖a+
∑

0<tk<t
Ik(x(t−k )) +

∫ t

0
f(s,y(s))ds‖

≤ ‖a|+ ‖
∑

0<tk<t
Ik(x(t−k ))‖+ ‖

∫ t

0
f(s,y(s))ds‖

≤ ‖a|+
∑

0<tk<t
‖Ik(x(t−k ))‖+

∫ t

0
‖f(s,y(s))‖ds

≤ ‖a|+
m∑
k=1
‖Ik(x(t−k ))‖+

∫ t

0
hr(s)ds

≤ ‖a|+
m∑
k=1
‖Ik(x(t−k ))‖+ ‖hr‖L1 .

On a ‖x‖PC ≤ l donc ‖x(t−k )‖ ≤ l, k = 1,...,m donc x(t−k ) ∈ B̄(0,l) = {x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ l}.
Puisque les Ik sont continues sur le compact B̄(0,l) alors

sup
x∈B̄(0,l)

‖Ik(x)‖ < +∞. (3.9)

Donc

‖A(x(t)) +B(y(t))‖ ≤ ‖a|+
m∑
k=1
‖Ik(x(t−k ))‖+ ‖hr‖L1

≤ ‖a|+
m∑
k=1

sup
x∈B̄(0,l)

‖Ik(x)‖+ ‖hr‖L1

≤ C
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Donc ‖A(x(t)) +B(y(t))‖PC ≤ C avec C un constant positif.
Donc A(x) +B(y) ∈M.

Etape2 : On montre que A est une contraction :
Soient y,z ∈ PC (J,Rn) :

‖A(y(t))− A(z(t))‖ = ‖
∑

0<tk<t
Ik(y(t−k ))−

∑
0<tk<t

Ik(z(t−k ))‖

= ‖
∑

0<tk<t

[
Ik(y(t−k ))− Ik(z(t−k ))

]
‖

≤
∑

0<tk<t
‖Ik(y(t−k ))− Ik(z(t−k ))‖

≤
m∑
k=1

ck‖y − z‖

et comme :
m∑
k=1

ck < 1. (3.10)

Donc A est une contraction .

Etape3 : On montre que B est complétement continue en appliquant le théorème
d’Arzela-Ascoli :

1. B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné :
Soit y ∈M

‖B(y(t))‖ =
∥∥∥∥∫ t

0
f(s,y(s))ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0
‖f(s,y(s))‖ ds

≤
∫ t

0
hr(s)ds

≤ ‖hr‖L1

2. B est équicontinu :
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Soient l1, l2 ∈ [0,b] tel que l1 < l2 et soit y ∈M

‖B(y(l2))−B(y(l1))‖ =
∥∥∥∥∥
∫ l2

0
f(s,y(s))ds−

∫ l1

0
f(s,y(s))ds

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∫ l1

0
f(s,y(s))ds+

∫ l2

l1
f(s,y(s))ds−

∫ l1

0
f(s,y(s))ds

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
∫ l2

l1
f(s,y(s))ds

∥∥∥∥∥
≤

∫ l2

l1
‖f(s,y(s))‖ds

≤
∫ l2

l1
hr(s)ds.

Si l1 → l2 alors ‖B(y(l2))−B(y(l1))‖ → 0.

3. B est continue :
Soit (yn)n∈N une suite dans PC converge vers y. Il existe un entier l tel que
‖yn‖PC ≤ r pour tout n ∈ N et ‖y‖PC ≤ l donc yn ∈M et y ∈M.

D’aprés le théorème de la convergence dominée de Lebesgue, on a :

‖B(yn)−B(y)‖ =
∥∥∥∥∫ t

0
f(s,yn(s))ds−

∫ t

0
f(s,y(s))ds

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∫ t

0
(f(s,yn(s))ds− f(s,y(s))) ds

∥∥∥∥
≤

∫ t

0
‖f(s,yn(s))− f(s,y(s))‖ds→ 0 si n→∞

Donc B est continu.

D’où d’aprés le théoreme de Krasnoselskii N admet un point fixe. �
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Chapitre 4
Inclusions différentielles impulsives sur un
intervalle compact

Ce chapitre traite de l’existence des solutions d’un problème d’inclusion différentielle
ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans les deux cas, convexe
et non convexe. On considère le problème suivant :

ẏ(t) ∈ F (t, y(t)), t ∈ J/ {t1, · · · , tm}
y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1,2, . . . ,m

y(0) = a, a ∈ Rn

(4.1)

Où F : J × Rn −→ P (Rn) est une multifonction , et Ik ∈ C (Rn,Rn), ∀k = 1,2, · · · ,m

Définition 4.1. Une fonction y ∈ PC ∩ ∪mk=1AC (Jk,Rn) est dite solution du probléme
(4 · 1) s’il existe v ∈ L1 (J,Rn) tel que v(t) ∈ F (t, y(t)) p.p t ∈ J , ẏ(t) = v(t)∀t ∈
J/ {t1, · · · , tm} , y

(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik
(
y
(
t−k
))

, k = 1,2, . . . ,m et y(0) = a.

4.1 L’éxistence des solutions

4.1.1 Cas convexe

Théorème 4.1. [20] Supposons qu’il existe une fonction continue croissante ψ : [0,+∞[−→
]0,+∞[ , et p ∈ L1 (J,R+) tel que

‖F (t, u)‖ ≤ p(t)ψ(‖u‖) pour p.p. t ∈ J et u ∈ Rn

51
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avec ∫ tk+1

tk

p(s)ds <
∫ ∞
Nk

du

ψ(u) , k = 0,1, · · · ,m

Où N0 = a , et pour k = 1,2, · · · ,m+ 1 , on a :

Nk = sup
t∈[tk−1,tk]

|Ik−1(y(t))|+Mk−1, y ∈ PC

Mk−1 = Γ−1
k−1

(∫ tk

tk−1
p(s)ds

)
avec

Γl(z) =
∫ z

Nl−1

du

ψ(u) , z ≥ Nl−1, l ∈ {1,2, · · · ,m}

Alors si y ∈ PC est une solution du probléme (4.1) elle vérifie :

sup {‖y(t)‖; t ∈ [tk−1, tk]} ≤Mk−1, k = 1,2, · · · ,m+ 1

Par conséquent , quelque soit y ∈ PC solution du problème (4.1) , on a :

‖y‖PC ≤ max {‖a‖,Mk−1; k = 1,2, · · · ,m+ 1} := b̃

Preuve Supposons qu’on a les conditions du théorème 4.1 , avec F : J×Rn → Pcp,cv (Rn)
est Carathéodory. Alors le problème (4.1) admet au moins une solution.

Considérons l’opérateur multivoque N : PC −→ P(PC) défini par :

N(y) =

h ∈ PC;h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk)) , t ∈ [0, b]


Où g ∈ SF,y = {v ∈ L1 : v(t) ∈ F (t, y(t))p.p.t ∈ J} On va montrer que la multifonction N
est compacte , s.c.s, et à valeurs compactes convexes. La preuve est donnée par des étapes .

Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y ∈ PC Soient h1, h2 ∈ N(y) alors il existe
g1, g2 ∈ SF,y tel que pour chaque t ∈ [0, b] on a :

h1(t) = a+
∫ t

0
g1(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

et
h2(t) = a+

∫ t

0
g2(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))
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soit l ∈]0,1[. Pour tout t ∈ [0, b] on a :

(lh1 + (1− l)h2) (t) = a+
∫ t

0
(lg1 + (1− l)g2) (s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

Comme SF,y est convexe(car F est à valeurs convexes) alors

lh1 + (1− l)h2 ∈ Ny

.
Etape 2 : N transforme chaque ensemble borné à un ensemble borné dans PC.
Il suffit de montrer que

∃` > 0,∀y ∈ Bq = {y ∈ PC : ‖y‖ ≤ q},∀h ∈ N(y), on a ‖h‖ ≤ `

On a si h ∈ N(y) , alors il existe g ∈ SF,y tel que pour tout t ∈ J on a :

h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk))

Alors pour tout t ∈ J , on a :

‖h(t)‖ ≤ ‖a‖+
∫ t

0
‖g(s)‖ds+

∑
0<tk<t

‖Ik (y (tk))‖

≤ ‖a‖+
∫ b

0
‖F (s, y(s))‖ds+

m∑
k=1

sup
x∈Bq

‖Ik(x)‖

≤ ‖a‖+ ψ(q)‖p‖L1 +
m∑
k=1

sup
x∈Bq

‖Ik(x)‖

Alors pour tout h ∈ N(y) , on a

‖h‖ ≤ ‖a‖+ ψ(q)‖p‖L1 +
m∑
k=1

sup
x∈Bq

‖Ik(x)‖ := `

Etape 3 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans PC.
Soient τ1, τ2 ∈ J, τ1 < τ2 et Bq la boule définie dans l’étape précédente. Pour tout y ∈ Bq
et h ∈ N(y) il existe g ∈ SF,y tel que

h(t) = a+
∫ t

0
g(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk)) , t ∈ J
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Alors

‖h (τ2)− h (τ1)‖ ≤
∫ τ2

τ1
‖g(s)‖ds+

∑
τ1≤tk<τ2

‖Ik (y (tk))‖

≤ ψ(q)
∫ τ2

τ1
p(s)ds+

∑
τ1≤tk<τ2

sup
x∈Bq

‖Ik(x)‖ −→ 0quandτ2 → τ1

Donc par l’étape 2 et 3, on obtient que N est compact.
Etape 4 :Le graphe de N est fermé. Soit yn → y∗, hn ∈ N (yn) , et hn → h∗ il suffit de
montrer qu’il existe g∗ ∈ SF,y∗ , tel que

h∗(t) = a+
∫ t

0
g∗(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (y∗ (tk)) , t ∈ J

hn ∈ N (yn) , alors ∃gn ∈ SF,yn tel que :

hn(t) = a+
∫ t

0
gn(s)ds+

∑
0<tk<t

Ik (yn (tk)) , t ∈ J

Comme les Ik, k = 1, · · · ,m sont continues, on a∥∥∥∥∥∥
hn(t)− a−

∑
0<tk<t

Ik (yn (tk))
−

h∗(t)− a− ∑
0<tk<t

Ik (y∗ (tk))
∥∥∥∥∥∥

PC

→ 0

quand n→∞.
Soit Γ un opérateur linéaire continu, défini comme suit

Γ : L1 (J,Rn) −→ PC (J,Rn)

g −→ Γ(g)

tel que
Γ(g)(t) =

∫ t

0
g(s)ds; ∀t ∈ [0, b]

Par le lemme 1.4, l’opérateur Γ ◦ SF est à graphe fermé , de plus on ahn(t)− a−
∑

0<tk<t
Ik (yn (tk))

 ∈ Γ (SF,yn)

Alors h∗(t)− a− ∑
0<tk<t

Ik (y∗ (tk))
 =

∫ t

0
g∗(s)ds
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et g∗ ∈ SF,y∗ .
Considérons l’ensemble

U =
{
y ∈ PC : ‖y‖PC < b̃+ 1

}
Où b̃ est la constante dans théorème 4.1 , donc on obtient que N : U → P(PC) est
compacte et s.c.s , et par la définition de U il n’existe pas un y ∈ ∂U tel que y ∈
λN(y), ∀λ ∈]0,1[ Donc par le lemme 1.19 on obtient que le problème (4.1) admet au
moins une solution.

4.1.2 Cas non convexe

La preuve dans ce cas est basée sur l’alternative non linéaire de Leray Schawder com-
binée avec le théorème de sélection de Bressan.

Théorème 4.2. [11] .Supposons qu’on a de plus les conditions du théorème (4.1), la
condition suivante : F est à valeurs compactes, et

(t, x) 7→ F (t, x) est L ⊗ B mesurable.
x 7→ F (t, x) est s.c.i.p.p.t ∈ J

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution.

Preuve D’aprés les hypothèses on obtient que F est de type s.c.i. Donc par le théorème
1.18 il existe une fonction continue f : PC → L1 ([0, b],Rn) telle que f(y) ∈ F(y) = SF,y

pour tout y ∈ PC
Considérons le problème,

ẏ(t) = f(y(t)), t ∈ J − {t1, · · · , tm}
y
(
t+k
)
− y

(
t−k
)

= Ik
(
y
(
t−k
))
, k = 1,2, . . . ,m

y(0) = a

(4.2)
�

Il est claire que si y est solution du problème (4.2), alors elle est aussi solution du problème
(4.1)
Soit l’opérateur N : Rn → Rn qui est défini par

N(y)(t) = a+
∫ t

0
f(y(s))ds+

∑
0<tk<t

Ik (y (tk)) ; t ∈ [0, b]
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Comme f vérifie les conditions du théorème (3.5), alors le problème (4.2) admet au moins
une solution, d’oú le problème (4.1) admet au moins une solution.

Théorème 4.3. [11] Supposons que
(1) F est à valeurs compactes, avec F (., u) : [0, b]→ Pf (Rn) est mesurable pour tout

u ∈ Rn .
(2) Hd(F (t, u), F (t, u)) ≤ `(t)‖u − u‖ , pour tout t ∈ [0, b] et u, u ∈ Rn , avec ` ∈

L1 ([0, b],R+) ; et

Hd(0, F (t, 0)) ≤ `(t), pour p.p. t ∈ [0, b]

Alors le problème (4.1) admet au moins une solution.

Preuve Soit le problème

 ẏ(t) ∈ F (t, y(t)), t ∈ [0, t1]
y(0) = a

(4.3)

les solutions du problème (4.3) sont des points fixes de la multifonction

N : PC ([0, t1] ,Rn)→ P (PC ([0, t1] ,Rn))

y → N(y)

oú
N(y) =

{
h ∈ PC ([0, t1] ,Rn) : h(t) = a+

∫ t

0
g(s)ds

}
,

et g ∈ SF,y = {g ∈ L1 ([0, t1] ,Rn) : g(t) ∈ F (t, y(t)) pour p.p.t ∈ [0, t1]}. Alors pour que
le problème (4.3) admette des solutions, il suffit de montrer que N vérifie les conditions
du lemme (1.12) .
Etape 1 : N(y) ∈ Pf (PC ([0, t1] ,Rn)) pour tout y ∈ PC ([0, t1] ,Rn).
Soit (yn)n ∈ N(y) tel que yn → ỹ dans PC ([0, t1] ,Rn), donc ỹ ∈ PC ([0, t1] ,Rn), et pour
chaque t ∈ [0, t1]

yn ∈ a+
∫ t

0
F (s, y(s))ds

oú ∫ t

0
F (s, y(s))ds =

{∫ t

0
v(s)ds; v ∈ SF,y

}
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Alors ∃ (gn)n ⊂ SF,y, tel que

yn = a+
∫ t

0
gn(s)ds,∀n ∈ N

Comme F est à valeurs compactes, et par l’hypothèse (2), on obtient que la suite (gn)n
admet une sous suite qui converge vers g ∈ L1 ([0, t1] ,Rn), avec g ∈ SF,y. Alors pour tout
t ∈ [0, t1]

yn(t)→ ỹ(t) ∈ a+
∫ t

0
F (s, y(s))ds

D’oú ỹ ∈ N(y) .

Etape2 : N est contractante.
Soient y1, y2 ∈ PC ([0, t1] ,Rn) et h1 ∈ N (y1). Alors il existe g1 ∈ SF,y1 tel que pour

tout t ∈ [0, t1]
h1(t) = a+

∫ t

0
g1(s)ds

par l’hypothèse (2), on a

Hd (F (t, y1(t)) , F (t, y2(t))) ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖

alors il existe ω ∈ F (t, y2(t)) tel que

‖g1(t)− ω‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖ , t ∈ [0, t1]

Considérons U : [0, t1]→ P (Rn) , défini par

U(t) = {ω ∈ Rn : ‖g1(t)− ω‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖}

Comme la multifonction V (t) = U(t)∩F (t, y2(t)) est mesurable, donc il existe g2 sélection
mesurable de V . Alors g2 ∈ SF,y2 et

‖g1(t)− g2(t)‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖ , pour tout t ∈ [0, t1]

Posons pour t ∈ [0, t1]
h2(t) = a+

∫ t

0
g2(s)ds
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Donc on a
‖h1(t)− h2(t)‖ ≤

∫ t

0
‖g1(s)− g2(s)‖ ds

≤
∫ t

0
`(s) ‖y1(s)− y2(s)‖ ds

≤ 1
τ

∫ t

0
τ`(s)eτL(s)ds) ‖y1 − y2‖1

≤ 1
τ
eτL(t) ‖y1 − y2‖1

oú L(t) =
∫ t

0 `(s)ds, et‖x‖1 = supt∈[0,t1] e
−τL(t)‖x(t)‖ , on obtient que

‖h1 − h2‖1 ≤
1
τ
‖y1 − y2‖1

, par analogie, on obtient

Hd (N (y1) , N (y2)) ≤ 1
τ
‖y1 − y2‖1

D’oú , si on prend τ > 1 on trouve que N est cantractante, et par le lemme 1.12, N admet
un point fixe y1, qui est solution du problème (4.3).
Maintenant, considérons le problème suivant :

ẏ(t) ∈ F (t, y(t)),
y
(
t+1
)

= y1 (t1) + I1
(
y1
(
t+1
))

y(0) = a

(4.4)
�

les solutions du problème (4.4) sont des points fixes de la multifonction

N : PC ([t1, t2] ,Rn)→ P (PC ([t1, t2] ,Rn))

y → N(y)

oú
N(y) =

{
h ∈ PC ([t1, t2] ,Rn) : h(t) = y1 (t1) + I1 (y1 (t1)) +

∫ t

t1
g(s)ds

}
et g ∈ SF,y = {g ∈ L1 ([t1, t2] , IRn) : g(t) ∈ F (t, y(t)) pour p.p.t ∈ [t1, t2]} . Alors

pour que le problème (4.4) admette des solutions , il suffit de montrer que N vérifie les
conditions du lemme 1.12.
Il est clair que N(y) ∈ Pf (PC ([t1, t2] ,Rn)) pour tout y ∈ PC ([t1, t2] ,Rn) , et pour
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prouver que N est contractant il suffit de montrer que
Hd (N (y1) , N (y2)) ≤ γ ‖y1 − y2‖ pour tout y1, y2 ∈ PC ([t1, t2] ,Rn)(

ou̇ 0 < γ < 1
)

Soient y1, y2 ∈ PC ([0, t1] ,Rn) et h1 ∈ N (y1) Alors il existe g1 ∈ SF,y1 tel que pour tout
t ∈ [t1, t2]

h1(t) = y1 (t1) + I1 (y1 (t1)) +
∫ t

t1
g1(s)ds

par l’hypothèse (2), on a

Hd (F (t, y1(t)) , F (t, y2(t))) ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖

alors il existe ω ∈ F (t, y2(t)) tel que

‖g1(t)− ω‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖ , t ∈ [t1, t2]

Considérons U : [t1, t2]→ P (Rn) , défini par

U(t) = {ω ∈ Rn : ‖g1(t)− ω‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖}

Comme la multifonction V (t) = U(t)∩F (t, y2(t)) est mesurable, donc il existe g2 selection
mesurable de V , et d’aprés l’hypothèse (2) du théorème 3.5 on a g2 ∈ SF,y2 et

‖g1(t)− g2(t)‖ ≤ `(t) ‖y1(t)− y2(t)‖ , pour tout t ∈ [t1, t2]

Posons pour t ∈ [t1, t2]

h2(t) = y1 (t1) + I1 (y1 (t1)) +
∫ t

t1
g2(s)ds

Donc on a
‖h1(t)− h2(t)‖ ≤

∫ t

t1
‖g1(s)− g2(s)‖ ds

≤
∫ t

t1
`(s) ‖y1(s)− y2(s)‖ ds

≤ 1
τ
eτL1(t) ‖y1 − y2‖2

oú L1(t) =
∫ t
t1
`(s)ds, et ‖x‖2 = supt∈[t1,t2] e

−τL1(t)‖x(t)‖, alors

‖h1 − h2‖2 ≤
1
τ
‖y1 − y2‖2
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par analogie, on obtient

Hd (N (y1) , N (y2)) ≤ 1
τ
‖y1 − y2‖2

D’oú, si on prend τ > 1 on trouve que N est cantractante, et par le lemme 1.12 ,
N admet un point fixe y2, qui est solution du problème (4.4). Et ainsi de suite on continue
le processus jusqu’à l’intervalle [tm, b].
D’oú, la solution du problème (4.1) est la suivante :

y(t) =



y1(t), si t ∈ [0, t1]
y2(t), si t ∈ [t1, t2]

...
ym+1(t), si t ∈]tm, b]
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Conclusion

Les théorèmes de point fixe sont des outils mathématiques de base qui aident à établir
l’existence de solutions de divers genres des problèmes(ordinaires, impulsives et autre), il
consiste à transformer un problème donné en un problème de point fixe, les points fixes
du problème transformé sont ainsi les solutions du problème donné.
Dans cette mémoire on a présenté quelque rèsultats théoriques et numériques d’existence
des solutions d’un problème de Cauchy ordinaire.
On a cité aussi les résultats d’existence des solutions d’un problème de Cauchy pour les
équations et inclusions différentielles impulsives où on a utilisé les théorèmes de points
fixes : Banach, Shauder, Alternative non linéaire de Leray Schauder, Krasnoselskii,......

Dans notre future recherche, on s’intéresse aux équations différentielles impulsives avec
retard, et aux système d’équations différentielles impulsives avec retard.
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   أ ربعةهذه المذكرة تحتوي على. المذكرة، هو دراسة مسأ لة كوشي من أ جل المعادلات التفاضلية الدفعية  الهدف من هذه :لملخصا

 في الفصل الثاني تطرقنا .فصول،الفصل ال ول منها خصصناه لتقديم بعض التعريفات والمفاهيم والمبرهنات التي نحتاجها فيما يأ تي من فصول

الفصل .لدراسة وجود ووحداهية الحلول لمسأ لة كوشي بالنس بة للمعادلات التفاضلية العادية وكذلك تقديم بعض الطرق العددية لايجاد الحل

لول  وفي الفصل ال خير تطرقنا لوجود ح.خصصناه  لدراسة وجود ووحداهية الحلول لمسأ لة كوشي بالنس بة للمعادلات التفاضلية الدفعيةالثالث 

في كل الحالات اعتمدنا في دراستنا لايجاد الحلول على  مبرهنات النقطة الصامدة . الاش تماليةلمسأ لة كوشي بالنس بة للمعادلات التفاضلية

. في التحليل العادي والمتعدد(.................باناخ،شاودر)  

 ش تمالية،، المعادلات التفاضلية الاالنبضية مسأ لة كوشي، المعادلات التفاضلية العادية، المعادلات التفاضلية :الكلمات المفتاحية

.مبرهنة النقطة الصامدة  

Résumé : Le but de ce mémoire est d’étudier le problème de Cauchy pour les équations différentielles 

impulsives. Le mémoire est divisé en quatre chapitres.  Dans le premier chapitre on va donner certains 

notations, définitions et des théorèmes dont on aura besoin dans les chapitres suivants. Dans le 

deusième chapitre, nous étudions le problème de Cauchy pour les équations ordinaires (l'existence et 

l'unicité des solutions  et quelques méthodes numériques pour trouver la solution).Dans le troisième 

chapitre , nous étudions le problème de Cauchy pour les équations différentielles  impulsives de premier 

ordre(l'existence et l'unicité des solutions). Dans le dernier chapitre, l'existence des solutions d'un 

problème d'inclusion différentielle ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans 

les deux cas, convexe et non convexe. La méthode de résolution est basée sur le principe de point fixe de 

Shauder dand l'analyse univoque ou multivoque. En tous les cas, la méthode d'étudier l'existence est 

basée sur les théorèmes des points fixes dans l'analyse multivoque   (Banach, Schauder, Alternative non 

linéaire de Leray Schauder et Krasnoselskii).  

Mots clés: Problème de Cauchy, Equation différentielle ordinaire, Equation différentielle impulsive,  

Inclusion différentielle impulsive, Principe de point fixe. 

Abstract: The aim of this thesis is to study Cauchy problem for the impulsive differential equations 

.The thesis is divided into four chapters. In the first chapter we give some notations, definitions and 

theorems that will be needed in the following chapters. 

In the second chapter , we study the Cauchy problem for ordinary equations (the existence and the 

uniqueness of the solutions and some numerical methods to find the solution). 

In the third Chapter , we study Caushy problem for impulsive differential equations(the existence and 

the uniqueness of the solutions). In the last Chapter , we study Caushy problem for  differential  

inclusion (the existence of the solutions). 

In all cases, the method of studying existence is based on the point fixed theorems (Banach, 

Shauder,Non linear alternative of L.Shauder and Krasnoselskii). 

Key words: Caushy problem, Ordinary differential equation, Impulsive differential equation, impulsif 

differential inclusion, Fixed point principle. 
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