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Notations

d(z,y)
(E,d)
(ELI-1)
B(a,r)
C(J,R)
LY(J,R)
AC(J,R)
U

ou
conv(D)
EDO
Hy

la distance entre xety.

espace métrique F.

espace normé F.

la boule ouverte de centre a et de rayon r.
espace de fonctions continues de J = [0,b] dans R.
espace des fonctions intégrable .

espace des fonctions absolument continues sur J.
I’adhérence de U.

la frontiere de U.

I’enveloppe convexe de D.

équation différentielle ordinaire.

la distance pseudo-métrique de Hausdorf



Introduction

La théorie des équations différentielles est un vaste domaine aussi bien en mathéma-
tiques pures qu’en mathématiques appliquées. Celles-ci sont utilisées pour construire des
modeles mathématiques de phénomenes physiques et biologiques comme pour I'étude de
la radioactivité ou la mécanique céleste sans oublier la technique de datation par le C4 .
Les équations différentielles définies sur la demi droite réelle positive modélisent beaucoup
de phénomenes physique, par exemple dans ’étude du courant instable d’un gaz a travers
un nuage [1] la physique du plasma [2] etc.

La théorie des équations différentielles ordinaires impulsives a été initialisée en 1960

par V. Milman et A. Myshkis et elle a été développée durant la période de 1960-1975 par
certains chercheurs ukraniens et russes. Ensuite, de 1975 a 1990, le mérite du dévelop-
pement de cette théorie et de sa popularisation revient au mathématicien américain V.
Lakshmikantham.
A partir de 1991, en plus de Lakshmikantham, d’autres mathématiciens comme L. Bys-
zewski, D. Bainov contribuaient a ’enrichissement de la théorie des équations différen-
tielles impulsives ou ils lancerent différentes études sur ce sujet et beaucoup de résultats
ont été obtenus des lors [4].

D’autre part, les équations différentielles impulsives apparaient comme une description
naturelle de nombreux phénomenes d’évolution dans le monde réel.

Cependant, la situation est différente dans certains phénomenes physiques subisant des
changements brusques au cours de leur évolution comme les systemes mécaniques avec

impact, les systemes biologiques (battements du coeur, flux du sang,...), la dynamique des



Notations

populations, la dynamique des cellules etc...

Les inclusions différentielles ordinaires impulsives et les inclusions différentielles fonction-
nelles avec différentes conditions ont été intensément étudiées depuis plusieurs années.
En 1890, Peano [19] prouve que les problémes de Cauchy pour les équations différentielles
ordinaires admet des solutions locales. Puis en 1923, Kneser [17] a montré que le théo-
reme d’existence de Peano peut étre formulé de telle maniere que I'ensemble de toutes les
solutions soit non seulement non vide mais est également compact et connexe.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres, le premier chapitre sera consacré a des défi-
nitions et des notions générales dont on aura besoin dans les autres chapitres, le deuxieme
porte l'existence et 'unicité des solutions d’un probleme de Cauchy pour les équations

différentielles ordinaires du premier ordre par des méthodes théoriques et numériques,

y'(t) = f(t,y(t)) tel

y(to) =yo, to€l,yo € R"

(1)

ou I un intervalle, f : I x R™ — R™ une fonction continue.
Le troisieme chapitre traite quelques résultats théoriques d’existence et d’unicité des so-

lutions pour un probleme de Cauchy impulsives sur un intervalle compact.

y(t) :f(tay(t»; te J/{tla"' 7tm}
y(t) vy (te) =(w(te); k=123 m (2)
y(0) = a; a € R”

ouJ=1[0,0], f:JxR" — R"une fonction Carathéodory donnée, et I, € C'(R", R")
cy (6) =limpsoy (b +h),y (t) = limsoy (b — B)

Le dernier chapitre, traite I’existence des solutions d’un probléme d’inclusion différentielle
ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans les deux cas, convexe

et non convexe. :

y(t) € F(t,y(t)), teJ/{ti -t}
y(t) =y (te) =L(v(tr)), k=12...,m (3)
y(()) = a, aeR”

Ou F : J x R" — P (R™) est une multifonction , et [, € C (R",R") ,Vk=1,2,--- ,m

Nous terminerons ce travail par une conclusion.




Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit des notations, des définitions, des résultats qui serons

nécessaire dans la suite.

1.1 Définitions et notions fondamentales

Définition 1.1. [5] Soit F un espace vectoriel sur le corps K = R ou C, on appelle norme
sur 'espace F toute application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R, vérifiant pour
tout z,y dans F et o dans K

i) ||z|]| = 0 si seulement si x = 0.

it) [lox] = o - [|l2]].

1) ||z + y|| < ||z|| + [|y||( inégalité triangulaire).

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est complet.

Autrement dit, £ est complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

Exemple 1.1. C([a,b],R") avec a,b € R™ est 'espace de toutes les fonctions y continues
définient de [a,b] dans R". le nombre ||yl = sup,e(qy [|¥(t)|| défini une norme rendant

(C (la,b],R™) || - ||o) un espace de Banach.

On considere C(J,R) I'espace de Banach de toutes les fonctions continues de J = [0, b]

dans R avec la norme de Tchebychev
[£]loe = sup{[lz(@)]| - t € J},

9



1. PRELIMINAIRES

et on considére L'(J,R) I'espace de Banach des fonctions mesurables z : J — R qui sont

Lebesgue intégrable avec la norme

et = [ Na(s)ds

On désigne par AC(J,R) : 'espace des fonctions absolument continues sur J. Notons
AC* (J,R"), l'espace des fonctions y : J — R" qui sont i-emme fois différentiables et

dont la i-emme dérivée ) est absolument continue.

Définition 1.3. Soient (2;,51) et (€2,F2) deux espaces mesurables. L’application f :
Q0 — Qs est dite mesurable si pour tout B € F, f~1(B) € F1.

Définition 1.4. (Fonction Carathéodory)
Soient X, Y deux espaces de Banach.
Une application f:J x X — Y est dite Carathéodory si f est vérifiée :

(1) t — f(t,x) est mesurable pour tout z € X

(2) = — f(t, ) est continue pour tout t € J
L’application f est dite L'— Carathéodory si f est Carathéodory et on a Vg > 0,
I, € L' (J,Ry) :

[f(t,z)| < L(t) pp te T V] <q

Exemple 1.2. Soient h : J — Y une fonction mesurable et g : X — Y une fonc-
tion continue, alors la fonction f : J x X — Y définie par f(t,x) = h(t) + g(z) est
Carathéodory.

Définition 1.5 (Fonction localement lipschitzienne). Soient J un intervalle, D un
ouvert de R", f : J x D — R". Soient (ty,y0) € I x D. Soit U C D un voisinage du point
Yo. On dit que f est lipschitzienne par rapport a la variable y dans le voisinage U s’il

existe une constante L > 0 et il existe un voisinage V' C J du point ¢, tels que :

1t p1(8) = F (8 g2 ()] < Lllya(8) — w2(8)]

pour yi(t),y2(t) € U,t € V.

10



1. PRELIMINAIRES

Exemple 1.3. La fonction f: R +— R* :

fy) =y

n’est pas lipschitzienne au voisinage de y = 0 . En effet :

o ) =)l

(12)=00)  |y1 — yo|

et par conséquence il ne peut pas exister aucune constante L vérifiant la condition de
Lipschitz. Cependant f est Lipschitzienne sur tout intervalle [a,b] avec b > a > 0. En

effet pour tout v, (¢), y2(t) € [a,b] on a :

N 1

[y — ol )\/EvL\/E’ = 2y/a

Et donc la condition de Lipschitz est vérifiée avec L = 2—\1/5

Remarque 1.1. — Si une fonction (d’une variable) est dérivable au voisinage d'un
point et la dérivée est bornée dans ce voisinage, alors la fonction est localement
lipschitzienne. La réciproque est fausse : il y a des fonctions lipschitziennes qui ne
sont pas dérivables.

— Si une fonction est de classe C* alors elle est localement lipschitzienne.
Exemple 1.4. La fonction f: R — R* :

f) =yl

est lipschitzienne au voisinage de tout y € R. En fait pour tout y;,y> € R on a :

|f (1) = f (y2)| = llya] — [zl

La condition de Lipschitz est donc vérifiée avec L =1 :

oyl = |2l < [y — w2l

Noter que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en y = 0. Cependant elle est

lipshcitizienne.

11



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.6. Soient (X,d) et (Y,d) deux espaces métriques. Soit k un réel strictement

positif. On dit que f : X — Y est Lipschitzienne de rapport k si

Yo,y € X :o(f(x), f(y)) < kd(z,y)

Si de plus k < 1, on dit que f est contractante.

Définition 1.7. Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compacte si de toute
suite d’élément de M, on peut extraire une sous suite convergente dans M.
M est relativement compacte si toute suite de M admet une sous suite convergente vers

une limite appartenant & E (i.e si la fermeture de M est compact).

Définition 1.8. Soient F un espace vectoriel normé, Une partie C' de E est dite convexe
lorsque deux points quelconques appartient a C, le segment qui les joint est entierement

contenu dans C'. c’est & dire
Ve,ye C, VOe[01]: x4+ (1—0)yeC

Définition 1.9. (Enveloppe convexe) : Soit F un espace de Banach réel, pour tout partie
finie D C E on désigne par 'enveloppe convexe de D l'intersection de toutes les parties
convexes contenant D, il est définit par la formule suivante :
n
conv(D) = {Zti%,ti >0,z; € D}
i=1

avec

dti=1

i=1
Lemme 1.1. (Lemme de la projection de Schauder) : Soit K une partie compacte de E.
Alors pour tout € > 0, il existe une partie finie D et une application p : K — conv(D)

continue telle que ||p(x) — z|| < e pour tout z € K.

Preuve Comme K est compact, il existe D = {xy,29,...,2,} dans K tel que K C
", B(z;,e). On dira que D est un eréseau de K. Pour tout ¢ = 1,... on définit les

fonctions continues :

e—|lx—ax|, size B(x¢)
i) =

0 sinon.

12



1. PRELIMINAIRES

On pose ¢ = Y0, ¢;. Alors ¢(z) > 0 pour tout x € K et on définit la projection de
Schauder p : K — conv(D) comme p(z) = >, ﬁf((j)) x; alors

= ¢i()
z; ¢(x)

Ip(z) — x| = T

= ¢i()
< |z — x| < e
2 o)
Définition 1.10. Soient E et F' deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné

toute application linéaire continue de £ dans F.

Définition 1.11. (Opérateur completement continu)
Soient F et F deux espaces de Banach et f une application définie de E a valeurs dans
F. On dit que f est compléetement continue si elle est continue et transforme tout borné

de E en un ensemble relativement compact dans F.

Définition 1.12. (Ensemble uniformément borné)
On dit que M C C(FE, F) est uniformément borné s’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel
que :

le@)] < e, Ve € M

Définition 1.13. Soient (£, d) un espace métrique et F' un un espace vectoriel normé.
On dit qu'une partie A(E; F') est équicontinue si, pour tout € > 0, il existe a(g) > 0 telle

que pour tout f € A,on a
I f(z) = f(y)llr <e pourtout z,y € E et d(x,y) < ale)

Théoréme 1.2. [5](Théoréme d’Arzela-Ascoli)

Soient E un espace métrique complet, et J un ensemble compact de R, soit A un sous
ensemble de C(J, E); A est relativement compact dans C(J, E) si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est uniformément borné i.e il existe une constante K > 0 tel que :

|| f(x)]| < K pour tout x € J et tout f € A

2. L’ensemble A est équicontinu i.e pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que

[t —ta] <6 =||f(t1) — f(t2)|| < € pour tout t1,ty € J et tout f € A

13



1. PRELIMINAIRES

3. Pour tout x € A, 'ensemble {f(z); f € A} C E est relativement compact.

Lemme 1.3. [5] Si (E, || -||) est un espace normé, M C E et B: M — E une application

contractante, alors (I — B) est un homéomorphisme de M sur (I — B)M.

Théoréme 1.4. [5](Convergence dominée de Lebesgue)
Soit © un ouvert de R™ et (f,) une suite de fonctions de L'. On suppose que
i) fu(x) — f(z)p.p sur Q.
ii) il existe une fonction g € L' tel que pour chaque n, |f,(x)| < g(x) p.p. sur Q.
Alors
FeLNQ) et o~ flly, — 0.

1.2 Quelques théoremes de point fixe

Définition 1.14. (Point fixe)

Un point fixe de f : X — X est un point x € X qui est appliqué sur lui méme, c.a.d.

f(x) ==z

Théoréme 1.5. (Théoréme du point fixe de Banach)
Soit (FE,d) un espace métrique complet non vide et soit f : E — FE une application

contractante. Alors f posséde un unique point fixe.

Preuve (i) L’unicité :

On pose que x,y € E deux points fixes de f alors f(z) =z, f(y) =y

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(z,y)

comme 0 < a < 1doncd(z,y) =0=z=y.
(ii)L’existence :
On choisit un point xg € E quelconque et on définit la suite x,, = f (z,_1), on montre

par récurrence que d (T, Tpy1) < a"d (xg,x1) pour tout n € N et on montre que la suite

14



1. PRELIMINAIRES

(xy,), est de Cauchy :
p—1
d (:L’n, xnﬂ)) < Z d (anca xn+k+1)
n=0
p—1
< Z o d (3, 27)

n=0

p—1
<a" Y afd(xg,11)
n=0
,1—a?

<« d (zo, 1)

l—«

a™
d (.730, ZEl)

<
T 1-«

et donc d (2, Tnip) — 0 lorsque n — oo, ceci exprime le fait que (z,), est une suite de
Cauchy dans E, et comme E est un espace complet, il existe x € E tel que x,, — z. Par

continuité, z,.1 = f (z,) — f(x), dou f(x) = z. O

Théoréme 1.6. [3] (Théoréme du point fixe de Brouwer)
Soit C' un compact, convexe non vide de R" et f : C'— C' une application continue. Alors

f admet au moins un point fixe dans C.

Théoréme 1.7. [21](Théoréme du point fixe de Schauder)

Soit C' un sous ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach E et f : C — C' une
application continue telleque f(C') est relativement compact. Alors f posséde un point
fixe.

Plus généralement, si C' est un compact convexe alors toute fonction continue de C' sur

C possede un point fixe.

Preuve On note K 'adhérence de f(C') i.e K = f(C) qui est par hypotheése un compact.
K C C car C est un fermé (si C est compact alors K = f(C) car f(C) est compact).

Pour chaque n, soit F, un %réseau de K ie F, = {x1,29,...,21} C K telque K C
Uf;lB (xl,%) et soit P, : K — conv (F,) une projection de Schauder, comme C' est
convexe et F,, une partie de C' alors conv (F,,) C C est un sous ensemble convexe et
compact. On définit f, : conv (F},) — conv (F},), fn = Py © ficonv(r,)- Par le théoreme de
Brouwer (fy),cg Possede au moins un point fixe y, i.e fr(yn) = Y. Or (f (Yn)),en € K

qui est compact et donc la suite (f (yn)), .y DOSsede une sous suite convergente que nous

neN

15



1. PRELIMINAIRES

noterons de la méme maniere. On pose

y = lim [ (yn) (1.1)

n—oo

etonay = lim, o f (yn) € C car (f (Yn)),eny € K C C fermé d’oti contient les limites
de tous ses suites convergentes.
Montrons f(y) = y. En effet :

1 () = £ )l = 1P (F () = £ ()l <

d’ott
y = lim f(yn)

n—oo

= lim f, (yn)

n—oo

= U
Alors lim,, oo ¥ = ¥
D’aprés 'égalité (1.1) et par la continuité de f, on obtient : f(y) = y. Par conséquent f

admet un point fixe. O

Théoréme 1.8. [3] (Alternative non linéaire de Leray et Schauder)

Soit E un e.v.n. et B := B(0, R) une boule fermée dans E.

Supposons que f : B — E est une fonction continue , compacte. Alors
(a) ou bien f posséde un point fixe dans B.

(b) ou bien il existe x € OB et A €]0,1] tel que x = \f(x).

Théoréme 1.9. [2]] (Théoréme du point fixe de Krasnoselskii)
Soit (E, || - ||) un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermée de
E. On suppose que A, B : M — E sont deux applications satisfaisant :

- Ar+Bye M,Ve,y e M

- A est continue et AM est contenu dans un ensemble compact,

- B est une contraction.

Alors da* € M, Ax* + Bx™ = z*.

Preuve Soient A, B deux applications vérifiant I’hypothese, on a B est contractant alors

da telque 0 < a < 1 et

1B(z) = Byl < allz —yl, Yo,y € M.

16



1. PRELIMINAIRES

D’aprés le lemme (1.3) :(I — B) : M — (I — B)M est un homeomorphisme alors (I — B)~!
existe et continue sur (I — B)M. D’autre part, pour tout y € M I"équation x = B(x)+A(y)
admet unique solution x € M puisque 'application = — Bx + Ay définit une contraction
de M dans lui méme grace a théoreme de Banach. Ainsi A(y) € (I — B)M pour tout
y€ Met (I —B)™'A: M — M est une application continue car elle est composée de
deux applications continues. Comme A est une application compact alors

(I — B)™'A: M — M est aussi compact car : si A est compact alors AM C K avec K
compact de F.

(I — B)™'(AM) C (I — B)"(K) avec (I — B)"'(K) compact car (I — B)™! est continue
donc (I — B)™'A: M — M est compact.

D’aprés le théoréme de Schauder, (I — B)~'A posséde un point fixe dans M. O

1.3 Quelques définitions d’analyse multivoque

Pour un espace métrique (X, d) , les notations suivantes seront employées dans tout
ce mémoire :

e P(X)={ACX:A#op}

o {A€P(X): Apossede la proprieté "p”} | avec p = f(fermé) , p = b(borné) , p =
cp(compact), p = cv(convexe), etc. Alors,

o Pi(X)={AeP(X): A ferme}

o P,(X)={AeP(X): A compact}.

o P.,(X)={A € P(X) : Aconvexe} , avec X muni d'une structure d’un espace
vectoriel ,

d PCU,Cp(X) = PC’U<X) m Pcp(X) 5 etC.

Définition 1.15. Une multifonction (ou application multivoque) (ou multi application)
[ d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X
un sous-ensemble F(z) de Y . On notera F': X — P(Y) (les notations F : X —» 2¥ et

F : X — oY sont aussi utilisées dans la littérature).
Définition 1.16. On appelle graphe de la multifonction F', 'ensemble :

Graph(F) ={(z;y) e X xY 1y € F(z)}

17



1. PRELIMINAIRES

F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y . On dira aussi que F' est fermée

Définition 1.17. On appelle image de F' I'union des images F'(x) :
Im(F) = Upex F ()
et le domaine de F' ’ensemble
DomF ={x € X : F(x) # 0}

Définition 1.18. Soit F' : X — P(Y) une application multivoque. On dit que F' est
fortement mesurable si pour chaque fermé U C Y, I'ensemble F~(U) = {z € X : F(z) N
U # (0} est mesurable dans X .

Lemme 1.10. [1]
Soit X un espace normé séparable. L’application multivoque :
F : J — P(X) est mesurable si et seulement si pour chaque x € X, la fonction ¢ :

J — [0, +oo[définie par
p(t) = d(z, F(t)) = nf{|lz —yl[ -y € F(t)},t € J
est Lebesgue mesurable.

Définition 1.19. Soit (F, ||.||) un espace de Banach et F': E — P(FE) une application
multivoque.

On dit que F' a un point fixe s’il existe z € X tel que z € F(x).

L’ensemble des points fixes de F' sera noté par Fiz(F).

On dit que F est a valeurs (fermées) convexes si F'(x) est (fermé) convexe pour tout x € X
et I est totalement bornée si F(A) = UyeaF(x) est borné dans E pour tout ensemble

ACE, cad.
Sgg{sup{llyH y € F(r)}} <o

Définition 1.20. Soient (X, d), et (Y, p) deux espaces métriques et soit F': X — P(Y)

une application multivoque.
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On dit que F' est semi-continu supérieurement (s.c.s) sur X si pour chaque zy € X
I'ensemble F' (z() est un ensemble non vide, et si pour chaque sous ensemble ouvert N de
Y contenant F' (xy), il existe un voisinage ouvert M de z tel que F(M) C N C’est-a-dire,
si l'ensemble F~ (V) ={z € X : F(x) NV # 0} est fermé pour n’importe quel ensemble
fermé V dans Y. D’une maniére équivalente , F' est s.c.s si 'ensemble F7(V) = {z € X :
F(x) C V} est ouvert pour chaque ouvert V dans Y.

La fonction F' est semi-continue inférieurement (s.c.i) si I'image inverse de V' par F'
F-(V)={z e X:F(x)nV #£0}

est ouverte pour chaque ouvert V dans Y . D’une maniere équivalente, F' est s.c.i si le
noyau de V' par F

Ftr(V)y={ze X :F(x) CV}
est fermé pour n’importe quel ensemble fermé V dans Y.

En conclusion, pour une fonction & valeurs multiples F': J x R™ — P (R"), on prend

IE( 2)llp = sup{]lv]l;v € F(t 2)}

Définition 1.21. Une fonction multivoque F' est dite Carathéodory si :

(a) la fonction t — F(t, z) est mesurable pour chaque z € R™;

(b) pour tout t € J la fonction z — F(, z) est semi-continue supérieurement, p.p.
En outre, elle est L'— Carathéodory si F' est localement intégrablement bornée,

c.a.d. pour chaque nombre réel positif 7 , il existe h, € L' (J,R,) telle que
IF(t,2)lp < he(t) pp te V|2 <r

Lemme 1.11. Soit X un espace de Banach. Soit F' : [0, b] x X — Py, (X) une multifonc-
tion L'-Carathéodory avec Sg,, # 0 et soit I un opérateur linéaire continu de L' ([0, b], X)

dans C([0,0], X), alors I'opérateur
Lo Sp: C([0,0], X) — Pepen(C([0,], X))
y— (ToSp) (4) =T (Spy)
est a graphe fermé dans C([0,b], X) x C([0,0], X), ou

Spy = {v € L'([0,b], X) : v(t) € F(t,y(t));t € [0,]}

19



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.22. On considere la distance pseudo-métrique de Hausdorf :
Hy: P (R") x P(R") — RY U {+0c0}
définie par

acA beB

Hy(A, B) = max {sup d(a, B),sup d(A, b)}

o d(A,b) = infead(a,b),d(a, B) = infyepd(a,b) . Donc (P (R™), Hy) est un espace
métrique et (Py (R™), Hy) est un espace métrique généralisé. D’ailleurs, Hy satisfait I'in-
égalité triangulaire. Et si xp € R”, on a
d(zo, A) = irelgd(xo,x) et Hy({zo},A) =supd (zo, )
z z€A

Définition 1.23. Une multifonction F': R" — P (R") s’appelle :
(a) k—Lipschitz s’il existe k > 0 telle que

Hy(F(x), F(y)) < kd(z,y),Va,y € R"
(b) Une contraction s’il est k—Lipschitz avec k < 1 .

Lemme 1.12. [2]] Soit (X,d) un espace métrique complet. Si F' : X — Pp(X) est
contractante, alors Fix(F') # ().

Lemme 1.13. [2]] Pour une multifonction F' : X — P.,(Y) s.c.s. on a
Vi € X, lim sup F(z) = F (x0)
T—T0

Lemme 1.14. [2]] Soit (K,), C K tel que K est un sous ensemble compact de X, et X

est un espace de Banach separable. Alors

co ( lim sup Kn) = Nn>0¢0 (Up>nK5)

n— oo

Ou co désigne I'enveloppe convexe.

20
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1.4 Sélection

Définition 1.24. (Sélection )
Une fonction f: X — Y est dite sélection de I’application multivoque F' : X — P(Y)
si,

f(z) € F(z);Vr € X

Définition 1.25. ( Sélection continue (mesurable))
Une sélection f : X — Y d’une application multivoque F : X — P(Y) est dite

sélection continue(mesurable), si f est continue(mesurable).

Théoréme 1.15. ( Kuratowski-Ryll Nardzewski)
Soit (§2, %) un espace mesurable , soit F' : Q — P(X) une multi-fonction mesurable
a valeurs fermées non vides et supposons X séparable. Alors F' admet au moins une

sélection mesurable.

Preuve : Soit (z,),y une suite dense dans X . Pour tout w € €2, il existe n € R telle
que
Fw)NB(z,,1) #0

On pose que fo(w) = x,, ot n est le plus petit entier dont la distance & F'(w) est strictement
inférieure a 1. On va vérifier que fy et mesurable . Soit V' un ouvert dans X , alors il suffit

de montrer que

ffV)={we: folw)eV}ex
Par définition de fjy, on a
fot (@) = F~ (B(2,,1)) \ Upen F~ (B (20, 1))

D’ou
f'V)=F (B, )NV)\ Upnen F~ (B (2, )NV) €T

Donc fy est mesurable. Comme X est séparable , alors on peut vérifier facilement qu’il

existe z,, € X telle que

F(w)N B (2p,1) N B (2, 1/2) £ 0, Yw e Q
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Soit f1(w) =z, , ou r est le plus petit entier naturel tel que pour w € €,

d(fo(w), F(w)) <1et d(folw), filw)) <1/2

On suppose que

d(fr(w), F(w)) <21k 0<k<mVwe

et
1
d (fe(w), frr1(w)) < Yy 0<k<m-1Vwe

On montre qu’il existe f,, o vérifiant

A (Fos1 (), F(0)) < —— Y € Q

om+1’
et
1
d(fm+1(w)7fm+2(w>> < Q—m,Vw e

D’apres la construction de f,, et f,,+1 , on utilise la séparabilité de X pour définir f, 1,10

1 1 1
Fw)NB(z,,1)NB (xnﬂ, 2) N...NB (:cn+m, 2m) N B (xmm“, 2m+1> # 0,Yw € Q

ou frio(w) = Tpime1 €6 n+ m + 1 est le plus petit entier naturel vérifiant I'inégalité

ci-dessus et

d (fasm (@), fasmir (@) < ;n,Vw cq

On en déduit que

A (fnis), F@)) < 5y, Y € 0
et

A (fn (@), frral)) < Voo €0
On pose que

Sn={w €Q: fi(w) =a,} = fi " (z2) €1

Alors les ensembles {5, : n € N} forment une partition de € en ensembles mesurables.
Soit w € Q . Alors il existe n,k € N tel que F(w) N B (xn,2_k) (qui est non vide
par hypothese); de plus il existe un plus petit entier r tel que la distance entre z, et

Fw)NnB (xn, 2"“) soit inférieure strictement a 2~ +Y. On pose que fi41(w) = ;.

d (fe(w), Fw)) < d (fi(w), Fw) N B (z,,27%)) < 27
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et pour tout z € F(w)
d(fe(@), fri1(w)) < d (felw), 2) +d (2, frn(w)) <277 4 270D < g7

Donc

UnZl'Sn =

Pour tout w , la suite (fi(w)),cy st de Cauchy dans X , et donc converge vers un cer-
tain élément f(w) € X Alors f est mesurable (car f est une limite simple de fonctions

mesurables). De plus, par

A(felw), F(@)) < 5

et du fait que F' est a image fermée ,
f(w) € F(w) pour tout w € Q
c’est-a-dire que f est une sélection mesurable de F'. 0

Théoréme 1.16. [12] Soit X un espace métrique séparable, et F' : X — Pr(Y) une
application multivoque . Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F est mesurable;

(2) pour chaque x € X | la fonction w — h(w) := d(z, F(w)) est mesurable;

(3) F admet des sélections mesurables f,,n € N telles que

F(w) = {fa(w) : n € N}

Définition 1.26. [13] Un sous-ensemble A C L'(J, E) est décomposable si pour tout

u,v € A et pour tout sous-ensemble Lebesgue mesurable I C J on a :
uxs + vx VS A
ou x est la fonction caratéristique.

Définition 1.27. Soit F' : J x E — P(F) une multi-application & valeurs fermées non
vides, & F on associe l'opérateur multivoque F : C(J,E) — P (L'(J, E)) défini par

F(y) = Spgy. L'opérateur v est appelé opérateur de Nemyts'kii associé a F.
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Définition 1.28. Soit une multi-application a valeurs compactes non vides. On dit que
F est de type s.c.i. (t.s.c.i.) si Popérateur de Nemyts’kii associé a F' est s.c.i. et est a

valeurs non vides et décomposables.

Une condition sufisante d’existence des fonctions de type s.c.i. est assurée par le résultat

suivant :

Lemme 1.17. [13]
Soit F': J x R — P.,(R) une multi-fonction intégrablement bornée vérifiant la condition

suivante :
(a) (t,x)w— F(t,x) est L ® B mesurable.

(b) x> F(t,x) est s.cip.pteJ

Alors F est de type s.c.i.

Théoréme 1.18. [/] (théoreme de sélection de Bressan-Colombo) Soit X un espace
métrique séparable et E un espace de Banach. Alors tout opérateur s.ci. N : X —
Pr (LY(J, E)) a valeurs décomposables fermées posséde une sélection continue,

i.e. il existe une fonction univoque continue f : X — L'(J, E) telle que f(x) € N(x) pour
tout x € X.

Lemme 1.19. [7] Soient X un espace de Banach, C' un sous ensemble convexe de X , U
un sous ensemble ouvert de C, et ' : U — Py 0,(X) une multifonction s.c.s et compacte,
alors :

(a) ou bien Ju € OU; 3\ €]0,1] tel que u € A\F (u),

(b) ou bien F admet un point fixe dans U.
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Chapitre 2

Probleme de Cauchy pour les équations

différentielles ordinaires

Dans ce chapitre, on va donner quelques résultats d’existence et unicité d’un probleme
de Cauchy pour les équations différentielles ordinaires du premier ordre par des méthodes

théoriques et numériques.

2.1 Equation différentielle ordinaire

Une équation différentielle ordinaire, ¢’est une équation définie en termes d’une variable
t € I, I intervalle réel, une fonction inconnue y : I — R" et ses dérivées par rapport a t,

en formule :
‘F(tv y(t)v y/(t)7y,/(t)7 T ) =0

Une fonction y qui vérifie F (¢,y(t),y'(t),y!(t),---) = 0 s’appelle solution de 'EDO .

Une EDO est d’ordre k si elle contient les dérivées de y jusqu’a l'ordre k.

Exemple 2.1. Les équations :

J(t)—t=0

yD(t) —y(t) =0
VPO 42 4y =0

sont des équations différentielles ordinaires.
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2. PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Si n =1 on parle d’équation différentielle scalaire. Si n > 1 on parle d’équation différen-

tielle vectorielle. Par exemple 1’équation pour l'inconnue y(t) = (yi(¢), y2(t))) € R? :

y!(t) = llyll*y,
est un premier exemple simple d’équation vectorielle.

Exemple 2.2. ’EDO d’ordre 2 la plus célebre est la deuxieme loi de Newton :
F(x) = maxzn(t)

qui décrit par exemple la dynamique d’un point matérielle soumis a la résultante des

forces F.

On peut écrire la loi de Newton en termes du systeme :

de deux équations d’ordre 1.

En general une équation scalaire d’ordre k peut étre écrite comme un systeme de k équa-
tions d’ordre 1 .

Dans la suite on va considérer des équations différentielles d’ordre k sous la forme normale :

y(k) = f (tay7 e ay(k_l)) s ke N.

2.2 Probleme de Cauchy
Soit I un intervalle, f : I x R® — R™ une fonction donnée. On considere I’ DO
y!(t) = f(t,y(t)),

on peut penser a cette équation comme un phénomene évolutif en temps ( la variable t

). Comme le probléeme de déterminer toutes les primitives d’une fonction donnée, cette

26
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probleme admet en genéral un nombre infini de solutions. Pour choisir une solution par-

ticuliere on impose une condition initiale, c’est a dire

y (to) = Yo
ce qui veut dire que a l'instant initial ¢y la loi evolutive vaut yp.

Définition 2.1. On appelle probleme de Cauchy le probleme suivant

Y (t) = ft,y(t)) tel
y(to) =vo, to€l,yo€R"

Définition 2.2. On appelle solution du probleme de Cauchy toute fonction y : J — R”
avec J C I,tg € J qui vérifie :

y'(t)=fty@) tel
y(to) =vyo, to€l,yo€R"

Notation : On note (J;y) une solution telle que ci-dessus.

Définition 2.3. Forme integrale du solution
Un couple (J;y) est solution du Probléme de Cauchy si, et seulement si, I'equation inte-

grale suivante est verifiee :

Ve Jyt) =+ [ flsulo)ds

Définition 2.4. (J;y) solution locale si (J;y) solution et J voisinage de t, dans I.
-Prolongement de solution locale : si (J;%) et (J;§) sont des solutions locales, on dit que
(J;7) prolonge (J;y) si J contient J et y coincide avec ¢ sur .J; dans ce cas on dit aussi
que (J;y) est restriction de (.J;7).

-Solution maximale : une solution locale (J;y) est dite maximale si elle n’a pas d’autre
prolongement.

-Solution globale : une solution locale (J;y) est dite globale si elle est definie partout, ie.

sil=J
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2.3 Existence par méthodes théoriques

2.3.1 Théoreme de Cauchy - Lipschitz

Théoréme 2.1. [9]Cauchy - Lipschitz
Soient I un intervalle, D un ouvert de R™, f : I x D — R™. Soient (ty,yo) € I x D. Si
f est continue et lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable dans un voisinage du

point g, alors le probleme de Cauchy

vlt) = Fty) tel
y(to) =1y, to€l,yo€ D

admet une unique solution 3 définie dans un voisinage du point t;.

De plus la solution est de classe C* dans ce voisinage.

Preuve -Cylindre de sécurité
Comme I et D sont ouverts, il existe Sy = [to — Ty, to + To] X B (yo, 70) un cylindre inclus
dans I x D.

Comme f est localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable, on peut
choisir 7y assez petit pour que f soit k -lipschitzienne sur Sy.
De plus, sur Sy, f est bornée par une constante M.
Soit T' < Tp, et y une solution du probleme de Cauchy définie au moins sur I, C
[to — T, to + T). Supposons qu’elle sorte du cylindre S = [tg — T, to + T] x B (yo,70) au

temps 7 € [tg — T, to + T alors, par continuité,
ro=lly(r) = ll = | [/ (wda| < 1
0

Donc si T' < min (TO, TMO), alors toute solution définie sur Iy C [tqg — Tty + T] reste dans
la boule B (yo, r0) -

On nommera cylindre de sécurité 'ensemble C' = [to — T, to + T] X B (3o, 70)-

- Application du théoreme de point fixe de Banach

On note F = C ([to =T to+ T ,F(yo,ro)) et pour y € F, on appelle ¢(y) la fonction

définie sur [to — Tty + T'] comme suit :

S =+ [ Flusy(w)du
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Comme F muni de la norme uniforme est une partie complete, et comme ¢ : F — F, on
va appliquer un théoreme de point fixe de Banach.

Soient y1,ys € F,

6 ) =6 ()l () = | [ (F (w3 (0) = f ()
<k [ o) — o) du
< KT |lyr — 12|

Donc [|¢ (y1) — ¢ (y2)|| < kT [|y1 — y2|| - Et en particulier, si on choisit 7' < 1, alors ¢ est
contractante.

On a donc existence et unicité d'une solution au probleme de Cauchy sur [ty — T, to + 7.

2.3.2 Théoreme de Cauchy-Arzela-Peano

Si f est seulement continue, le théoreme de Cauchy-Arzela-Peano donne ’existence

d’une solution.

Théoréeme 2.2. [22]

Soit I un intervalle ouvert de R, ) un ouvert de R" et f : [ x 0 — R" une application
continue.

Alors, sity € I et yy € Q sont donnés, le probleme suivant admet au moins une solution
y de classe C! définie sur un certain intervalle dans I de la forme [ty — T,to + T| avec
T > 0.

y'(t) = f(ty(t))

P):
) y (to) = Yo

Preuve -Cylindre de sécurité

Comme I et ) sont ouverts, il existe Sy = [to — Ty, to + To] X B (yo, 7o) un cylindre inclus
dans [ x €.

Sp est compact donc f est bornée sur Sy par une constante M.

Soit T' < Ty, et y une solution du probléme définie au moins sur Iy C [to — T, to + T']. Sup-
posons qu’elle sorte du cylindre S = [ty — T, to + T]x B (yo, 7o) au temps 7 € [to — T, to + T
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alors, par continuité,

ro = [ly(7) — yoll = H/t y’(u)duH <TM

Donc si T < min (T 0, TMO), alors toute solution définie sur Iy C [to — T',to + 7] reste dans la

boule B (yo, o). On nommera cylindre de sécurité 'ensemble [tg — T, tg + T x B (yo, o).
-Application du théoréme de point fixe de Schauder

On note £ = C ([to —T,to+T],R") et F =C ([to — T, to+T] ,E(yo,ro)) Alors E est

un R— espace vectoriel normé et F' est un convexe fermé non vide.

Pour y € F, on appelle ¢(y) la fonction définie sur [ty — 7', to + 1] comme suit :

S =+ [ Fluy(w)dy

Par convergence dominée, ¢ est continue, puis comme MT < rg,on a ¢ : F — F.
Supposons que ¢(F) est relativement compacte, alors par le théoreme de Schauder, on a
existence d’un point fixe dans I’ de ¢, c’est a dire une solution a notre équation différen-
tielle définie sur [t — T, to + T.

- ¢(F) est relativement compacte
[to — T, to + T est compact.
-On a

1w ® | = o+ [ fuy(w)du

t
Lyl + [ 1l fwy(w) | du
< o | +TM,

IN

D’ou ¢(F) est uniformement bornée.

-Puis siy € C et t1,ty € [to — T, to + T alors

16 () = 6() ()] = I || Flasy(a)dul < M s — o

On en déduit que les fonctions de ¢(F') sont M — lipschitziennes sur [ty — T, to + T, donc
forment une famille équicontinue. Le théoréme d’Ascoli permet alors de dire que ¢(F') est

relativement compacte. U
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2.4 Meéthodes numériques de résolution

Pour des problemes de Cauchy d’un intérét pratique, on trouve rarement la solution
y(t) exprimée avec une formule exacte. On a vu qu’une solution de problémes de Cauchy

est obtenue en intégrant de ty a t :

y(0) =y (o) + [ Fls.y(s))ds

Le probleme avec cette solution est que I'inconnue y se trouve sous l'intégrale.

On reprend les notations précédentes concernant un cylindre de sécurité, et on ne s’occupe
pour simplifier que des solutions a droite c’est a dire sur 'intervalle [tg, o + 7.

on supposera que f satisfait aux conditions du théoreme de Cauchy-Lipschitz. Ceci assure
que le probléeme de Caushy admet une unique solution.On notera ¢ — y(t) la solution
unique du probléme sur [tg, tg+ 7] dont le graphe est contenu dans un cylindre de sécurité
[to — T, to + T) X B (yo,70)

Nous avons choisi ici d’exposer le cas des équations unidimensionnelles dans le seul but de
simplifier les notations; le cas des systemes dans R" est tout a fait identique, a condition
de considérer y et f comme des fonctions vectorielles.

Etant donné une subdivision ty < t; < ... < ty = to+ T de [to,to + T]; on cherche a
déterminer des valeurs approchées y,, des valeurs y(¢,); prises par la solution exacte y.

On notera les pas successifs
B =tops —tn, 0<n<N-—1

et

Rmax = max (hy)

le maximum du pas.

Définition 2.5. Une méthode (ou schéma ) a un pas explicite est une équation de récur-

rence de la forme

yn—&—l:yn‘l'hnq)(tmymhn)a OSHSN_l
tn+1 = tn + hn

Le domaine de définition de ¢ contient au moins U x [0, 4], > 0
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Définition 2.6. Un schéma a un pas est dit implicite s’il est de la forme

Yn+1 :yn+hnq) (tnaymyn—f—lahn)a OSHSN—l
tn+1 = tn + hn

C’est-a-dire si & dépend non linéairement de ¥, 11

Pour ce type de méthodes il s’agira le plus souvent de s’assurer que l’équation

Y=Y+ h® (tna Yn, Y, h)

a une unique solution du moins pour tout h, assez petit. Dans les cas les plus courants

cela résultera du théoreme des fonctions implicites.

2.4.1 Meéthodes d’Euler

Une fagon d’obtenir une multitude de schémas, est d’intégrer le probléme sur [¢,,, ;1]

) —ylta) = [ Fye)dr

et ensuite d’approcher l'intégrale.
Par exemple

- Intégration par la méthode des rectangles a gauche

[ Py ©)it < haf sy (1)

ce qui donne le schéma d’Euler explicite.

Yn+1 = Yn + hnf (tn—i-la yn—i—l)

- Intégration par la méthode des rectangles a droite

[ FuO B (e ()

ce qui donne le schéma d’Euler implicite

Yn+1 = Yn + hnf (tn—i-lv yn-i—l)
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-Intégration par la méthode du point milieu :

/}tt”+1 Ft,y(0)dt = o f (tn + h;,y (tn + h;))

ici, on connait uniquement la valeur de v, ; et pour donner une approximation de la

solution au point ¢, + %" ; on utilise le schéma d’Euler explicite

oot )~ o)+ 5 )

ce qui donne le schéma d’Euler modifié

hy,

Ynt1 = Yn + Iy, (f(t + 5

- Un T f(myn)>

Exemple 2.3. on considere le probleme de Cauchy suivant
y'(t) = —y(t)
y(0) =1
dans l'intervalle temps [0; 7] : La solution exacte est clairement donnée par y(t) = e~ :
On suppose que les pas de temps sont constants, c’est-a-dire h, = h = %, 0<n<N-1:

Le schéma d’Euler explicite s’écrit dans ce cas :

Ynt1 = Yn — hyn = (1 - h)yn

et donc
Yn+1 = (1 - h)n

d’ou
T
=

yv = (1 —h)% — e T quand h — 0

2.4.2 Meéthodes de Taylor d’ordre p

Supposons maintenant que f soit de classe C?; on a vu alors que la solution exacte y
de probleme est de classe CP*! et on a défini des fonctions f*) construites par récurrence
& partir de f et de ses dérivées partielles telles que y®) (¢) = fE=U(¢,y(t)); pour k =
1,...,p+1: La formule de Taylor d’ordre p donne

y (to + hy) Zk, i [,y (t0) + 0 (R)
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ou avec la formule de Taylor avec reste de Lagrange :

1
(t +h +Z /{Z'hﬁ [k 1 my(tn))_'—m }:L+1f[p] (t +6hn7y(t +0h ))796}071[

On est donc amené a considérer I’algorithme suivant, appelé méthode de Taylor d’ordre p

Yn+1 = Yn + Zk 1 klhkfk Y (tnayn)

(7p)
’ tn+1 =t, + hn

D’aprés la définition 2.5, cet algorithme correspond au choix ®(t,y, h) = Yh_; Lh*1 fE1 (¢ y(1)) -
On peut remarquer facilement que la méthode d’Euler n’est autre que la méthode de Tay-

lor (771).

Remarque : La méthode de Taylor n’est en général pas utilisée en pratique car le calcul

des valeurs fl¥ est trop cofiteux.

2.4.3 Meéthodes de type Runge-Kutta

Les méthodes de type Runge-Kutta permettent d’obtenir une plus grande précision que
les méthodes d’Euler (dans le sens ot elles donnent en général des solutions numériques
plus proches des solutions analytiques que les méthodes d’Euler). Cette précision est
obtenue par 'utilisation d’un pas de calcul intermédiare. Les deux méthodes de Runge-
Kutta les plus employées sont I’algorithme dit (RK2) a deux pas de calcul et ’algorithme
dit (RK4) a quatre pas de calcul.

Description de la méthode

On considere comme d’habitude le probleme de Cauchy

y'(t) = f(t,yt) (E)
y (to) = Yo (1)

avec une solution exacte y(t) sur [to; to+ 7] et une subdivision tg < t; < ... <ty =to+7T
L’idée est de calculer par récurrence les points (t,,; y,, ) en utilisant des points intermédiaires
(tn,i7 yn,z) avec

tn,i =t + cihna 1<i< q, G € [071]
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A chacun de ces points on associe la pente correspondante

Pni = f (tn,ia yn,i)

Soit y la solution exacte de 'équation (F) : On a
tn,i

Y (tni) =y (tn) f(ty(t))dt

tn

=y (t,) + hn/o i f (tn + uhy,y (t, + uhy)) du

grace au changement de variable t = t,, + uh,, : De méme

Y (tns1) =y (tn) + ha /01 f (tn + uhy, y (t, + uhy)) du

On se donne alors pour chaque ¢ = 1,2, ..., ¢ une méthode d’intégration approchée
o i—1
/0 g(t)dt ~ > aig(c;), (M)
j=1

ces méthodes pouvant étre différentes. On se donne également une méthode d’intégration

approchée sur [0; 1]
1 q
| ot =3 big(cy)
0 ot

En appliquant ces méthodes d’intégration a g(u) = f (¢, + uhy,, y (t, + uh,)),il vient

i—1
Y (tni) =y (tn) + b Y aijf (tnj,y (tn))
j=1

() = 5 (t0) + o 32 b f (g (1)

=1

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par ’algorithme

tn,i - tn + cihn
Yni = YUn + hn ;;11 Aj5Pn,j
pn,i = f (tn,ia yn,i)a 1 S Z S q

tn+1 =t, + hn

Yntl = Yn + I 25:1 bjpn,;j
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Chapitre 3

Probleme de Cauchy pour les équations

différentielles impulsives

Ce chapitre traite ’existence et I'unicité des solutions d’un probléme de Cauchy sur les
équations différentielles ordinaires impulsives de premier ordre sur un intervalle compact.

On considere le probleme de Cauchy suivant :

y(t) :f(tay(t»; te J/{tla"' 7tm}
y(t) =y (te) =(w(te); k=123 m (3.1)
y(0) = a; aeR”

ouJ=1[0,0], f:JxR"— R"une fonction Carathéodory donnée, et I}, € C' (R", R")
cy (8) = limpooy (b +h),y (t) = limusoy (b — B)

3.1 L’espace des solutions

soient Jj, :]tk,thrﬂ,k =1, - ,m;J(] = [O,tl] 0<t <to<--- <ty < tmt1 = b
et soit yx la restriction de la fonction y sur Ji. On considére 1’espace :
PC = {y S — R"yp € C(Jg,R"),k=0,1,--- ;m, ety (t,;) et y (t;) existent et

satisfaint y (t,;) =y(ty),Vk=1.2,--- ,m}
muni de la norme :

[yl pc = max{{lyl[s, : k= 0,1,---,m} = sup [y(t)]
te[0,b]
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3. PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES

ol

Y], = sup |ly(t)]]
teJy

Lemme 3.1. [20] L’espace (PC, || - ||pc) est un espace de Banach.
Preuve Soit (y,), une suite de Cauchy dans PC , alors
Ve > 0,3ng € IN, Yo, 1 > 1o = ||Ygo — Yol po < €

tq
quo - yquPC = sup quo(t) —Ya ()]l
te(0,b]

Comme y, € PC alors y, € C(Jy,R"), et on a

“yq - yq1||JO < ||yq - yq1”po <e

donc (yq)q est une suite de Cauchy dans C' (Jy, R™) alors on a Jyg € C (Jy, R") tq

g — yq0||J0 — 0 quand ¢ — o0

On a aussi y, € C(J1,R"), on considére la suite des fonctions :

Yq(t)it €]t1, 1]

i (1

‘)
alors (,), est une suite de Cauchy dans C' ([t1,%2] ,R") , donc Jy; € C ([t1, 1] ,R") tq

gq(t) =
=
limg 00 Ug = 11
Jim y, = yi; VEEJhL ]y lim g, (h) = lim y, (t) =wn )

Donc ||y, — y1l|;, — 0 quand ¢ — oo
Par analogie, on peut continuer la démonstration jusqu’a I’étape "'m", d’oti

hmq—><>0 qu - y”pc =0; tq :

yo(t); tedy

yl(t), t - Jl
y(t) = . .

Un(t); t € Jn
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Définition 3.1. Une fonction y € PC' est dite solution du (3.1) si

gt) = f(ty(t),t e
y () =y (t) =Ly k=12 .,m
et
y(0) =a

Lemme 3.2. [20]
Une fonctiony € PCNUJ, AC (Ji, I R"™) est une solution du probléme (3.1) si et seulement

y € PC U™ AC (Jy, IR") ,y(t) = a + /Otf(s,y(s))ds + 3 Lyt), telod

0<trp<t
(3.2)

Preuve Soit t € J
sit € [0,t)onay(t)=a+ f5 f(s,y(s))ds.

-si t € [t1,1s] , la solution du probleme

est donnée comme :
o0 =y (1) + [ fsp)ds
— )+ L) + [ fsulo)ds
—y(t)+ [ sy + 11y (1)
(o [ rnonds) + [ Fs.(s)ds + 1 Gy (1)
—at [ Foy)ds+ 3 Ty (t)

O<trp<t

et ainsi de suite
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3. PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES

-si t € [t, b] on trouve aussi :

st =a+ [ Fops)+ Y Tly(0)

0<tp<t

Inversement il est facile de démontrer que si y est une solution de ’équation integrale

(3.2) alors y est solution du probleme (3.1). O

3.2 Résultats d’existence

On utilisons trois méthodes pour montrer I’existence des solutions :

3.2.1 Par théoréme de Banach

Théoréme 3.3. [15] Supposons qu'il existe une fonction ¢ € L' ([0,b], R™) telle que :

1t 2) = f& o)l < @Dllx =yl Yo,y e R"
Alors le probleme (3.1) admet une solution unique.

1.L’existence :

On considére le probleme (3.1) sur [0, ¢]

y(t) = f(t,y(t)); te Jo=1[0t]
y(0) =a
On considére 'opérateur N; définie par
Ny :C([0,t1]; R™) — C ([0, 1] ; R™)
y — Ny
Ny(t) = a+ fy f(s,y(s))ds; € [0,t]

Soient x,y € C ([0,t1];R™), et t € [0, 1]
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3. PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES

[Nz (t) = Ny (O] < [ £(s)[lx(s) = y(s)llds

[e=]

1 gt t

S*/ 7U(s)e™Vds||x — yl|pes L(t):/ ((s)ds
7 Jo 0
1

< =™z — y| g
T

Donc
o 1
PO N(t) — Nuy(t)] < ;II!L" —yllpo;t € [0, 1]
Alors

1
1Nz = Niylipe < ~llz —yllse

ol , [[yllsc = SUP¢e(o,t] efTL(t)”y(t)”-

pour 7 € [1,400|; V; est contractant, donc
Jlyo € C([0,44];R") : Niyo = yo

Dot yy est la solution de (3.3).

- On considére le probleme (3.1) sur |t, to]

i) = f(t,y(t)):
0= () et o
y (t7) = o () + L (o (1))
On considére l'espace C, = {y e C(J1,R") Jy (tf) existe },(C*; | - 1l;;) est un es-
pace de Banach.

Soit
Ny: C, — C,

y — Noy
Noy(t) = yo (t1) + Iy (yo (1)) + Ji, f(s,y(s))ds; ¢ €]ty, to]

Soient x,y € C, , et t € [t1,1s]

N (t) = Nay(®)] < [ €6)lo(s) — y(s)]ds
1 TL(s) . . . t
< T/tl ri(s)e™Vdslle —yllper L(t) = [ A(s)ds

1
<~z — yllse
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Alors
1
e TL(®) | Noz(t) — Noy(t)]] < ;HZE —yllse;t €]t ta]

Donc

1
INoa = Noyll e < —[lz = yllse
T

Alors pour 7 € [1,+00[; Ny est contractant, donc

Ay € C(|t1, t2]; R™) - Noyy = 11

et on a

t
+) +) -
Y1 (H) = Nay (t1) = yo (1) + L1 (yo (t1)) + lim ; f(s,y(s))ds
Donc 1, est la solution de (3.4). Par suite, la solution du probleme (3.1) est donnée

par :
yo(t), te [O,tl]

n(p = T

Ym(t), t Eltm, b
2. L’unicité :
Soient ¥, Y« deux solutions du probleme de Cauchy (3.1); on va montrer que :
Ys(t) = yuu(t),Vt € J = [0, D]
Site Jy=1[0,t] alors y.(t) = y.(t), Vt € [0, 4]
Sit € J; = [ti,ti1] done y,(t) = yuu(8), Yt €ltintin i v (67) = e (8) i € {1,2,+ ,m)?
on a :y, (t;r) — Ys (ti_) = I; (v« (t;)) implique que :
Ys (tf) = U, (t;) + L (Y (8) = Yos (t) + L (Yar () = Yo (tj)

3.2.2 Par I’Alternative non linéaire de Leray Schauder

Lemme 3.4. Soit M un sous ensemble de PC', M est relativement compact si :
1) M est équicontinu

2) M est uniformement borné.

Preuve Supposons que
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1) M est équicontinu

2) M est uniformement borné. U
Soit (), une suite de M, alors
- par hypothese on a {y,,n € N} équicontinue et uniformement borné dans C ([0,t;],R™),
donc d’aprés le théoreme d’(Arzela-Ascoli) I'ensemble {y,,n € N} est compacte dans

C ([0,t1] ,R™), alors

3 (ynk) “Ynpy — Yo dans C ([Ovtl] 7Rn)

-Posons
yn (t) ,t G]tl, tg]

yn (1) 1 =t
donc {7, n € N} est équicontinue et uniformement bornée dans C ([t1, t2] , R"™), et par

le théoréme d’ (Arzela-Ascoli) I'ensemble {g,,,n € IN} est compacte dans C' ([t1, t5] , R™),

Un (t) =

on a alors

3 (Un,,) : Un, —> y1 dans C ([t1,t2] ,R")

Et ainsi de suite, on continue

. D’on, il existe une sous suite de (y,), qui converge vers y dans M tel que

vo(t), tel0,t]

o= w0 et

Ym(t), t E€ltm, bl

Théoréme 3.5. [20] Supposons qu'il existe une fonction continue 1 : [0, c0[—]0, 00|

croissante et p € L' (J,R,) telle que

1F (&)l < p(B)e(lyl); vt € J, ¥y € R

/Obp(s)ds < /:Ciuu)
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Alors le probleme (3.1) admet au moins une solution.

Preuve Pour la démonstration nous utilisons "l'alternative non linéaire de 'Leray et
Schauder". On transforme le probléme (3.2) en un probléme de point fixe. On considére

I'opérateur

N : PC (J,R") — PC (J,R")

défini par
Ny(t) = a+ [ f(sy)ds+ 3 Ly (@)

O<tp<t

D’apres le lemme (3.2) le point fixe de N est la solution du probleme (3.1). On va montrer
que N est completement continu, la démonstration est donnée en 4 étapes.
Etapel : N est continu :
Soit (y,), une suite dans PC' (J,R") telle que y,, — v, il suffit de montrer que
Ny, — Ny Pour tout t € J. on a :

Nyl®) =a+ [ Flsn@)ds+ 3 T (0)

O<trp<t
Alors ,
[Ny (t) — Ny(t)|| S/O 1S (s, 9n(s)) = f(s,y(s))ll ds
+ 2 M (yn (t)) — T (y (80)
k=1
Comme les I,k = 1,---,m, sont des fonctions continues, et f est une fonction

L' —Carathéodory, et par le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue on a

b
Iy = Nyllpe < [ 11F (5.9a(5) = £5, ()]l ds
+ 3 1k (yn (t)) — Ik (y (t))]] — 0 quand n — oo
k=1

Donc N est continu.

Etape2 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble borné dans I’espace
PC (J,R") :

Il suffit de montrer que pour chaque ¢ > 0,3¢ > 0 tel que pour tout
y€By={y e PC(JR"): |lyllpc <q} ona

[Nyl[pc < ¢
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Soit y € By, on a

INyllpe < llall + [ 17 p(s)) s + 3 1 (o (1)

k=1

< lall + [ p(e)e (yllrc)de + 3 1 Gy (14) )

k=1

<loll+ [ syt + 3 sup (@) = ¢

k=12€B(0,9)
Etape3 : N a transformé chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans
I'espace PC (J,R"™) :
Soit 71,75 € J, 71 < T2 et B, la boule qui est définie dans I'étape (2), et soit y € By,
alors

1. T.Sim #t;(oubien 1 #1t;),Vi€ {1,2,--- ,m}, on a

[Ny () = Ny ()l < [ pls)ula)ds

+ Z sup |[Ix(2)]| — 0 quand T — 7
11 <ty <72 TEB(0,q)

2. Si 7y =t;, on consideére 0; > 0 tel que {tx,k # i} N [t; — o1, t; +01] =0
pour 0 < h < d10n a

t;
[Ny (t) = Ny =Wl < [ p(s)la)ds — 0 cuand b — 0

3. Si 7y =t} on considere &5 > 0 tel que {ty, k # i} N [t; — da,t; + d2) = 0, donc

pour 0 < h < dy on a :
ti+h
[Ny (t:+h) = Ny (#)] < [ pls)lglds — 0 quand h—0

Donc d’apres les étapes 1, 2 et 3, et par "Arzela-Ascoli' on conclut que 'opérateur N est
completement continu.

Etape 4 : Estimation a priori :

Soit y € PC (J,R™) tel que y = ANy, et 0 < A < 1
Alors pour tout ¢t € [0,¢;] on a

o(0) =N+ A [ Fls,y()ds
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donc

Iyl < lall + [ p(s)elyts)lds, € [0,

Considérons 'application 1 telle que

)= lall+ [ (s)elyts)lds, ¢ [0,
Donc on a
9(0) = llall, |y@® <), te]l0,t]
et
0(t) = p®e(ly®)), t€[0,t]

Utilisons le fait que v soit croissante, on obtient

Ce qui implique que pour chaque ¢ € [0, 1], on a

9t du t1
/m) (u) S/o pls)ds

Lapplication I'o(2) = [5q —u est continue croissante , alors I';! existe et croissante et

| I(t) < Tyt (/Otl p(s)ds) = M,

Comme pour tout ¢t € [0,¢], ||y(t)|| < ¥(¢), alors

sup |y(t)]| < Mo
te[0,t1]

Maintenant, pour t €]ty,ts], on a

v ()] < 12 (@)l + ly ()]

< SUP, 50,110 [111(2) || + Mo := N

YO = My () + 1 (g () + ) [ (s.y()ds
Alors
ly®ll < N+ [ puilylds. ¢ b
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Considérons I'application ¥, tq

— N+ / (ly(s))ds, t € [tr, 1]

Donc on a
%(ﬁ)zﬁh [yl < Di(t), t € [ta,ts]

et

0u(t) = p@)e(llyOl), ¢ € [tr, to]

1 est croissante, donc

Ce qui implique que pour tout t € [t1, 5], on a
91t du t2
— < / p(s)ds
ey oty < J P
Si on considere application I'y(2) = [ o t+> ;on obtient :

to
Oy (t) <T7? (/ p(s)ds> = M
t1
Pour chaque t € [t1,t2], ||y(t)]| < 91(t), alors , alors
sup ly(®)[l < M,
tefty,tz]

Et ainsi de suite on continue le processus jusqu’a U'intervalle [t,,, 0], y |[tm, b] est la solution
du probleme y = ANy, pour 0 < A < 1. On obtient qu’il existe une constante M, telle

que

sup (0] < 5 ([ wtoys) o= o,

tG[tm,b] m

Comme on a choisi y arbitrairement, alors pour toute solution y du probleme (3.1) on a

lyllpe < max{Mj, : k=0,1,--- ,m} :=b*
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Soit ’ensemble

U={yePC:|yllpc <b*+1}

Par conséquant 'opérateur N : U — PC est complétement continu.
Par la définition de U il n’existe pas y € U tel que y = ANy pour tout A €]0,1].
Il reste le choix que N admette un point fixe y € U qui est solution du probléme (3.1).

3.2.3 Par théoréme de Krasnoseleskii

Théoréme 3.6. [/8] Supposons que :
(Hy) f:JxR"— R" est une fonction L'—Carathédory,

(H2) Iy € C(R"R™), k = 1,....,m avec J¢x, > 0, telque

Vo € R" | Ik(z) — Lu(y)|| < cellz —yll. (3.5)
avec
S o< L (3.6)
k=1

sont vérifiées. Alors le probleme (3.1) admet au mois une solution.

Preuve Considérons 'opérateur N défini par :
N:PC(JR") — PC(JR")
t
y = (N@IO =p+ [ fsy)ds+ ¥ Ry(t)

0<tr<t
D’aprés le lemme (3.2) les points fixes de l'opérateur N sont les solutions du probléme
(3.1). On va appliquer le théoreme de Krasnoselskii sur 'opérateur N :
N =a+ [ fly)ds+ 3 Tlylir),
0 0<tp<t
on l'ecrit sous la forme de la somme de deux applications A et B tel que : N = A+ B
avec A est une contraction et B est complétement continue.

On suppose que :

Aly(®) =wo+ D Lly(ty)), (3.7)

O<tp<t
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t
= | Fs(s)ds. (35)
Le preuve est donné par les étapes suivants :

Etapel Soit M une partie non vide, convexe et fermée de PC'. On suppose que :
A B: M — PC.

M est défini par la formule suivante :

Al >0,M ={y € PC,telque |ly|lpc <(}.

On montre que A(z) + B(y) € M,Vx,y € M :
Soient z,y € M il faut que A(x) + B(y) € M,
v,y e M= llzllpe <1 et |ylpe <1,

On a :
[AGE) + B = la+ X L)+ [ fsls)ds)

0<tp<t

<l + X @)+ [ Fsuls)ds]
O<tp<t

< flal+ X |l tku+/Wu,y )lds
0<tp<t

t
§\w+zmm@w+4m@w
sum+zmm ) [ER

Ona ||z||pc < ldonc ||z(t;)|| <1,k =1,..,mdoncz(t;) € B(0,]) = {x € R", ||z| <[}

Puisque les I;, sont continues sur le compact B(0,) alors

sup [ 74(@)]| < oo, (39)
z€B(0,l)
Donc
[A(z(t)) + B(y@) < IIaI+ZIIIk DI A 2
< Ial+Z sup |[Zx(z)|| + [|7or | 2
fe—= 1m€B(Ol)
< C
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Donc [|A(z(t)) + B(y(t))||pc < C avec C' un constant positif.
Donc A(z) + B(y) € M.

Etape2 : On montre que A est une contraction :

Soient y,z € PC (JR") :

[A@®) = ACOI = 1| X L) = X L)l
=1 Z [Ty (tr) — f,iza,:))} |
< Z I5((t)) = Lu(=()|
< Yy
et comme : .
kz::lck < 1. (3.10)

Donc A est une contraction .

Etape3 : On montre que B est complétement continue en appliquant le théoreme

d’Arzela-Ascoli :

1. B transforme tout ensemble borné en un ensemble borné :

Soit y € M

1B = | [ s
[5Gl s
/Othr(s)ds

< Al

IN

IN

2. B est équicontinu :
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3. PROBLEME DE CAUCHY POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES

Soient Iy, 1y € [0,0] tel que 1 < Iy et soit y € M

1BE) ~ B = | [ foue)ds — [ fsu(s)ds

1

= [ satenas+ [ patsnds = [ fs s

= | [ ssatenas

< " Wssuts)las
/12 hy(s)ds.

I

IN

Sily — Iy alors ||B(y(le)) — B(y(lh))]| — 0.

3. B est continue :
Soit (Yn)nen une suite dans PC' converge vers y. Il existe un entier [ tel que
lynll pc < 7 pour tout n € N et ||y||pc <1 donc y, € M et y € M.

D’aprés le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, on a :

| (U (sa())ds = (s.y(s)) ds

0

[ 1 5(5) ~ Fs(slds 50 im0

1B = B = | [ sans)ds - [ fsplo)ds

IN

Donc B est continu.

D’ou d’aprés le théoreme de Krasnoselskii N admet un point fixe. 0
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Chapitre I

Inclusions différentielles impulsives sur un

intervalle compact

Ce chapitre traite de I'existence des solutions d’un probleme d’inclusion différentielle
ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans les deux cas, convexe

et non convexe. On considére le probleme suivant :

y(t) € F(t,y(1)), teJ/{ty, - tn}
y(t?) —y(t,;) =1 (y (t,;)), k=12,....,m (4.1)
y(O) = a, CLER”

Ou F : J x R" — P (R™) est une multifonction , et [, € C' (R",R"), Vk =1,2,--- ,m

Définition 4.1. Une fonction y € PC N U, AC (Ji, R") est dite solution du probléme
(4 - 1) ¢l existe v € L' (J,R") tel que v(t) € F(t,y(t)) ppt € J, y(t) = v(t)Vt €
J/ Aty tm} y(t;) —y(t,;) = I (y (t,;)) yk=12,... mety(0)=a.

4.1 L’éxistence des solutions

4.1.1 Cas convexe

Théoréme 4.1. [20] Supposons qu’il existe une fonction continue croissante 1) : [0, +oo[—

10, +o00[ , et p € L' (J,Ry) tel que
[P )l < p00i(lul)  pour pp.t€ T ctue BT
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

avec

trt >~ du
s)ds < ——k=0,1,---,m

OuNy=a,etpourk=12,---,m+1,ona:

N.= sup |L1(y@®)| + My_1,y € PC

te[tr—1,tk]

ti
My =T1 </t p(s)ds)
k—1

FI(Z) /]\Z 11;2 ) Z>Nl lale {1727 ) }

Alors siy € PC' est une solution du probléme (4.1) elle vérifie :

avec

sup {[[y(¢)[[;¢ € [to—1, te]} < Myp—1, b =1.2,--- ,;m+1
Par conséquent , quelque soit y € PC solution du probléme (4.1) , on a :
lyllpe < max {Jlall, My_1;k =12, m+1}:=b

Preuve Supposons qu’on a les conditions du théoreme 4.1 , avec F': J xXR"™ = Py, 0 (R)
est Carathéodory. Alors le probleme (4.1) admet au moins une solution.

Considérons l'opérateur multivoque N : PC' — P(PC') défini par :

N(y) = {hePC h(t) —a+/ s)ds+ 3 I (y )),te[(),b]}

0<tp <t

Ouyg € Spy ={ve L :uv(t) € F(t,y(t))p.p-t € J} On va montrer que la multifonction N

est compacte , s.c.s, et a valeurs compactes convexes. La preuve est donnée par des étapes .

Etape 1 : N(y) est convexe pour tout y € PC Soient hy,hy € N(y) alors il existe
91,92 € Sp,y tel que pour chaque t € [0,b] on a :
ha (1) —a—l—/ q(s)ds+ 3 Loy (t)
0<tp<t
et

ha(t) _a+/g2 s+ > I (y ()

O<tp<t
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

soit [ €]0,1[. Pour tout ¢ € [0,b] on a :
(thi + (1 =1ho) (t) = a+ /Ot (g1 + (1 =Dg2) (s)ds + D I (y(ts))

Comme Sp,, est convexe(car F est a valeurs convexes) alors

lhy + (1 — l)hg € Ny

Etape 2 : N transforme chaque ensemble borné a un ensemble borné dans PC.

Il suffit de montrer que
W >0,VyeB,={ye PC:|y| <q},Vhe N(y), ona |h| </

On asi h € N(y) , alors il existe g € Sp,, tel que pour tout t € J on a :
t
ht) =a+ [ gls)ds+ Y Iy (@)
0 0<tj<t
Alors pour tout t € J, on a :

[P < [l +/0t||9(8)||d3+ > Mk (y ()l

O<trp<t

b m
< al +/O 1F'(s, y(s))llds + > sup || 1 ()]

k=1 r€EBy

< llall +¥(@)llpllz + D sup [ 1x(2)]]

k=1 (EGBq
Alors pour tout h € N(y) , on a

18]l < llall + ¢ (@)lplle + D sup [[1x(2)| == ¢

k=1 TEBy

Etape 3 : N transforme chaque ensemble borné en un ensemble équicontinu dans PC.
Soient 11,7y € J, 71 < T2 et B, la boule définie dans ’étape précédente. Pour tout y € B,

et h € N(y) il existe g € Sp,, tel que

h(t):a—l—/otg(s)ds—I— S Li(y(tw),ted

O<tp<t
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

Alors

() =@l < [ la)lds+ 3 1w

T1<tp<To

T2
< w(q)/ p(s)ds + Z sup ||Ix(z)|| — Oquandry — 7
T1

1<t <o TEDq

Donc par I'étape 2 et 3, on obtient que N est compact.
Etape 4 :Le graphe de N est fermé. Soit v, — y«, hn € N (yn) , et h, — h, il suffit de

montrer qu’il existe g, € Sp,, , tel que

h*(t):aJr/Otg*(s)der S Lo () ted

0<tp<t

hy, € N (y,), alors 3g,, € Sk, tel que :

ho(t) = a+ /Ot gu(8)ds+ > I (yn (tx)) .t € J

0<tp<t
Comme les I, k = 1,--- ,m sont continues, on a
H (hn(t) —a— Y Ip(yn (tk))) - (h*(t) —a— Y Ip(y (M)) — 0
O<trp<t O<trp<t PC

quand n — oo.
Soit I un opérateur linéaire continu, défini comme suit
r:L'(J,R") — PC(J,R")
9 — I(g)

tel que

t

L)1) = [ g(s)ds; v e [0,0]

0

Par le lemme 1.4, 'opérateur I' o S est a graphe fermé , de plus on a

(hn(t) —a— > Ii(ya (tk))> € I'(Sry.)

0<trp<t

Alors

(m@»—a— zjbxmuwﬂzzéhx$w

0<trp<t
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

et g« € Sky,-
Counsidérons 'ensemble

U:{?JGPO:HZ/“PC<B+1}

Ot b est la constante dans théoréme 4.1 , donc on obtient que N : U — P(PC) est
compacte et s.c.s , et par la définition de U il n’existe pas un y € OU tel que y €
AN (y),VA €]0,1] Donc par le lemme 1.19 on obtient que le probleme (4.1) admet au

moins une solution.

4.1.2 Cas non convexe

La preuve dans ce cas est basée sur 'alternative non linéaire de Leray Schawder com-

binée avec le théoréeme de sélection de Bressan.

Théoréme 4.2. [11] .Supposons qu’on a de plus les conditions du théoréme (4.1), la

condition suivante : F est a valeurs compactes, et
(t,x) — F(t,x) est L ® B mesurable.
x> F(t,x) est s.cippt € J

Alors le probléme (4.1) admet au moins une solution.

Preuve D’aprés les hypotheses on obtient que F' est de type s.c.i. Donc par le théoreme
1.18 il existe une fonction continue f: PC' — L' ([0,0],R") telle que f(y) € F(y) = Sry
pour tout y € PC

Considérons le probleme,

y(t):f(y(t))a S J_{t17"' atm}
y(t;) —y(t;) = I (y (t;)), k=12 ...,m (4.2)
O
y(0) =a
Il est claire que si y est solution du probleme (4.2), alors elle est aussi solution du probleme

(4.1)
Soit I'opérateur N : R” — R"™ qui est défini par

N)O =a+ [ Fuls)ds+ 3 Ty (t)it € 0.

O<trp<t
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

Comme f vérifie les conditions du théoréme (3.5), alors le probleme (4.2) admet au moins

une solution, d’ot le probleme (4.1) admet au moins une solution.

Théoréme 4.3. [11] Supposons que
(1) F est a valeurs compactes, avec F(.,u) : [0,b] — P; (R"™) est mesurable pour tout
uweR".
(2) Hy(F(t,u), F(t,u)) < {(t)||u —T| , pour tout t € [0,b] et u,u € R" | avec { €
L' ([0,0],Ry) ; et

Hd<07 F(t>0)) < €<t>7 pour p.p. te [Ovb}
Alors le probleme (4.1) admet au moins une solution.

Preuve Soit le probleme

y(0) =a

les solutions du probleme (4.3) sont des points fixes de la multifonction

{ g(t) € F(t,y(t)), te0,t]

N : PC([0,t;],R") — P (PC([0,t1] ,R"™))
y— N(y)
ol
Ny) = {h e PO (0.0] B hit) =a+ /Otg(s)ds} ,
et g € Spy ={g € L* ([0,t1],R") : g(t) € F(t,y(t)) pour p.p.t € [0,%]}. Alors pour que
le probleme (4.3) admette des solutions, il suffit de montrer que N vérifie les conditions
du lemme (1.12) .
Etape 1 : N(y) € P; (PC (]0,1],R™)) pour tout y € PC ([0,t;],R™).
Soit (yn), € N(y) tel que y, — y dans PC ([0,#1],R"™), donc 5 € PC([0,#],R"), et pour
chaque t € [0, ]
e at [ Flsyls)ds

ol

/Ot F(s,y(s))ds = {/Otv(s)ds; v E Sp’y}
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

Alors 3(gy,),, C Sry, tel que
t
Yp = a +/ gn(s)ds,¥n € N
0

Comme F' est a valeurs compactes, et par I'hypothese (2), on obtient que la suite (g,),,
admet une sous suite qui converge vers g € L' ([0,#1],R"™), avec g € Sg,,. Alors pour tout
t € [0,t]

it = 5(0) € at [ Fls,y(s))ds

D'oti j € N(y) .

Etape2 : N est contractante.
Soient y1,y2 € PC([0,%1],R") et hy € N (y1). Alors il existe g1 € Spy, tel que pour
tout ¢ € [0, 4]
t
m(t) =a+ [ g(s)ds
par '’hypothese (2), on a

Hy (F (t,51(2)) , F (8, 92(t))) < £(8) [|ly1.(t) = m2(2)]]
alors il existe w € F (t, ya(t)) tel que
g1 () = wll < L) [l (1) = w2(O), t € [0, ]
Considérons U : [0, 4] — P (R") , défini par
Ut) ={w € R" : [lg1(t) — wll < £(t) lya (£) — 2(D)]}

Comme la multifonction V (t) = U(t)NF (t,y2(t)) est mesurable, donc il existe g, sélection
mesurable de V. Alors g € Sp,, et

[91(t) — ga(®) || < €(F) lya(t) — w2(?)l|, pour tout t € [0, 1]

Posons pour ¢ € [0, t]
t
ha(t) = a+ | ga(s)ds
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

Donc on a

111 6) = o) < [ Non(s) = ga(o)] s
< [ 46) I (5) = el ds
<~ [ rtls)e™ds) Iy~ wall

1 T
< —e Lo |y — Z/2H1
-

i L(1) = J3 1(s)ds, ety = supyefo e ™HO]Ja(t)]| , on obtient que

1
|1 — hol|; < - ly1 — vl

, par analogie, on obtient

Ha (N (52) N (12)) < - [l — ol

D’ot, si on prend 7 > 1 on trouve que N est cantractante, et par le lemme 1.12, N admet
un point fixe y;, qui est solution du probléme (4.3).

Maintenant, considérons le probléeme suivant :

y(t) € F(t,y(t),
y(0) =a

les solutions du probleme (4.4) sont des points fixes de la multifonction

N : PC ([t1,t5] ,R") = P (PC ([t1, 2] ,R™))
y— N(y)
N(y) = {h € PC (11, B h(t) = () + 1 (0 () + [ g(s)ds)

et g € Spy = {g€ L' ([t1,t2] ,IR™) : g(t) € F(t,y(t)) pour p.p.t € [t1,ts]} . Alors
pour que le probléme (4.4) admette des solutions , il suffit de montrer que N vérifie les
conditions du lemme 1.12.

Il est clair que N(y) € Ps(PC ([t1,t2] ,R™)) pour tout y € PC ([t1,t2],R") , et pour
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

prouver que N est contractant il suffit de montrer que

Hy (N (y1), N (2)) <7 lyr — yal| pour tout y1, 42 € PC ([ta, 12] , R")

<01’L O<7<1>

Soient y1,y2 € PC([0,£1],R™) et hy € N (y;) Alors il existe g1 € Sg,, tel que pour tout
t € [ty to]
t
ha(t) = v (0) + I (v (1) + [ ga(s)ds

par I'hypothese (2), on a
Hy (F (&, y1(2) , F (t, 92(2))) < L) [|ly1(2) — y2(D)]]

alors il existe w € F' (t,y2(t)) tel que
lgr(8) = wll <€) lya(8) — w2, T € [ta, 2]
Considérons U : [t1,ts] — P (R™) , défini par
U(t) ={w e R" - [lg(t) = wl] <€) lyr(t) — w2(0) ]I}

Comme la multifonction V' (t) = U(t)NF (¢, y2(t)) est mesurable, donc il existe go selection

mesurable de V', et d’aprés I'hypothese (2) du théoreme 3.5 on a g2 € Sp,y, et

l91(2) — g2 ()| < £(8) ly2(t) —w2(B)]],  pour tout ¢ € [ty, ]

Posons pour t € [ty, t5]

halt) = (0) + I (2 (1)) + [ ga(5)ds

Donc on a

s (8) = hafo)] < [ Non(s) = ga(s)l s
< / ) ll2(5) = 9 (s) | ds

< TL1 o
=7 ||y1 y2||2

ot Li(t) = [} ((s)ds, et ||z| = SUDte(t, 1] e Tl ]|z (¢) ||, alors

1
|1 — hal|, < - v — 12l
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4. INCLUSIONS DIFFERENTIELLES IMPULSIVES SUR UN INTERVALLE COMPACT

par analogie, on obtient

Ha (N () N (1)) <l — el

D’ot, si on prend 7 > 1 on trouve que N est cantractante, et par le lemme 1.12 ,
N admet un point fixe yo, qui est solution du probleme (4.4). Et ainsi de suite on continue
le processus jusqu’a l'intervalle [¢,,, b].

D’o1, la solution du probleme (4.1) est la suivante :

yl(t), sit < [O, tl}
yg(t), site [tl, tg]

Yma1(t), sit €|tm,b]
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Conclusion

Les théoremes de point fixe sont des outils mathématiques de base qui aident a établir
'existence de solutions de divers genres des problemes(ordinaires, impulsives et autre), il
consiste a transformer un probléeme donné en un probleme de point fixe, les points fixes
du probleme transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette mémoire on a présenté quelque résultats théoriques et numériques d’existence
des solutions d’un probleme de Cauchy ordinaire.

On a cité aussi les résultats d’existence des solutions d'un probleme de Cauchy pour les
équations et inclusions différentielles impulsives ol on a utilisé les théoremes de points

fixes : Banach, Shauder, Alternative non linéaire de Leray Schauder, Krasnoselskii,......

Dans notre future recherche, on s’intéresse aux équations différentielles impulsives avec

retard, et aux systéme d’équations différentielles impulsives avec retard.
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Résumé : Le but de ce mémoire est d’étudier le probleme de Cauchy pour les équations différentielles
impuisives. Le mémoire est divisé en quatre chapitres. Dans le premier chapitre on va donner certains
notations, définitions et des théorémes dont on aura besoin dans les chapitres suivants. Dans le
deusiéme chapitre, nous étudions le probieme de Cauchy pour les équations ordinaires (I'existence et
l'unicité des solutions et queiques méthodes numériques pour trouver la solution).Dans le troisiéme
chapitre , nous étudions le probléme de Cauchy pour les équations différentielles impulsives de premier
ordre(['existence et l'unicité des solutions). Dans le dernier chapitre, I'existence des solutions d'un
probléeme d'inclusion différentielle ordinaire impulsive du premier ordre sur un intervalle compact dans
les deux cas, convexe et non convexe. La méthode de résolution est basée sur le principe de point fixe de
Shauder dand I'analyse univoque ou multivoque. En tous les cas, la méthode d'étudier I'existence est
basée sur les théorémes des points fixes dans l'analyse multivoque (Banach, Schauder, Alternative non

linéaire de Leray Schauder et Krasnoselskii).

Mots clés: Probleme de Cauchy, Equation différentielle ordinaire, Equation différentielle impulsive,

Inclusion différentielle impulsive, Principe de point fixe.

Abstract: The aim of this thesis is to study Cauchy problem for the impulsive differential equations
.The thesis is divided into four chapters. In the first chapter we give some notations, definitions and
theorems that will be needed in the following chapters.

In the second chapter , we study the Cauchy probiem for ordinary equations (the existence and the
uniqueness of the solutions and some numerical methods to find the solution).

In the third Chapter , we study Caushy problem for impulsive differential equations(the existence and
the uniqueness of the solutions). In the last Chapter , we study Caushy problem for differential
inclusion (the existence of the solutions).

In all cases, the method of studying existence is based on the point fixed theorems (Banach,

Shauder,Non linear alternative of L.Shauder and Krasnoselskii).

Key words: Caushy problem, Ordinary differential equation, Impuisive differential equation, impuisif

differential inclusion, Fixed point principle.
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