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Introduction

Le domaine des équations différentielles est un ancien sujet qui demeure d’actualité
et utile aux ingénieurs, aux scientifiques et aux mathématiciens. L’étude des équations dif-
férentielles a commencé avec la naissance du calcul, qui date des années 1660. Il convient
de noter que les équations différentielles sont en grande partie liées au comportement qua-
litatif des solutions tel que la stabilité, I'instabilité, la convergence, la bornitude, ect. Ce
sont des problemes tres importants dans la théorie et les applications des équations diffé-
rentielles d’ou l'intérét de mentionner quelques-uns. Par exemple, en sciences appliquées
des problemes pratiques concernant la mécanique, 1’économie, la théorie du controle, les
sciences physiques sont associés aux équations différentielles non linéaires du deuxieme,
troisieme, quatrieme ordre et ordre supérieur. D’autre part, les équations différentielles du
troisieme ordre ont ete révélées étre des outils précieux dans la modélisation de nombreux
phénomenes dans divers domaines de la science et de 'ingénierie. Auteurs remarquable
ont étudié le comportement qualitatif des solutions des équations différentielles non li-
néaires du troisieme ordre tels que Ademola et. al, [3, 4, 29] sur la stabilité uniforme et
bornitude des solutions, Tejumola [16] et Tung [9] sur la bornitude des solutions.

En outre, la stabilité et la bornitude des solutions continuent d’attirer ’attention de nom-
breux spécialistes et constituent 'un des problemes les plus briilants de la théorie du
controle, des systemes dynamiques, des systemes avec retard et etc. Les systemes d’équa-
tions différentielles avec retard sont devenus d’une importance primordiale dans tous les
domaines de la science et en particulier dans les sciences biologiques (par exemple, la

dynamique des populations et 1’épidémiologie).



Introduction

Dans notre these on s’interesse aux équations du type
"+ F(t,z,2',2") =0,

ou plusieurs cas seront traités suivant F.

A la fin du 19 eme siecle, trois types de stabilité ont été établis pour le mouvement dans les
systemes dynamiques continus : stabilité de Lyapunov, la stabilité et la stabilité Zhukovs-
kij Poincaré. Parmi elles, la stabilité de Lyapunov et la stabilité de Poincaré sont les plus
connues. Jusqu’a présent, 1'outil le plus efficace pour I'étude de la stabilite et bornitude
de solutions d'un systéme non linéaire donné est fourni par la théorie de Lyapunov [2],
qui est la deuxieme (ou directe) méthode de Lyapunov. La principale caractéristique de
la méthode nécessite la construction d’une fonction, d’une fonctionnelle de Lyapunov [2].
Dans les soixantes dernieres années, beaucoup de résultats intéressants ont été obtenus,
en particulier sur les équations différentielles du troisieme ordre non-linéaires avec ou sans
retard. Cependant, les difficultés potentielles soulevées dans ce cas sont dues a la construc-
tion de la fonctionnelle de Lyapunov pour les équations différentielles non linéaires d’ordre
supérieur. Comment construire les fonctionnelles de Lyapunov 7. Jusqu’a présent, aucun
auteur n’en a discuté. En fait, il n’y a pas de méthode générale pour construire de telles
fonctionnelles de Lyapunov.

A ce propos, on citera quelques travaux importants concernant la stabilité et bornitude
des équations différentielles du troisieme ordre, dont la plupart ont été réalisés a l'aide de

fonctions de Lyapunov.
e En 1959, Ezeilo [19] a étudié la bornitude, quand ¢t —— +oo, des solutions de
I’équation différentielle.
" 4+ ax” + ba' + f(x) = p(t).

e Ensuite, en 1963, Goldwyn et Narendra [21] ont discuté la stabilité globale de la

solution nulle de I’équation de la forme

2"+ h(2) 2"+ p ()2 + k(z)r = 0.
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e Par suite, en 1968, Ponzo [26] a considéré I’équation différentielle non linéaire du

troisiéme ordre sans retard suivante :
2" +a(t)r” + b(t)x’ + cx = 0.

e En outre, en 1969, Swick [20] a pris en considération les équations différentielles
troisieme ordre
2" +ax" + g(x)x + h(z) = e(t),
et
2"+ pt)a" + q(t)g (2) + h(z) = e(t).

e Apres en 1971, Hara [27] a étudié le comportement asymptotique des solutions de

I’équation différentielle de la forme
2" +a(t)x” +b(t)x’ + c(t)x =0,

et a montré que toutes les solutions de cette équation sont uniformément bornées

et satisfont aux conditions z(t) — 0, 2/(t) — 0 et 2”(t) — 0.

e Apres en 1992, Zhu [30] a considéré la stabilité des solutions nulles des deux équa-
tions
2"+ ax” + b’ + f(x(t — 1)) = p(t), (1)
et
o +ax” + ¢ (@'t — 7)) + f(x) = p(D),
avec p(.) = 0. Il a donné des conditions suffisantes pour assurer la bornitude uniforme
et la bornitude ultime uniformément des solutions de ’équation (1).

e En 1999, Mehri et Shadman [5] ont considéré 1'équation différentielle non linéaire

du troisiéme ordre suivante :
2" +a(t)f (") +b(t)g (z") + c(t)h(x) = 0,

et ont posé des conditions suffisantes sur a, b,c, f,g et h, pour que ses solutions
soient bornées.

Puis, les équations suivantes ont été étudiées par :
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Sadek [1], en 2003
2" +ax” + g (@'t —r))+ flx(t —1)) =p(t).
Tung [12], en 2007
2"+ arx” + fo ('t =) 2" + azx =p(t,z, 2’ x(t —r(t)), 2" (t —r(t)),z").
Yao et Meng [14], en 2008

2" 4o (") + g (@t —r(), 2'(t —r(t)) + fx(t —r(1))) =0,
et
2"+ oz, 2) 2" + gzt —rt), 2t —r)) 2" + f(xt —r(t))) = 0.
Omeike [22], en 2009
" +a(t)x” +b(t)g (2') + c(t)h(z(t — 1)) = p(t).
I1 a discuté la stabilité des solutions de cette équation lorsque p(.) = 0 et la bornitude

des solutions lorsque p(.) # 0.

Aussi en 2010, Tung [11] a examiner le comportement asymptotique des solutions

de I’équation suivante :

" 4+ a(t)x” +b(t)gy (2 (t —r(t))) + g2 (2') + h(z(t —r(t)))
=p(t,xz, 2’ x(t —r(t)), 2’ (t —r(t)),2").

(2)

Plus récemment en 2011, le résultat de Zhang et Si [31] a été amélioré et étendu
par Tung [10], pour I'étude de la stabilité et bornitude de ’équation différentielle

suivante du troisiéme ordre avec retard :
" g (@t —rt)z" + (@) + f (@t —r?))) +h(zt —r(t)))
=p(t,x, 2’ x(t —r(t)), 2" (t —r(t)),2"),

lorsque p(.) = 0 et p(.) # 0, respectivement.

L’équation différentielle (2) a été réétudiée en 2013 par Yuzhen et Cuixia [6] qui

ont établi d’autres conditions sur la stabilité et la bornitude des solutions.
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e En 2015, M. Remili et L. Oudjedi ont étudié la stabilité et la borunitude des
solutions de certaines classes d’équations différentielles de trosieme ordre avec retard

par exemple équation suivante, ils étudient la stabilité pour e(.) = 0 et la borunitude

pour e(.) # 0 :
(a(t) (p()a' (1)) + alt)a” (1) + b(E)' (8) + c() f (2t — 7)) = e(2).

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres. Le premier chapitre fournit quelques définitions
et résultats auxiliaires qui seront utilisé plus tard.

Le deuxiéme chapitre est consacré a Iétude de la stabilité uniforme asymptotique de
(A ()2 (6)]" + a(t)2"(t) + b(t)2'(t) + c(t) f((t — 1)) =0, (3)
[Pz ()2 (8))" + a(t)y ('(8)) 2" (t) + b(t)g (¢'(£)) + c(t) f (2(t — 7)) = O, (4)
et la bornitude de
(A ()2 (6)]" + a(t)z”(t) + b()2'(t) + c(t) f(x(t — 7)) = e(t), (5)

[( ()’ (0)]" + a(t)y (2 (8) 2" (t) + b(t)g (' (1)) + c(t) f(x(t — 7))
=p(t,x(t),z(t —r), 2 (t),2'(t —r),2"(t)).

Le troisieme chapitre, est destiné a ’étude de la stabilité et la bornitude des solutions des

(6)

équations de les formes suivantes :
(a(t) (p(0)a' (1)) + a(t)a” (1) + b(t)a' () + c(t) f (x(t — 7)) = 0, (7)

(a(8) (D)2’ (1)) + a(t)a” (1) + b(t)a (1) + c(t) f (w(t — 7)) = e(t). (8)
Les équations (7) et (8) ont été étudiés par M. Remili et L. Oudjedi dans [24] et ils ont
établi la stabilité des solutions d’équation (7) et la bornitude d’équation (8) sous certains
conditions. Notre contribution est d’établir la stabilité d’équation (7) et la bornitude

d’équation (8) mais sous autre conditions différentes que celles trouvées par ces auteurs.

Le quatrieme chapitre est consacré a 1’étude de la stabilité asymptotique uniforme des

équations de les formes suivantes :

(P(x()2' (1)) + a(®)(Qx(t)2' () + b(t) (R(z(t))a' (1)) + c(t) f(x(t =) =0, (9)

7
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[P(x(t))2' (1)) + a(t) (Q(z(8)2' (1)) + b(t) (R(x(t))x' () + e(t) f(x(t)) =0,  (10)
et la bornitude de
[P(z(t)2' ()" + a(t) (Qz(1))2'(£)) + b(t) (R(x(t)z'(t)) + c(t) f(x(t))
= s (t,z(t), 2'(t),2"(t)) .

Notre contribution dans ce chapitre est ce manifeste par I’étude de la bornitude des solu-

(11)

tions d’équation (11).
Notons que les équations (3), (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10) ont été étudiés par M. Remili
et L. Oudjedi dans [23, 24, 25].




Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit des définitions, notations, propositions et théoremes
pour la théorie de stabilité et bornitude de certaines équations différentielles non auto-

nomes .

1.1 Rappel et quelques Notions de Base

U désigne toujours un ouvert non vide de R™ (n € N) contenant 0 et / un intervalle

non vide de R.

Définition 1.1. Soit f : [ x U — R” une fonction continue. Considérons le systéme

non autonome suivant :

j((tt))::i(tm v otel (1.1)

1. La fonction z est dite solution de systéme (1.1) sur U'intervalle I C R si elle est
définie et continliment dérivable sur I, et (t,x(t)) € I x U, et x satisfait la relation
(1.1).

2. On appelle courbe intégrale 'ensemble : ' = {(t,z(t)) € R*™' /t € I}.

3. On appelle orbite ou trajectoire 'ensemble des points (z(t)) ou t € I :{x(t)/t € I} .
x: I — R"™. L’espace R™ (ou les solutions prennent leurs valeurs) s’appelle espace

des phases.
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4. Un point a € U est un point d’équilibre, ou un point singulier du systéme (1.1) si :
Vtel: f(ta)=0.
On considérera toujours ’équilibre en 0. Pour le cas général, il suffit de faire une

translation.

Définition 1.2. [13] On considere le systeme (1.1), et V : I xU — R™ ayant des dérivées
partielles sur I x U. On définit la dérivée totale V le long des trajectoires du systéme (1.1)

par :

i=1 i

Définition 1.3. [15] Le point d’équilibre 0 de (1.1) est

i) Stable (S) si, pour tout £ > 0, il existe d(e,ty) > 0 tel que :
|z (to)|| <0 = [jz(t)]| <e,Vt >ty >0. (1.2)

ii) Uniformément Stable (U.S) si, pour tout ¢ > 0, il existe d(¢) > 0, indépendant de
to, tel que (1.2) soit satisfaite.

iii) Instable s’il n’est pas stable.

iv) Asymptotiquement Stable (A.S) s’il est stable et il existe une constante positive

¢ = c(tg) > 0 telle que z(t) — 0 lorsque t — 400, pour tout ||x(to)|| < c.

v) Uniformément Asymptotiquement Stable (U.A.S) s’il est uniformément stable et il
existe une constante positive ¢, indépendante de ¢, telle que pour toute [|z(to)|| < ¢,
z(t) — 0 lorsque ¢ — 400, uniformément en ¢y, c’est a dire, pour tout n > 0, il

existe T'=T'(n) > 0 tel que :
lz@)] < n,Vt = to +T(n), ¥ ||z (to)]| <c.

vi) Globalement Uniformément Asymptotiquement Stable (G.U.A.S) s’il est uniformé-
ment stable, d(e) peut étre choisi pour satisfaire a la condition lirgrl d(e) = +o0,
E—>+00

et pour chaque couple de nombres positifs 7 et ¢, il existe ' = T'(n, ¢) > 0 tel que

[ <n,¥t >t +T(n, ), [l (to) || < c.

10
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Définition 1.4. [15] Les solutions de (1.1) sont :
e Uniformément Bornées s’il existe une constante positive ¢, indépendante de tq > 0, telle

que pour tout a €]0, ¢[, il existe 5 = f(a) > 0, indépendante de ty, satisfaisant
[z (to)|| < a = [lz(t)]] < B,V = to. (1.3)

e Globalement Uniformément Bornées si (1.3) est satisfaite pour n’importe quelle valeur

de a assez grande .

1.1.1 Fonctions de classe K et de classe KL

Définition 1.5. [15] Une fonction continue « : [0,a[— R est dite de classe K si elle
est strictement croissante et a(0) = 0. Elle est dite de classe Ko, ( radialement borné) si

a = oo et ar) — +oo lorsque r — oo.

Définition 1.6. [15] Une fonction continue g : [0, a] x [0, + oo[— R est dite de classe
KCL si, pour tout s fixé, 'application [(r,s) est de classe K par rapport a r, et pour
tout r fixé, 'application ((r,s) est décroissante par rapport a s et 5(r,s) — 0 lorsque
s — +o00.
Proposition 1.1. [15] Le point d’équilibre x = 0 de (1.1) est :
1. uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction « de classe K et une
constante positive ¢ indépendante de ty telle que :

@) < a(llz (to)ll), v =t = 0, ¥ [z (to)]] < c.

2. globalement uniformément stable si et seulement si I'inégalité précédente est satis-

faite pour toute condition initiale z(ty).

Proposition 1.2. [15] Le point d’équilibre x = 0 de (1.1) est :
1. uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction 3

de classe KL et une constante positive ¢ indépendante de t, telle que :
[ < B ([l (to)ll T —t0) , Yt =t = 0,V [l (to)]| < ¢

2. globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l'inégalité

précédente est satisfaite pour toute condition initiale ().

11



1. PRELIMINAIRES

1.1.2 Théorie de Lyapunov

Dans ce qui suit nous donnerons quelques définitions et théorémes concernant la sta-

bilité au sens de Lyapunov
Définition 1.7. On considére le systéme (1.1). Soit D C R™ un voisinage de 0 et
ViR, x D — R une fonction continue et différentiable. La fonction V' est dite :
1. semi définie positive si :
(a) V(t,0) =0Vt e Ry,
(b) V(t,g) >0Vt e Ry, Vo € D.
2. définie positive si :
(a) V(t,0) =0Vt e Ry,

(b) II existe une fonction Wi (z) définie positive (de seule variable) telle que :

Wi(x) < V(t,x), vt € R, Vo € D.

3. décrescente s'il existe une fonction Wy(x) définie positive telle que :

V(t,x) < Wy(z), Vt € Ry, Vo € D.
4. radialement non bornée si : V(t,2) — 400 quand ||z|| — +o0.

V(t,z) est dite définie négative (semi-définie négative) si —V(¢,x) est définie positive

(semi définie positive).

Théoréme 1.3. Soient Q2 = {z, ||z|| < h} et W : Q@ — R une fonction continue définie

positive. Alors il existe deux fonctions 1, o de KC telles que :

pr(llzf]) < W(z) < pall]]). (1.4)

Démonstration. Pour tout h > 0, nous prouvons que (1.4) est vraie pour ||z|| < h. Soit

o(r)=inf W(x),

r<|lzll<h
comme W est définie positive donc ¢(r) > 0 pour tout 7 > 0, ¢(0) = 0 et ¢ est fonction

monotone (croissante) sur [0, h].

12
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Maintenement on va montrer que ¢ est continue, puisique W est continue donc Ve > 0, il

existe d(e) telle que :

— = i — b0< <
v (ry) —p(r) 7n2§1”123f”§h1/l/(x mglu%cfngh Wi(zx), ou 0<r <ry<h,
= inf Wi(z)—W (x),
ra<|al<h (z) (z0)

< W (1) = W (o),

<e lorsque ||z1 — ol <19 —11 < 6(e),

oll on pose x1 = xg lorsque xg € Dy = {x| 1o < ||z|| < h}.

Lorsque xg € Dy = {z| r < ||z|| <7y < h}, prenez le point d’intersection du ligne Ox

et ||z]| =rq .
Soit ¢ (r) = wfgr) < lwh(r) = (r). Comme ¢(0) = 0 donc ¢1(0) =0etsi 0 <ry <ry < h,
il vient :
rie(r rie(r rop (1
p1(r1) = 1<Ph( ) < 1<Ph( 2) < %Oh( 2) = 1 (r2)

alors o est strictemment croissante et donc ¢, € K.
Soit ¢ definie par :
¥(r) = max W(x).

llzl|<r
Comme W est définie positive donc ¢(r) > 0 pour tout r > 0, 1(0) = 0 et ¢ est fonction
croissante sur [0, h].
Maintenement on va montrer que v est continue, puisique W est continue donc Ve > 0,

il existe d(¢g) telle que :

Y (re) — 1 (r1) = max W(z) — max W(z), ou 0<r; <ry<h,

llzl|<r2 [[=]]<r1

=W (zg) — max W(x),

[l <71
< W (mg) = W (1),

<e lorsque ||zg — x| <19 — 11 < (),

ol on pose x1 = g lorsque zp € Dy = {z| ||z| < 7}
Lorsque zg € Dy = {z| r1 < ||z|| < ra}, prenez le point d’intersection du ligne Oz et
||z|| = r1.(comme le montre la Figure 1.1)

donc v est continue .

13
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On choisit @o(r) = ¥(r) + kr ou k > 0. Comme 1(0) = 0 donc ¢2(0) =0 et si 0 <7 <
ro < h il vient :

@a (r1) = ¥ (r1) + kry < (r2) +kry < (r2) + kry = @a (r2) .

Par conséquent, ¢, est strictement croissante, donc ¢, € K .

A
\\ ‘\h/

. X=X

FIGURE 1.1 —

Les résultats ci-dessus montrent que

prlllzl) < e(llel) = inf  W(E) < W(x),

l=lI<lIEl<h

< max W(&) =¢(||l=|),

Jall <lle]
< @a([lz]))-

Alors
ei(llz]) < W(z) < eo((|2])- O

Remarque 1.1. Soit V(¢,x) une fonction définie positive et décrescente sur 2. D’aprés

la définition et le théoréme précedent il existe des fonctions a; et as de classe K telles

que :
ar(fl=])) < V(t,2) < ag(]=]]), Vo € Q.

14
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Définition 1.8 (Fonction de Lyapunov). Soit D un voisinage de O et V : Ry x D —

R une fonction continue et différentiable.

— On dit que V est une fonction de Lyapunov si elle vérifie les deux propriétés sui-

vantes :

(i) V est définie positive.
(ii) V(t,z) < 0 pour tout t € Ry, z € D.
— On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte, si elle vérifie les deux propriétés

suivantes :

(i) V est défnie positive.

(ii) V(t,x) < 0 pour tout t € Ry, x € D — {0}.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Lyapunov Autonome[13]). Soit f : U — R" une

fonction continue. Considérons le systéme autonome suivant :

2'(t) = f(z),
(1.5)
Q?(to) =X

Soit 0 un point d’équilibre de (1.5), s’il existe un voisinage ¥V de 0 et une fonction
V.V —R"

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
(1) V soit définie positive
(2) La dérivée totale V le long des trajectoires du systéme (1.5) soit négative.
Alors 0 est stable. V s’appelle une fonction de Lyapunov. De plus si la dérivée

totale V le long des trajectoires du systéme (1.5) est définie négative, alors 0 est

asymptotiquement stable. V' s’appelle une fonction stricte de Lyapunov.

Démonstration. z(t,t,xy) désigne une solution x(t) du systeme (1.5)
1°7¢ partie :

Soit € > 0 tel que B(0,¢) C U, V est continue sur

C.={yeUlyl =c¢},
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1. PRELIMINAIRES

qui est compact, ainsi V' y atteint ses bornes. Donc d’apres (1), il existe § € C: tel que :

V(y) = inf V(y) =c> 0.

yeCe

V' étant continue sur V et comme V(0) =0, on a :
30>0, (yeV et ||yl|<d)=V(y <c.

De plus, § < € d’apres ce qui précede.
Soit zg € U tel que ||zg]| < 4, alors V(zg) < ¢. On s’intéresse a la solution z(t, to, o).

Supposons qu’il existe t; > 0 tel que ||z(t1,to, zo)|| > €. On a
||I(t0,t0,l‘0)|| = ||l’0|| < <e.

Or t — ||z(t,to, zo)|| est une fonction continue ( d’aprés propriété de la norme ). D’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe t. > 0 tel que ||z (t.,to, zo)|| = € et ainsi
V(z(te, to,x0)) > c.

D’apres (2), on sait que pour tout ¢ dans un voisinage de ¢, tel que x(¢,ty, z¢) € V on a :
V (IE (t, to, .770)) = (DV (IE (t, to, .770)) (33' (t, to, fﬂo)) = (DV (33' (t, to, fﬂo)) (f (33' (t, to, $0))) S 0.

On en déduit que t — V(x(t, to, zo)) est décroissante dans un voisinage de to contenant

t.. Ainsi, on a t. > t; donc
V (.fL' (tsa tO) 'I'O)) g V (x (t()a tO? xO)) )
d’ou
Vv (l’ (ta7 to7 Jfo)) S Vv (ZL‘O) .
Or, on a V(xg) < c et V(x(t.,toro)) > ¢, ce qui est une contradiction.
Ainsi :
YVt >0, ||lx(t to,xo)] <e.
Donc 0 est un point d’équilibre stable.
2¢me partie :

Soit zg € B(0,0) , on a

V (2 (t,to, 70)) — V (x (to, to, o)) = /t U (a(s, to, o)) ds.

to
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1. PRELIMINAIRES

d’ou

V(x (t,to,z0)) — V (z0) = tDV (x (s,to,z0)) [ (x(s,to,x0)) ds.

to
Or t — V(x(t,ty, o)) est décroissante et minorée par 0 pour ¢ dans un voisinage de ¢
tel que x(t,tp, xg) € V. D’apres ce qui précede, x(t,to, xg) reste dans B(0,e) C V pour
tout t > to, donc t — V' (z(t,to, zo)) est décroissante et minorée par 0 pour tout ¢ > to,
ainsi :

/ " DV ((s)) f(2(s))ds < +o0.

to
Or comme V est définie négative alors, DV (y)f(y) < 0 pour tout y € V\{0}. On en
déduit que

> DV(z(n))f(z(n)) < +oo.

n>0
Ainsi,
Jlim DV (z (t,to, o)) [ (2 (¢, L0, 20)) = 0.
On sait d’apres ce qui précede que x(t,t, xo) reste dans le compact B(0,¢).
Ainsi il existe une suite (¢)r>o strictement croissante telle que (z(t,to,z0))k>0 converge

dans B(0,e) vers a. Or on a :

lim DV (z (tx, to,x0)) f (z (tx, to, x0)) = 0.

tk ——400

Par passage & la limite, il vient que DV (a)f(a) = 0. De (1) et V définie négative, on

déduit que a = 0. 0 est ainsi la seule valeur d’adhérence de x(t, to, x¢), ce qui montre que :

tlgglox (t,to,z0) = 0.

Donc 0 est un point d’équilibre asymptotiquement stable. U

Exemple 1.1. On considére le systéme :

S 3 2

1:2 = T1T2 — fL’g
Pour déterminer la stabilité de I’équilibre 0, posons

1 1
|4 (1’1, 1‘2) = 51’% + 51’%
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1. PRELIMINAIRES

1. il est clair que V(0) = 0.
Ty = 0.

2. V(r, 1) =0 327 + 223 = 0 <=
332:().

donc V' est définie positive .

3. La dérivée totale de V' le long des trajectoires du systeme vaut

V (21, 29) = 2 (=2} — 23) + 22 (w122 — 23) = — (a1 + 23) <0

V est clairement définie négative.

D’apres le théoreme (1.4), on en déduit que 0 est asymptotiquement stable .

Théoréme 1.5 (Théoréme d’instabilité[13]). Soit 0 un point d’équilibre de (1.5), s'il

existe un voisinage V de 0 et une fonction
W:V — R,

continue, ayant des dérivées partielles continues, telle que :
1. pour tout y € V\{0}, W(y) > W(0) .

2. la dérivée totale de W le long des trajectoires du systeme (1.5) soit définie positive

alors, 0 est instable.

Démonstration. Soit 6 > 0 tel que B(0,d) C V, zg € B(0,0) et to € RT. On considere
la solution x(t, to, ). Pour tout t # ¢y dans un voisinage de ¢, tel que z(t,to, z9) € V, on
a:

W(t) = (DW (z (t,to, z0)) (f (z (t,to, 20)) > 0.

Ainsi, t — W (x(t, to, z0)) est croissante dans un voisinage de t, tel que z(t,tg, z9) € V.
D'ou W (x(t,t9,x0)) > W(zo) pour t dans ce voisinage .

Supposons que I'on ait un & > 0 tel que B(0,£) C V et que pour tout ¢ > to, || (¢, to, 70)|| <
e, alors

W (x(t,ty,x0)) < sup W (x (t,tg,x0)) = M < +00,

t>to

car W est continue sur B(0,¢), qui est compacte. On a :

t .
|74 (l’ (t,to,.’ﬂo)) -W (l’ (to, to,.fl?o)) = |74 (S,to, .Z'O) ds.

to
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I1 vient

W (xo) + tDW (x (s,t0,20)) [ (2 (s,t0,20))ds < M Vit > t.

to

Par passage a la limite, on a que :

T DW (x (s, to, ) [ ( (s, to, ) ds < +oc.

to

D’apres 2, on a DW (y) f(y) > 0 pour tout y € V\{0}. On en déduit que :

lim DW (z (t,t9,x0)) (f (x (¢, 0, x0)) = 0.

t—o00

Comme on a supposé¢ que x(t, to, zo) restait dans le compact B(0,e), il existe (t)r>o une

suite strictement croissante telle que x (t, to, zo) T aavecac B(0,e). Par continuité,
—00
il vient :

lim DW (x (tg, to, z0)) f (z (tk, to, z0)) = DW (a)f(a).

k—o0
On en déduit de I'unicité de la limite que DW (a)f(a) = 0.

La fonction t — W (x(t, tg, x¢)) est croissante dans un voisinage de tq tel que x(t,ty, xo) €

V, et pour tout ¢t >ty on a supposé que z(t,to, xo) restait dans le compact B(0,e) C V.
Ainsi, la fonction t — W (z(t, o, zo)) est croissante pour tout ¢t > ¢y, donc W (z(ty, to, xo)) >
W(xg) .

Par passage a la limite, on a W (a) > W(xg). D’apres 1, W(xy) > W(0), on en déduit que

a # 0. Donc, on ne peut pas avoir DW (a)f(a) # 0.

Alors le point d’équilibre de (1.5) est instable. O

Théoréme 1.6 (Théoréme de Lyapunov non autonome([13]). Soit 0 un point d’équi-
libre de (1.1), s'il existe un voisinage V;, et une fonction V : V;, — RT continue, ayant

des dérivées partielles continues, telle que :
(1) V soit définie positive.
(2) la dérivée totale de V' le long des trajectoires du systéme (1.1) soit négative (res-
pectivement définie négative).

Alors 0 est stable (respectivement asymptotiquement stable ). V' s’appelle une fonc-

tion de Lyapunov. De plus, si on a :
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(3) V est décrescente .

Alors 0 est uniformément stable (respectivement uniformément asymptotiquement

stable).

Démonstration. x(t,to,xy) désigne une solution du systéme (1.1) .
1°7¢ partie :
Supposons les points (1) et (2) vérifiés. On sait qu'’il existe un voisinage V; C V,, et une

fonction ¢ de classe K telle que :
V(t.y) = e(lyll) >0, V(t,y) € V.

Soit g € U et x(t,ty, o) une solution de (1.1), pour tout ¢ dans un voisinage de ¢, tel

que x(t,to, o) € V], on a d’apres (1) et (2) :

@ (HCL‘ (t7t07$0)|’) < V (t,l‘ (tatvaO)) < vV (tvaO) .

Soit € > 0, tel que B(0,¢) C V], V étant continue en y, et V(y,0) = 0, on peut trouver
d(g, to) < € tel que

lzoll < 0(e,t0,0) = V(to,m0) < (e).
Soit zp € U tel que ||| < d(e,to), supposons qu'il existe t; > 0 tel que ||z (ty, to,z0)|| > €.
On sait que t — ||x(t, to, xo)|| est continue, ainsi d’apres le théoréme des valeurs inter-

médiaires, il existe t. > 0 tel que [|z(t.,to, zo)|| = €. Pour tout ¢ dans un voisinage de t

tel que x(t,to,20) € V;,, on a :

()0<”x<t7t07x0)”) < V(tv x<t7 tOv IO))

Or B(0,e) est inclus dans V; . On en déduit que

(&) = ez (teto,zo)|l) < V(ILe, (1, Lo, 20))-

D’autre part
V(te, x(t,to, 20)) < V(to, zo) < @(€)

ce qui est une contradiction .

Ainsi Vt >0, ||z (t,t0, o) || < €.
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Alors ce qui montre que 0 est stable.

2¢me partie :

Supposons que le point (3) soit vérifié. On sait qu'’il existe un voisinage V; C Vy, et une

fonction v de classe I telle que :

ellyll) < V(t,y) <oyl V(ty) €V,

Pour tout € > 0, il existe d() > 0, tel que ¥(0) < p(e).
Soit xy € U et x(t,to, r9) une solution de (1.1) telle que ||zo|| < d(g), alors d’apres la

premiere partie on a pour tout t >

p(e) > ¥(0) = V(to, wo) = V (L, (L, to, 0)) = @[ (2, Lo, zo)[})-

Alors
(| (t, to, zo)[|) < (),
¢ étant de classe K, ceci implique que pour tout ¢ < tg, ||z(¢, %o, z0)|| < € .
Alors Ve > 0,30(¢) > 0, ||zo]| < d(e) = ||x(t,t0,x0)]| < e.
La stabilité uniforme est assurée par le fait que d(e) est indépendant de la solution
x(t, to, xg).

3°me partie :

On suppose maintenant que V est définie négative, alors il existe un voisinage Vi, C Vi

et une fonction x de classe K telle que

Vi(t,y) < —x(llyll) <0 (ty) € V.

Soit xy € U et x(t, tg,xo) une solution du systéme (1.1) telle que ||zo|| < d ot § est obtenu
comme dans la 2°™¢ partie.

Soit € une constante positive telle que 0 < € < |||

On peut encore trouver une constante positive A = A(¢) telle que () < ¢(e).

On définit alors p = x(A), et posons :

T=T(e) = w/(j)
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Supposons que ||z(t,ty, zo)|| > A, pour tout ¢ dans to <t <ty + T, alors on a :

t1
0< 30(€> < 4 (tlax (tlathxO)) < Vv (t07$0) _/t X (Hﬂﬁ (S7t07$0)’|) dS,

0

<V (to, o) — /t1 X(A)ds <V (to, mo) — (1 — to) p < P(6) — T = 1p(8) —1(d) = 0.

to
On obtient une contradiction, et donc il existe ty € [to, t1] tel que ||z(t2, to, xo)|| < A. Ainsi

pour tout t > ¢y
@ (llz (£, t0, zo)l]) < V (£, 2 (£, 10, w0)) <V (t2, @ (t2, 0, 20)) < () < p(e).
On en déduit que
|z (t,to, z0)|| <& Vt>to+T > to,
ce qui montre la stabilité uniforme asymptotique. 0
Exemple 1.2. On considére le systeme :
Y1 = —y1 — ey,
Y2 = Y1 — Yo.
Pour déterminer la stabilité de 1’équilibre 0, posons
V(ty) =yi +(1+e™)y3.
1. On a:
a) V(t,0) =0,
b) V(ty) > i + 45 .
Alors V' est définie positive .

2. On a la dérivée de V' le long des trojectoires du systeme

V(ty) = = 2¢7y5 + 2y1 (= — e *go) + 2u2(1 + ¢ (41 — ),
=—-2 (y% — 1Y + yg (1 + 26_2t>> .
a) V(t,0) =0,
b) ce qui montre que
V(tv y) < =2 (yf —Y1y2 + yg) ;
— (1 — )" — vt — 5,
— (1 — ) +yi +13).

IN

IN
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1. PRELIMINAIRES

3. Montrer que V' est décrescente

V(ty) =y + (1+e?)y3,
<ui +2y5 < 2[Y]3.

Alors d’aprés théoréme précédent 0 est point équilbre uniformément asymptotiquement

stable.

Lemme 1.7. [7](Gronwall. Bellman) Soient k un nombre réel positif et f, g deux fonctions

continues sur I'intervalle [a, b], a valeurs positives telles que

flt) <k-+ /tg(s)f(s)ds, pour tout t € [a,b].

Alors
t
f(t) < kexp </ g(s)ds) , pour tout t€ [a,b].

1.2 Quelques résultats sur les équations a retard

Pour z € R", ||.|| est une norme quelconque. Pour r > 0 et H > 0, on définit
Cy = {¢ € C([-r0],R") : ||¢|| < H} avec (C,||||c) l'espace de Banach des fonctions
continues ¢ : [—r,0] — R" et ||||¢ est la norme sur C' définie par :

VoeC, |¢llc= S 1O

€[—r,0
Soit x : [t — 1, to + A] — R™ continue ou ty > 0 et A > 0. Pour ¢ fixé dans [ty,to + A], on
définit la fonction :
r=z(t+0), —r<6<0,
z; € C([—r,0],R") et c’est la restriction de = a lintervalle [t — r,t] translaté a [—r,0].
Considérons, a présent

= f(t,x), (1.6)

ou f: I xCyx — R"™ est une application continue, localement lipschitzienne en son second

argument et telle que f(¢,0) = 0 quel que soit ¢t € R. De plus, f satisfait a la condition :

VH, < H,3L(H) >0, ||éllc < Hy = ||f(t,¢)| < L (H,).
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Une fonction x(t) est dite solution de (1.6) si elle est définie et continue sur [ty — 7, o+ A]
vérifie z(t) = p(t) sur [ty — r,to], est différentiable sur [to,to + A] et satisfait (1.6) sur
[to, to + A].

1.2.1 Théoreme d’existence et d’unicité de solution

Définition 1.9. (Yoshizawa [28]p.184) Une fonction x(ty,p) est dite solution du systéme
(1.6) avec la condition initiale ¢ € Cy en t = ¢y, to > 0, sil existe une constante A > 0

telle que z(to,p) est une fonction de [ty — r, g + A] vers R™ avec les propriétés :
1. zy(to, p) € Cy pour tg < t <ty + A.
2. x4y (to,0) = .
3. z(to,p) satisfait (1.6) pour to <t < ty+ A.

x(to,t,p) est la valeur de z(ty, ¢) au point t.
Théoréme 1.8. [18] Supposons la fonction f continue. Alors pour tout ¢ € C, I'équation

(1.6) admet au moins une solution. De plus, si la fonction f est localement lipschitzienne

par rapport a x;, alors la solution est unique.

1.2.2 Définitions et théorémes de stabilité et bornitude de so-
lutions
Définition 1.10. [17] Le point d’équilibre 0 de (1.6) est

I) Uniformément Stable (U.S) si, pour tout € > 0, il existe d(¢) > 0 tel que
lolle < 0= [z (t to, p)|| <&, Vt >to > 0.

IT) Uniformément Asymptotiquement Stable (U.A.S) s’il est Uniformément Stable et il
existe une constante positive ¢ telle que pour tout n > 0, il existe 7= T'(n) > 0 de

telle sorte que

lelle < e= et to, p)ll <n,Vt=to+T(n).

III) Globalement Uniformément Asymptotiquement Stable si la condition précédente est

vraie quelle que soit ¢ € C.
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Les définitions de stabilité et bornitude peuvent étre données de la méme maniére que
pour les équations différentielles ordinaires, i.e, en remplcant la condition initiale z( et la
solution x(t, ty, zo) par ¢ et x;(to,p), respectivement. De méme, une fonctionnelle V(.) a
valeurs dans R, x C est dite définie positive s’il existe une fonction scalaire w vérifiant

w(#) > 0 pour 0 > 0 et w(0) = 0, telle que V(t,z;) > w(||z(t)]]) Vo, € C, t € R, .

Théoréme 1.9. [7] Soit V (t,z;) : [to, + oo[xCy — R, une fonctionnelle continue

satistaisant une condition locale de Lipschitz. V(t,0) = 0, et telle que :
1
i) Wollz@)I) <V (t,20) < Willle@]) + Wa ([ally) ot [zl = (S, l(s)][*ds)?.
i) Vi) (t,20) < =Wa([lz (@),

ou, W; (i =0,1,2,3) sont de classe K. Alors la solution nulle de (1.6) est uniformément

asymptotiquement stable.

Théoréme 1.10. [7] Soit V(t,z;) : [to, + co[xCy — R, une fonctionnelle continue

satisfaisant une condition locale de Lipschitz. H = oo, et telle que :
i) Wolllz@)) <V (t,20) < Willle@)]]) + Wa (S, Wa(llz(s)])ds).
ii) V(m) (t,z) < =Ws(||z(t)]]) + M, pour M >0,

ou, W; (i =0,1,2,3) sont de classe K. Alors les solutions de (1.6) est sont uniformément

bornées .
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Chapitre 2

Stabilité uniforme et bornitude de

certaines équations différentielles du

troisieme ordre a retard

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier la stabilité uniforme des solutions des équa-

tions différentielles du troisiéme ordre & retard non linéaires de la forme
(h(z ()2’ (1)) + a(t)2” (t) + ()2 (t) + c(t) f(x(t — 7)) = 0. (2.1)
[((t))2" ()] + a(t)y (2 (2)) 2" (2) + b(t)g ('(1)) + c(t) f(x(t — 7)) = 0, (2:2)

et la bornitude de
[A(a())a’ ()" + a(t)a"(t) + b(t)a' () + c(t) f(x(t = 1)) = e(t). (2.3)

[z ()2’ ()] + a(t)e (2'(1)) 2" (t) + b(t)g (2 (1)) + c(t) f(x(t — 7))
=P (tu SC(t), x<t - 7"), x/<t)7 (E/(t - T)a %”(t)),
ou r > 0, et les fonctions a(.),b(.),c(.), g(z’), h(z), (), f(x),e(.) et t — p(t, x(t), z(t —

(2.4)

r),a'(t),x'(t—r), 2" (t)) sont continues. En outre, il est supposé que les dérivées h'(x), f'(z), ¢'(y)

sont continues pour tout z,y avec f(0) = g(0) = 0. En plus, il est également supposé que
les fonctions t — f(z(t—7r)), t — g(y(t)) et t — p(t, x(t), x(t—r), 2'(t), 2’ (t—7r), 2" (t))

satisfont une condition de Lipschitz en z, 2’ z(t — r),2'(t — r) et 2”.
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2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME
ORDRE A RETARD

2.1 Hypotheses et résultats principaux

Nous exposons ici des hypotheéses qui seront utilisées sur les fonctions qui appa-
raissent dans les équations (2.1)-(2.4), et supposons qu'’il existe des constantes positives
a, b, C, d, do, dl,ho,h1,60,51,52 et A,B,C7 L,Oé,ﬁ,()', et g, telles que :

i) 0<a<a(t)<A0<b<Ht)<B,0<c<c(t)<C.

i)  c(t) <b(t),— L<b(t)<(t) <0 pourtel0 o0

1v

)
)
iii)  f(0) =0, %I) >00>0 (z#£0), et |f'(x)] < d; pour tout .
) 0<hy<h(x)<hy, [TZW(u)du< oo.

Afin de simplifier la notation dans ce qui suit, on pose

o(t) =

2.1.1 Stabilité

Théoréme 2.1. On suppose que les hypothéses (i) a (iv) sont vérifiées. Si
Cl) h1(51 <d<a.
Cy)  idd'(t) —b(d—hidy) < —e <0.

Alors, la solution x(.) de (2.1) et ses dérivées x'(.) et 2”(.) sont uniformément asymptoti-

quement stables, a condition qu’il existe r satisfaisant

2(a — d) 2h3e }
hCs, " Co1h2 (d+ dh2 + ho) |

7“<min{

Démonstration. Notons que 1'équation (2.1) est équivalente au systéme suivant

, 1

r —m%

Y =z, (2.5)
= G gy 0@+ [ T

On définie la fonctionnelle U = U (t,x,y,2;) par

U(t,xe,yr,2e) = exp(l(t))‘/(t,xt,yt,zt) = exp(L)V. (2.6)

u u
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2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME

ORDRE A RETARD
- [1os)ias.
! V =dc(t)F(x) +c(t) f(x)y + Ql;l(t)yQ + ;zQ + hdyz
(x) (x) .

1 da(t
§)ded
+2]’L2 + /r/+s 587

et F(z) = [3 f(u)du, p et /\ sont des constantes positives qui seront determinées plus
tard. De la définition de V' dans (2.7), on constate que la fonctionnelle précédente peut

étre réécrite comme suite

V=Vi+Vat A / / §)déds,
Vi = de(t)F(z) + c(t) f(z)y + QZ(z;)yQa
et
1 d Lda(t) ,

Vo= ot Y T e

On écrira 'expression ci-dessus comme

Par (i) et (C}) alors
d(a(t) —d) _ d(a—d)
2h?(x) 2h?(x)

Ainsi, il existe des constantes positives telles que

>

Vo > 0oy® + 8327 (2.8)

D’autre part, en utilisant les hypotheses (i)-(iv) et (C}), avec un réarrungement de V7,
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nous obtenons
Vi = de(t)F(a) + (0 oy + 50
— actFte) + tstay + A EOSENE) | COFEIN
_ b(t) c(t)f(x)h(x)\*  A(t)f*(x)h(x)
— P+ s (v ) -
> de(t) P(x) - S bg’f))h(x)
> de(t)F(z) — DS <2x>h(””> car c(t) < b(t)
> de()[F () - L)
> deft) (Fla) - 35(0))
Par intérgral par partie on a
| s fwde = @)~ [ 7w fw)du.
Il obtient
() =2 ; f(u) f(u)du
Alors
Vi > de(t) (/ du——/f >
> dett) [ pytu— "2 f(u)du)
> de(t) (1= ") f(wydu,
> 04 OI f(u)du
0y = de(1 — h1d(51> > de(l — Z) = 0.
Donc a partir de (iii) nous obtenons
Viz dido [ udu,
alors
Vi > 0100 2 2.9)
1 = 9 xXr . ( .
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Il est clair que, par (2.7), (2.8) et (2.9), nous avons :

V > 6012 + 0327 2, 04% 2+>\/ / §)déds.
2 -7 +s

Par conséquent, il est évident, d’aprés les termes contenus dans la derniere inégalité, qu’il

existe une constante positive suffisamment petite k, de sorte que
V > k(z® +y* +2%),

car Dintégrale [/, y?(£)d¢ est positive, et k = min{d,, 03,242} .

Nous observons que par (iv), nous avons

QLT
/ye s = [ ooy = ()0

Par un changement du variable u = z(s) alors

_ 0 ()
0= [ e

< g [l < N < o
ou ay(t) = min{z(0),z(t)} et as(t) = max{z(0),z(t)}.

Par conséquent nous pouvons trouver une fonction continue Wy (|| X (¢)||) avec

Wo(IX@)[) =0 et Wo(IX(@HI) < U, Xe) -

D’autre part, en utilisant les hypotheses (i), (iv) et (Cs), nous obtenons
b(t) o 1, d 1da(t) ,
=dc(t)F t + — — — Z
V c(t)F(x) 4+ c(t)f(x)y e )y +2z +h(x)y +2h2( )y

+/\/T/+s £)deds,

B, 1., d
< R
dC//f dudu+0y/f du+2h0y+ 57t v
dA
gt + O [ [ (@O0 + () deds,
B, 1., d dA
< — 2
_dC51/ / dudu+C’51y/ du + 2h0y + z + I —yz + 2h%y
L1 / / (€) + 2(6)) deds,
—r Jt+s
1 B, 1, d dA
§d051x —|—C(51:17y+27h0y + 22 + hoyz—i— thy
+1/ / 2(¢) + 22(€)) déds.
—r Ji+s

(2.10)

(2.11)

30



2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME

ORDRE A RETARD
En utilisant I'inégalité 2ab < (a® + b?), alors
1 1 B 1 dA
V<*d0(52 705 2 2 2 — .2 (a2 2 2
< 177 + -Coy (x +y)+2hy+2z +2h0(y +z)+2h%y
[ /+S () + 22(¢) deds,
Co, B d dA 1 d
<—2(1+d ,05 — 4 —+— —(14 —)2? 2.12
YO+ 1) / / 2(¢) + 2 (f))dfds,
—r Ji+s

< ¢ (x +y°+ 2 +Lp2/_r/t+s (352(5) + 4% (€) +z2(§)) déds,

ol ¢1 = 3 max{C4;(1 +d),Cé; + £ =+ 5 —i— h2 41+ } et o = max{1,\}.
Donc existence d’une fonction contlnue W1(||X( )||) + W (|| X¢ly) qui satisfait I'inégalité
U (X)) < WX + Wa (L IX)]ds) ).

Par conséquent, la premiére condition du Théoreme 1.9 est satisfaite.

Pour la dérivée totale de la fonctionnelle V (¢, x4, v, 2¢), le long des trajectoires du systéme

(2.5), nous avons

jtv e (t)F(x) + ¢ (1) f (x)y + ;i;((tx)) Y’ + h(lx) (d—a(t)z
o (o) =z = )
N (da’(t) + 2c(t)2f;(2x()x J;@) _ 2db(t)) Pt
+e(t) <z + hé)y> / i y(s) g&(;))) ds — A t; y2(€)de.

En conséquence, par les hypotheses du théoréme 2.1, nous obtenons

GV S EOFE) +Ouf@) + g
1001 ((4 - eyl 27 + (1O DRI =20
+ Ary? — h11<a0 —d)2* — A t: y?(€)d¢
+e(t) (2 + h(i)y) /t tT y(s) ";L/((f&))) ds
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vt) o

g S OF@)+Oyf@) + 505

Ay T
rett) (2415 ) v as = [ e

On définie la fonction H comme

V') ,
2h(z)”

H(t,x,y) =dd(t)F(z) +  (t)yf(x) +

pour tout z,y et t > 0 .et on vérifie que H(t,z,y) < 0.
cas 1 : Si d(t) =0, alors

H(tay) = ;,;((2) y*> <0.

cas 2 : Si d(t) <0, alors H(t,z,y) peut étre écrit comme

H(t,x,y) = dd(t)Hy(t,x,y),

v't)
2dh(z)e(t)”
b'(t)

2dh(x)c(t)
c(t)h(z)
b'(t)

< 1, ce qui implique

Hi(txy) = F(z) + Cllyf(x) +

d(t)h(z)
db'(t)

fix) - (@),

L)
) ~2a T @)

H () = Fa) + 5yf () +

H(tr.9) = F(x) + dhb(gl 0 <y +

c(t)
v'(t)

D’aprés (ii) on a 0 <

c(t)h(x)
2dV(t)
h(zx)

> F(x) — sz(x),

> F(z) - 25F(),
> [f0 ="

> &L/mf(u)duzo.

de Jo

Hy () > F(z) - (@),
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Il en résulte immédiatement que
H(t,l‘,y) = dCl(t)Hl(t,x,y) < 0.

Par conséquent, en combinant les deux cas on a H(t,z,y) < 0 pour tout t > 0, x et y.

En utilisant I'inégalité de Schwartz |uv|< 1(u? + v?) nous obtenons

o014 - o+ 557) <lool (U520 + )+ Bae)

— o (B e+ 20,

2
< kal0(®)[(y* + 2%).

ou ky = W. Puisque |f'(x)|< d; on obtient les inégalités suivantes :
de(t) /f f(x(s)) Cdé, [t y(s)
ds < / ds,
nw) e Y e S 2 S Vi) ™
Céldr 9 C’d51 /t 9
< d
et

b)) b y(s)
c(t)z/t_ry(s) h(x(s)) ds < Cé /t_rzh(:c(s))ds’
< D2y gj; JGGELS

t—r

Aprés quelques réarrangements, nous obtenons

dCé,

9
2o r)

1t

2 ao—d_C'(517’ 2
v = (5 5 )7

+ k0| (y* + 2%) + (g;fgl(l + }i) — A) /t y2(€)dE.

t—r

dvg—{ — (A +

dt

Si on prend A\ = %%(1 + h%), la derniere inégalité deviant :

d € Cdy 1 d 9 ap — d C’éﬂ") 9

‘e (2 _Z%g % _ _

a’ = (h% 2y | +h0+hg)r)y ( I 2 )
+ k110(t)|(y* + 2°%).

33



2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME
ORDRE A RETARD

En utilisant (2.6), (2.10) et en posant p = k—kl, 1ous avons

dy_ k|€(t)]ewp<_kll:(t))v + exp<_’“1k”(t)>$v,
_ exp("“llj“)) (GV - T ).

—kyy(t))K e Cs 1 d ) , <a0—d C(Slr) 2}
< I PRI A I _ .
= eXp( k 2 on e TR I 2 )?

(2.13)
D’ou, si
r < min {2(@ —d) 2h3e }
hiCéy " Co1h3(d + dhd + ho)
I'inégalité (2.13) implique
iU(t,xt,yt,zt) < —Bpexp (_IZN) (v +2%) < —Bo(y* +2°) <0 pour fy > 0.

A savoir, la seule solution du systéme (2.5) pour le quel %U (t,x,y¢,2¢) = 0 est la solution
r =1y = z = 0. Ainsi, en vertu de ce qui précéde, nous concluons que (z(t),y(t),z(t)) — 0
lorsque ¢ — 0. D’ou, A’ étant continue et grace a la condition (iv), on conclut que la
solution z(t) de (2.1) et ses dérivées z/(.) et 2”(.) sont uniformément asymptotiquement

stables. O

Théoréme 2.2. Sous les hypotheses énoncées ci-dessus, et les hypotheses suivantes :

Hi) 1<y <p.
Hy) di > >dy>0 (y0).

Hg) %<O&<a.

Hy)  3a/(t) < 6y < Modopiha),
R {2(@ —d) 20h3 }
h1051\ ’ C(Slh% (Oé + ah% -+ ho) ’
ol

05526 +b ((Slhl — Oéd()) =—0<0.

Alors toute solution de (2.2) est uniformément asymptotiquement stable.

34



2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME
ORDRE A RETARD

Démonstration. Nous écrivons I’équation (2.2) sous la forme du systéme :

;o 1
z my,
y' =z,
p_alt) (g N aOW@) (g Ny (2.14)
“ =i (it )+ i (i) 0 (i)
— el ) +elt) [ et
Considérons la fonction U = U(t, x4, yy, 2;) définie par
1 t
U (t, ¢, ys, 2¢) = exp <_M/0 |9(s)|ds> V, (2.15)
ou ) - N
V =act)F(z) + c(t)f(z)y + b(t)h(z)G (h(:ﬁ)) +5e myz
(2.16)

+aalt) | " wyudu + A / Or / i V2 (€)déds,

tel que F(z) = [y f(u)du et G(y) = [§ g(u)du, {1 et A sont des constantes positives qui

seront précisées plus tard. Nous pouvons réécrire (2.16), comme suit

V = aa(t) /Oh” {wu) - a?t)} udu + ; (z * hgc)y>2

+e(t) {QF(I) + Wc)g;m)c: < hé/x)) + f(x)y}

A [ OT /; V() deds.

D’aprés (Hz), on obtient

En utilisant nos hypotheses, nous obtenons
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V > aaf(t) /“”(1—%) udu + = ( hé)yy

+e(t) (aF(a;) + b(tc)(};; z) }iog/ ) y) +A /_ T /+5 £)deds,

> aa (1 - 9) 2th 7T ; <z+ h?)yynt 0(220(93) (:(Oj) +f($)>2
+ac (1-%) ds+)\/r/+s £)deds.

Puisque l'intégrale A [*, [ y*(€)d€ds est positive on a

o 2 1 a \°  c(t)h(z) [ do 2
V> aa (1 - E) 2h:g(x) +3 <Z + h(a:)y> + thO (h(xy) + f(x))
+ %xQ,
2

01\153:(10<1—21;1> >ac<1—g>:0.

D’ou, il existe une constante positive k, suffisamment petite de telle sorte que
V >k (xQ + 9% + 22) . (2.17)
Vu l'inégalité (2.11), nous pouvons trouver une fonction continue Wy (|| X (¢)||) avec
WX >0 et Wo(IX@I) < U (1 X,).

D’autre part, en utilisant les hypotheses (i), (iii) et (iv), (Hy), (Hz2) et puis inégalité
ab < (a® +b%), devient

1

V =act)F(z) + c(t) f(z)y + b(t)h(z)G (hé{:)) + 522 + h(o;)yz

+ aaft) /O " (wudu,

: : Bhydy , 1
gac/o /0 f’(f)d£+6’y/0 Flwdu+ =202 Z2 &

hg 2 ho
—i—ozA/Oh(’”) ﬁudu—l—)\/o /t:fr <x2(f)+y2(f)+22(5))d§d3
+ t (1‘2(6) +y2(€) +22(€)>d€d$7

t+s

36



2. STABILITE UNIFORME ET BORNITUDE DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TROISIEME
ORDRE A RETARD

2

Bhldo « OéAﬁ
B he B3

e /t+s (a:2<5> +2(0) + 22(0))deds,
<o+ o [ [ (OO +20)deds,

i} et o2 = max{1,A}.

W)

ou o] = = max{a051 + C6,C01 + Bh1d° + = +

h
Comme [*2° |1/ (u)|du < oo alors G(t) < ]X nous avons

N ot
o <x2+y2+22) < exp (—N>V§U:exp (—E))ng,

ou 1 = kexp (—%) .

Donc l'existence d'une fonction continue Wi (||.X (¢)|]) +Wa (]| X¢||,) qui satisfait 'inégalité

Ut X)) < WX () + W, (( I !|X(s)||2ds>2> .

Pour la dérivée totale de la fonctionnelle V (¢, 2, v, 2¢), le long des trajectoires du systeéme

(2.14), nous avons :

‘ hé‘;f? ) a@&iﬂ %) ~05659 (i)

+ad(t) /0 U (u)udu + W@/Q + Ary®

+O(t) {b(t)h?(x)c <h(3“/x)) — b(t)yh(z)g (hé)) + (a(t)\I/ <h(yx)) - a> zy}

+e(t) <h‘z‘g) + z) / tr y(s){;&(;))) ds — \ ttr YA€) de.

En utilisant I'inégalit¢ de Schwartz |uv| < $(u? + v?) et |f'(x)| < 01, nous obtenons les

inégalités suivantes

ac(t) [t y(s) Céar 5  Cady

Ry [ s (s < Sty g [ ey
et
o0 [ taigy s < 557w g [ e
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En utilisant les conditions du Théoreme 2.2 et les inégalités précédentes, on a

d
dth 1y < ad(t)F(x) 4+ (t)yf(z) + b (t)h(z)G (hé))
a—a Cor adef + b (61h — adp)
B { o2 } - 2 2
)
+16(t)| EdlBy2 + (AB — &)]zy@ + ()\ + O;i;) ry?

+ o (1 1) A [ v

Nous affirmons que

Q(t,z,y) = ad () F(x) + ¢ (t)yf (x) + U (t)h()G <hi€)> <0,

pour tout z,y et t > 0. Il y a deux cas : ¢(t) =0 et (t) < 0.

Cas 1 : d(t) =0, alors Q(t,z,y) = d(’b(()) 2<0.

Cas 2 :: d(t) <0, on observe que (H,) implique que

dob'(t) c(th(x) f(x)\* () f(x)
" <y+ ) T 2adot (1)

Dans les deux cas, on a Q(t,z,y) < 0 pour tout ¢t > 0, = et y.

Comme 2|uv| < (u? + v?), on obtient

0] | 22 By + (A — a2yl | < 510 [BhBy? + (A5 — )4 + )]

< k|0(t)] (v° + 2)
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ou ky = %(AB + a + 3d; B). Par conséquent, on a

d o aCoy , [a—a Cor] ,
dtV(QM__{hQ_()WL 2h0>4y_ o2 }Z

+ B]f; <1 + hg) )\} /ttr V2 (€)de

+ k1 0(t)] (v + 27) .

Remplagant A\ par gTégl (1 + h%), la derniere inégalité devient

d g 051 1 2
- < |- =72 _
a1 = {h? 2ho ( The " h2> }y
{a -« C(Slr} 9
— — z
hy 2
+ k1 0(1)] (v + 22) .

En combinant (2.15) avec (2.17) et en posant p = %, on obtient :

Gl = e (—]2/; |6’(s)|ds) (j _ klot )‘v)

< exp (—];;1 /Ot \e(s)|ds> ko? — ks #2) |

N _ o _ Cér 1 o _ a—a _ CHr
ol ky = % — G (a4 b + ) et ky = 4o — O,

(2.18)

En choisissant

-~ min {Q(a —a) 20h} }
th'(Sl ’ C(Slh% (Oé + &h% + ho)
an a
N
th(t,xt,yt,zt) < - exp< klk ) (y + z ) < - (y2 + z2> ,  pour tout ag > 0.

Ainsi, en vertu de ce qui précéde, nous concluons que toute solution de I’équation (2.2)

est uniformément asymptotiquement stable. U

2.1.2 Bornitude

Dans le cas e(t) # 0, on établit le résultat suivant :
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Théoréme 2.3. En plus des hypothéses du Théoréme 2.1, si on suppose que e(t) est
continue dans R et

t
/ le(s)|ds < E < oo pour tout t > 0,
0

alors toutes les solutions de I'équation perturbée (2.3) sont uniformément bornées.

Démonstration. L’équation (2.3) est équivalente au systeme

y =z, (2.19)

= a(t)z alt)l () 2 — L) —c r)+tc t S M s+e
Y= e Y Ayt T ) [ () s+ el)

Par dérivation de U le long des trajectoires du systéme (2.19), on obtient

. . d
U(2.19) (t7 Tts Yt Zt) = U(2.5) (ta Tts Yt Zt) + (y + h(l’) Z>€(t)

Puisque U(2'5) < 0 pour tout t,z,vy, z, alors

Garn < -+ 7752)e(®) < (bl + 775

ot ny = max{1,;£}. Notons que |z < 1+ 2?, et puisque k|| X|[|> < U (t, 4,5, 2), nous

[2Dle@)] < mollyl + [2D]e)];

avons
U9y < 1o (2 +y° + 22) le(?)],

< 21ole(t)] + nol| X |[e(t)],

< 2mole(V)] + U (6,21, ) e (D).
Soit n = max {27]0, %}, alors

Ut.19) = nUle(t)] < nle(?)]. (2.20)
Intégrons (2.20) entre 0 et ¢, en utilisant le lemme de Gronwall.Bellman, on a

t
U < U(0ao0,20) +1 | Ule(s)lds,

t
w0 [ le(s)lds
0
< Uy + nE)en o 101,

(2.21)

S Kla
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ou Uo = U(O,.I‘o,y(),Zo) et K1 = (U(] + ﬁE)GnE.
A partir des inégalités (2.10) et (2.21), nous avons

22+ 7 4 22 < K,

ou KQI%

L’inégalité précédente implique que
lz(t)| < Ky |y(t)| < Ky |2(t)| < Ky pour tout ¢ > to.
D’aprés (2.19) et (i), (iv), on obient
lz(t) |< Ky, |2'(t)|< Ky, |2"(t)] < Ky pour tout ¢ > tg,

ce qui acheve la preuve de théoreme . [l

Dans le cas p # 0 on établit le résultat suivant :
Théoréme 2.4. En plus des hypothéses du Théoréme 2.1, si on suppose que
’p(ta xz, .T(t - T)a Y, y(t - T)? Z)’ < Q(t)a

ot ¢ € L*(0,00), L*(0,00) étant I'espace des fonctions intégrables au sens de Lebesgue.

Alors, toutes les solutions de I'équation perturbée (2.4) sont uniformément bornées.

Démonstration. La preuve de ce théoréme dépendra de la fonction estimée U (¢, x¢, yy, 2¢)

déja utilisée dans la preuve du Théoréme 2.2. On a montré que
0 st
mIXIP U@ X) <ol XIPton [ [ IX(©)]dgds. (2.22)

L’équation (2.4) est équivalente au systeme

(2.23)

S0k e ORI CORIE

f'(w(s))ds +p (t, (), x(t —r),y(t), y(t —r), 2(t)) .

h(x(s))
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Nous avons

U.a3) (6,2, Ys, 2¢) = Upay (8, 24, s, zt)—i-(z%—hg:)y)p (t,x(t), z(t —r),y(t), y(t —r), 2(t)) .

Puisque U(2_14)(t,xt,yt,zt) < 0 pour tout t,z,y,z et |p(t,x,z(t —r),y,y(t —r),2)| < q(t),

alors

Ugpos) (b ) < (2 + h?;)y)p (t, (), 2(t — 1), y(t), y(t — 1), 2(1) |

a
< as(lyl + |z)a(?),

olt o3 = max{l,;-}.

En utilisant les inégalitées |y| < 1+ 32, |2| < 1+ 22, et comme 72|| X||? < U (¢, x4, yt, 21),

nous avons
Ue.23)(t,z0,y1,2) < 03 (2 +y° + ZQ) q(t),

< 203q(t) + 03]| X[ Pq(t),
1
S 0-3(2 + ;U (t7 Tty Yts Zt))Q(t)
2
Maintenant, en intégrant la derniére inégalité de 0 & ¢, en utilisant ¢ € L'(0,00) et I'in-
égalité de Gronwall-Reid-Bellman, on obtient

1 t
U(t7xt7ytazt) S U0+20'3A+0-37/ U(Saxsaysazs) Q(S)dsa
N2 /0

< A{Uy + 203A} exp (O’gnl /Ot q(s)ds) , (2.24)

2

1
= {Upy + 203A} exp <03A> = K| < o0,

Up

ou K7 > 0 est une constante, K1 = {U (0) + 203A} exp (031%214) , et A= [;7q(s)ds et
UO = U(07x07y0720)-
Ainsi, nous avons de (2.22) et (2.24) que

1

xz + y2 + 22 S —U (trrtvyta Zt) S K7

T2

ou K = &1 Ainsi, nous concluons que

72

()] < K, () < K, |2(t)] < K,
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pour tout t > ty. Clest
<K, [2{t)|<K, [2"(t)] <K,

pour tout t > ty. La preuve du théoreme est complete. O

2.1.3 Exemples

On donne deux exemples pour illustrer résultats les principaux .

Exemple 2.1. Nous considérons I’équation différentielle de troisiéme ordre non autonome

avec retard suivante :

sin ," 1 . 1 1 ,
+2 )| +|-sint+ = |z" + +1)z
1+ 22 4 2 2+ 12
(2.25)
+1( 1 +1)( (t )+ x(t—r) ) 0
——+ -2t —7r — 7 ) =0.
28\3+¢2 4 1—|—x2(t—r)
On a
1 1 1 3 1 1
- <a(t)=- t+ - < - 1<b(t) = 1 1=—-
4_a() psint+g <7, < b(t) 2+t2+ <5+ ,
1< (t) 1 +1<1 1 7
4 — 3+12 473 4 12
AlOISGZi, A:%’ b:17 B:%a C:i7 02112
1 2t 2t
t) < b(t t —=<V(t)=-— '(t) = 0 Vi>0
1 (2) 1 1
— < —==—|1 0 et ! < — =9
<1t 28( +$2+1) avee 2 £0 et |f/()] < ;= b
sinx
1<h = 2< h; =
o 1 2 2
+oo +o0o _ :
/ I ()| du :/ |COSU( + u?) usmuldu’
—00 — 00 (1+U2)2
+oo 1 2u
< d
<742 <o0.
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ORDRE A RETARD
3 3 1
hio1 = — al —<d< -
101 11 ators 14 <a< 1
1 1 hid 1
2al(t):8cost<b(1—ldl> <?.

Toutes les hypotheses sont vériffiées, on peut conclure en utilisant le théoreme 2.1 que

toute solution de (2.25) est uniformément asymptotiquement stable.

Exemple 2.2. On considére ’équation différentielle non-autonome du troisieme ordre a

retard suivante

. "

1
S +2 2| +(=sint+10)( arctanz’ + 7 |z”
14+ 22 4

+ (1_11_75 + 1> <2:c’ +1 fo)x' + 111(1_11_15 + 1) <:1:(t —7r)+ 1o f(;&r_) r)) (2.26)
Tl +a2(t) +22(t) + x22(t —r) +22(t—1) + 2(t)

I1 est facile de voir que

39 1 41 1
— <a(t)=-sint+10< —, 1<bh(t) =——+1<2
g Salt)=gsint+10< 5, 1<b(t) = - +1<2,
1< ) 1 +1<1
- <c(t) = - < -
4~ 414+t) 4~ 2
Alorsa:%, A:%, b=1, B =2, c:i, C:%
c(t) <b(t) et —1<¥V(t)=— ! <d(t)=— ! 0 Vt>0
- 1+ A1+
1§ﬂ:1+ avec = #0, et |f'(z)] <2=4.
x 1+ 22
sin x
1 <h(z)= 2<3=nh.
< h(z) 1 x2+ < 1

Un calcul simple montre que

+oo +oo 2 si
/ ’h/(U)’dug/ COSU2 US]D’LL2 dfu/’
—c0 o |I1T+u (14 u?)
<7
1 <¢(y) =arctany + 7 < 5= 0,
2:d0§@:2+ 5 < 3avecy #0,
Y L+y
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hid 39

70—3<Oé< 1 =a,

b(ado—hlél) < i
a?f 10°

Toutes les hypotheses sont vérifiées, on peut conclure en utilisant le théoréeme 2.2 que

1 1 1
a'(t) = Zcost < 1 pour tout ¢ > 0 alors gcost <

toute solution de (2.26) est uniformément asymptotiquement stable.

Finalement, on a

2 2
<
1+ 4224+ +22(t—r)+y2(t—r)+ 22|~ 142

= q(t),

p(t, z, z(t—r),y,y(t—r), 2)| = ’

pour tout t € R™ x,y, x(t —r),y(t — ),z et .

00 00 2
/0 q(s)ds = /0 T s2d8 = 7 < 00, alors ¢ € L'(0,00).

Ainsi Toutes les hypotheses du Théoreme 2.4 sont satisfaites, nous pouvons conclure que

chaque solution de (2.26) est uniformément bornée.

45



Chapitre 3

Stabilité et bornitude de solutions de

certaines équations différentielles du
troisieme ordre non autonome avec

retard

Dans ce chapitre, on se propose de présenter notre résultat ce que manifeste d’étudié

la stabilité des solutions d’équation différentielle a retard du type

(a(t) (D)7 (1)) + a(t)a” (1) + bt)a' (1) + e(t) f (w(t — 7)) = O, (3.1)

et la bornitude de

(a(t) (D)2 (1)) + a(t)a” (1) + b(t)a' (1) + e(t) f(w(t = 7)) = e(?), (3:2)

ou r > 0, et les fonctions p(.), q(.),a(.),b(.),c(.),e(.) et f(x) sont continues sur [0, + o] et
z € R. En outre, il est supposé que les dérivées a'(.),b'(.),c(.),p'(.),d'(.) et f'(z) existent
et sont continues pour tout ¢,z dans [0, + oo| et R respectivement, avec f(0) = 0. En
plus, il est également supposé que la fonction t — f(x(t — r)) satisfait une condition de

Lipschitz en z(t — r).
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3.1 Hypotheses et résultats principaux

Tout au long de cette partie, nous utilisons les notations suivantes

A(t) a(t) ’ B(t) _ b(t)p(t) — CL(t)p/(t) )

PA(t)

On suppose qu’il existe des constantes positives ag,bg, co, a1, n, m, p, dg, 01,&,C, L, M,N

telles que les fonctions qui apparaissent dans ’équation (3.1) vérifient les conditions sui-

vantes :
(i) 0 <ag <a(t)<ap,t>0.
(i) =L <p/(t) <0,-L<q(t) <0, t>0.
(iii) f(0)=0,0<dp < @ avec x # 0 et |f'(z)| < 4.

les résultats principaux sont les théoremes suivants Notre contribution ce manifeste par

le Théoréme suivant :

3.1.1 Stabilité
Théoréme 3.1. En plus des hypothéses (i)-(iii), supposons que les conditions suivantes
sont vérifiées

S1) 0<m <q(t) <p(t) <M, pour tout t >0, et p”(t) > 0 pour t > 0,

Sg) 0 < by <b(t) <bet0<cy<c(t)<cy, pour toutt >0, —N < ¥ (t) < d(t) <0,

ot N = min{by,c; }
Ss) (p(t)e(t)) < (q(t)e(t)) <0, ¢ =0,
Sy) M << o

ag Mec161?
S5) %a’(t) — (bo — CYMClél) < —e.

IS

Alors la solution nulle de (3.1) est uniformément asymptotiquement stable, pourvu que

2em? 2cs3 }
61(51 (1 + o+ m2)’ 046161 ’

r<min{

oﬁcgzﬁ(a—]\?—l)>0.
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Démonstration. Considérons dans I’espace des phases x, y, z le systéme différentiel équi-

valent a ’équation (3.1) :

L
o)
= 3.3
= 7,27 .
ST (3:3)
r_ Cyls) g
2= —A(t)z — B(t)y — c(t) f(z) + c(t) . p(s)f (x(s))ds.
On définit la fonction W (¢, x4, v, 2;) comme suit
0(t)
W (t, x4, Ys, 2¢) = exp Y V(t, 2, ye, 2e) (3.4)
ou )
V (L, @, yp, 2¢) =p(t)e(t) F(z) + aq(t) B (t)% + aq(t)e(t) f(z)y
1 falt) (3.5)
+ = ( y? 4 az? +2yz>+)\/ / €)d¢ds,
2 ( ) -7 +s
et F(z) = [y f(u)du, v et X étant des constantes positives qui seront déterminées plus
tard. Notons 6(t) = [i D(s)ds avec
aM [2a,p?(t) — agp(t)p'(t) , }
D(t) = — >
(t) 5 { ) asc'(t)| >0,

a1 L
com? "’

ott ay = gp7a1 +2n (1 — aMerdy) + by, et ag = 2o+

On va montrer que lim 6(t) < oo
t—+00
En utilisant (ii), (S1) et (S3) nous obtenons :

[ o= [ [S580228 — 5o]e

_ alaM/Ot (—p’(S)) (_p’(5)> gs . Qa2M rtp(s) o aasM /Ot ¢ (5)ds,

p*(s) 2 Jo p3(s) 2
< aaM /t <—p;(§)> (_p/(8)> ds aaM 1 aazM N
0o \ p%(s
)

2 p(t) Ty
/ /

<a1aM/ ( () (_p(3)>d8+aa2M aasM N
ajaoML — aayM — aazMN

V2)
~—

2m 2

<w < 0.

m2 2m

On peut étre réécrire la fonction V' comme suit :

V:V1+V2+)\// £)déds,
+s
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= +aq(t)c(t) f(z)y,

et

Vy = ! (Zg;y? + az? —|—2yz) .

Tout d’abord considérons

t
Vo = (CL()yQ + a2 + 2yz> ,

p(t)
a2 a(t) o
—5(2 +ayz>+ » )y,

_a y)2 1o (alt) 1
_2<Z+a Ty ‘

1
2

Grace a (i), (51) et (S4) nous avons

Donc il existe une constante positive d, telle que
Vo >0y (y° + 2°). (3.6)

D’autre part, en utilisant les hypotheses du théoréme 3.1, nous obtenons

y2

Vi = p(0e(t) F(2) + aq()) B + 0a(t)e(t) )y

= p(Bel)F(@) + a0 (y+ “HH ) - O,

aq(t) f*(z)c*(t)

z Pk @) = —=pH—

Notons que
= wdu <31 [ f(u)du.
Les conditions (i)-(iii), ( 1) et (S2) nous donnent
ac’(t)q(t) f*(z) c(t) f*(=) aMbe

D’ou
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et
dy =nm (1l —aMd),

et d’aprés (9,) nous avons

aMdc aMdic; by )
04 = 1-— 1— = 0.
4= am ( bo ) = me < bo aMoic

Ainsi a partir de (iii), on obtient

040
2470 2

Vi > 5450/ udu = (3.7)

0
Il est clair que a partir de (3.5), (3.6) et (3.7), nous avons

040 0 ,t
V (t, @, y0, 21) = 0oy + 0227 + %1‘2 + )\/T /t+s y*(€)déds.

Par conséquent, la positivité de ft’;s y*(€)d¢ entraine qu'il existe une constante positive

suffsamment petite k, de sorte que
V (t,xe, yp, 2) > k (wQ + 9% + 22) = k|| X ()| (3.8)

ou k = min {52, 5060} et X(t) = (z(t),y(t), 2(1)).

2

Nous pouvons donc trouver une fonction continue Wy (|| X (¢)]]) telle que
WX >0 et WollX(B) < W (£, X,)

Puisque f'(z) < ¢; alors f(z) < §12 et cela implique que F'(x) < 61§. Selon les hypotheses

du théoreme (i), (51) et (S3), nous obtenons

bt) a()p'(t)
p(t)  pAt)
N CLlL

B(t) =

D’autre part, en utilisant les hypotheses de théoreme 3.1 et puis I'inégalité ab < %(aQ —i—b2>
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devient

2

V =p(t)e(t)F(2) + aq(t) B() % + ag(t)e(t) f(2)y

(Zggy + az +2yz> + A/r /+s €)d¢ds,

Mcq6 M (b L
€101 2+a< 1_|_al>y + aMeySizy

2 2
- (a1y2 + az? +2yz> +A/ / &) + (&) + 2°(€)) déds

+/_r/+8 Y2 (&) + 22(€)) déds,
<3 <01M51(1 + a))x - ;<on (bl + L) +aMed, + & + 1>y
* ;(O‘ + 1>22 +(A+ 1)/_(1 /t: (22(€) + v2(€) + 22(€)) deds,

0 rt
<os(a? 42 40 [ [ (06 + 92O+ 22(6)) deds

(3.9)

ou
1 b a1 L
05 = 5max {01M51(1 + a),aM ( Ly ) + aMecy6y —i— — + 1,a+ 1}
et
56 :max{l,)\}.

N2

Comme 0 < % < <, alors

m (mQ + 97+ 22) < Vexp (——) <W = Vexp( Q(t)) <V, (3.10)
v v

w

ou n; = kexp (—;) )
Donc 'existence d'une fonction continue Wi (||.X (¢)|]) +Wa (]| X¢||,) qui satisfait 'inégalité
W (1, X,) < Wa(IX (0 + We (L, 1X(s)2ds)?).

Par conséquent, la premiére condition du Théoreme 1.9 est satisfaite.

Pour la dérivée totale de la fonctionnelle V (¢, 2y, yy, 2) le long des trajectoires du sys-
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teme (3.3), nous avons

'( )B()y* + alq(t)e(t)) f(x)y
_a®)p'()

+ (gq T G(t) + )\r) y?
( > (3.11)

Visa) (8, 91, ) =(p()c(t)) F(x) +

Glt) = ;p((?) +ac(t) ggg F(z) - B(®).

Comme ¢'c = (qc)’ — gc’, nous obtenons ce qui suit :

_ad/(t)e(t)

B(t)y?,

)
@)B(t)  a()p(t)
2¢(t) 2p3(t)

+G(t) + )\T} >
(3.12)

H(t, z,y) = (p(t)e(t)) F(z) +

pour tout x, y et t > 0.
cas 1 : Si (q(t)c(t)) = 0, alors

H(t,z,y) = (p(t)e(t)) F(z) < 0.
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cas 2 : Si (q(t)c(t)) < 0, peut étre écrite H comme suit,

(p(t)c(t))

Hit.) = (a(0elt)) | EPG0EF@) + ()()y+aﬂ@
vy [ 20, )i
v (B - =)
Phypothése (S3) implique que g g;g gg > 1, dou
Hit.o) < O0) [ 1= G 7w
De (1), (Ss) et (iif) nous obtenons
Hit..9) < (o) [ (1= 250 ) s

< (alt)e(t)) 2= F(z) <0,

Co
Donc, en combinant les deux cas, nous avons H (t,z,y) < 0 pour tout ¢t > 0, x et y. Selon

les hypotheses du théoréme, nous obtenons

et
oy VO () — (0(t) + d'(t) p(t)p' () — a(t)p()p” (t) + 2a(t)p™(?)
B pi(t) ’
_ 200(t) = [2(bo — aMéyer) + bi] p(t)p' (1)

- PA(t)
par conséquent, il est facile de voir que

aqt)B'(t) _ aq(t)d(®)B(t) _ a(t)p'(t)

2 2¢(t) 2p2(t) 7
oM [2a1p(t) —azp(t)P'() 0] _
< o - ()| = DY
En utilisant (5;) et (S55), nous avons
a'(t) ( ) iy~ 28
< ]\1/[ B —l—aclM(Sl—bo} < —
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nous avons aussi,

En conséquence (3.12) devient

Viss) (t 20,y ) < [D() — e+ M) y? — 32 = X [ y2(€)d€

o(t)(y + az) /ttT ng'(x(s))ds.

En utilisant 'inégalit¢ de Schwartz |uv| < (u® 4+ v?) et | f/(x)| < é;, nous avons

Si on prend \ =

O [0 pratpas < P90 4 09T ey

—r p(8) 2 2m?2 Ji—

¢ y(S) / ac 01T 9 acy0q /t )
ac(t)z - p(s)f(m(s)) s<—5 4o 5y (€)de
. 5 5
‘/(3-3) (t7xt7yt7zt) S - |:€—D( ) ()\+1201>:| y2_ |:C3_Oé 1CIT:| 22
(5101 t 9
1 / '
o)A [ e
2124 (1 + ) la dernitre inégalité devient
) 01 (1+
Visa) (6,2, 4, 20) < — {5 - D(t) -~ < ~R 1) T} .
01(517":| 9
— |G~ z°.

Par (3.4), (3.6) et en prenant v = k nous avons :

. ot d DIt
Wiz.3) (t, T, yt, 2t) :exp( 5{)) <dt (L 2o, ye, 2) — ]E,)V(t,xt,?/tazt)>a

SeXp( ){ <€ dier 1+a+1) )y

Par conséquent, si

2em? 2cs }
5101 (1 +oz+m2)7 0[5101 ’

r<min{
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on a
W(g'g) (t, ze,ye, 2) < —7 (y2 + ZQ) ,  pour v > 0.

Posons W3 (|| X||) = v (y* + 2*). W3 est définie positive, en effet,

si || X|| =0, cela implique que x =y = z = 0, et donc W5(0) = 0.

Inversement, si Wi (|| X||) = v (y* + 2%) = 0 alors y = 2z = 0 et le systeme (3.3) se réduit a

La condition (S3) entraine f(z) = 0, et par (iii) on conclut que f ne s’annule que pour
xz = 0. D’ou, la seule solution du systeme (3.3) pour lequel W3(||X||) = 0 est la solution
x =y = z = 0. Ainsi, en vertu de ce qui précede, nous concluons que la deuxiéme
condition du Théoreme 1.9 est satisfaite, donc la solution nulle de I'équation (3.1) est

uniformément asymptotiquement stable. O

3.1.2 Bornitude

Dans le cas e(t) # 0 nous établissons les résultats suivants :

Théoréme 3.2. En plus des hypothéses de Théoréme 3.1, si nous supposons que e(t) est
continue dans R et

¢
/ le(s)|ds < me < oo pour tout t > 0.
0

Alors toutes les solutions de I’équation perturbée (3.2) sont uniformément bornées.

Démonstration. L’équation (3.2) est équivalente au systeme

L
B0k

;1
V= (3.13)
= —A0): ~ By - (@) [ 1P ale)ds + o)
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De (3.10) et (3.9), on a
WIXIP < W 0 X0) < dsIXP b [ [ X (©lPagas, (314)
Par dérivation de W le long des trajectoires du systeme (3.13), on obtient
W(g_lg) (t,z,yp, 2t) = W(g_g) (t, 2, ye, 2¢) + (y + az)e(t).

Puisque W(g_g) < 0 pour tout t,z,vy, z, alors

Wisaz) < (y + az)e(t) < (Jyl + alz])e®)] < ns(lyl + |z)]e(®)],

ol 3 = max{1,a}. Notons que |z| < 1+ 2%, et puisque n|| X||* < W (¢, x4, yt, 2¢), nous

avons
Wiz13) < m3 (2 +y° + 22) le(t)],

< 2nle(t)] + sl X[ le(t)]

< 2le(t)]+ P (12, 20) et
Soit 7 = max {27]3, %}, alors

Wi o) — aWle(®] < nle(®)]. (3.15)
Intégrons (3.15) entre 0 et ¢, en utilisant le lemme de Gronwall.Bellman, on a

t
W< WO0z00020) + 1 | Wle(s)lds

t
0 [ le(s)lds,

< (Wo + nmg)e” ls le(e)lds,

(3.16)

<K

ou Wo = W(0,20,y0,20) et K = (Wo +1nz)e™.
A partir des inégalités (3.14) et (3.16), nous avons

224yt 4 22 < K,

ou Kl :%

L’inégalité précédente implique que

()] < Ky Jy(t)] < Ky [2(1)] < K,
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pour tout t > ty. Clest
|l’|§ Kl? |$,(t)|§ Klv |l‘”(t>| SKI?

pour tout t > ty, ce qui acheve la preuve de théoréme . [l

3.1.3 Exemples

Nous donnons exemple pour illustrer les résultats principaux

Exemple 3.1. Nous considérons I'équation différentielle suivante du troisieme ordre a

retard non autonome

<(1—it2 + ;) ((1it2 + ;) x'(t)>/> + (ismt—i— 10) "(t)

3.17
+( ! +1) (t)+< ) x(t 2(t 1) >—€_t 0
1+t 2 4(1+1) 1+x2(t—r) '
On a
39 1 41
Zga(t) 151nt+10< V€ [1, 4+ oo,
alorsaoz%.
—1<p'(t)<0,—1<q(t) <0, et p’(t) > 0 pour tout ¢t € [1, + oo
f@) _ : _
1< 1+ avec 1z #0, et |f'(z)] <2=4,
x 1+ 22
alors 0p = 1
PPN SRS AU SIS WO
2 =P T e Ty =Y T e Ty sy
1 1 1 1 1 1 3
- <c(t) = - <—- et =<Ht)=—-+-=-<= tout ¢ 1
1=W=qagtasy @ gstO=g 5 Fgsy powrtouttell+ool
—1 <V (t) <) <0 pour tout t € [1, 4 oof
On a
41 1 1 2 1 1
e(t)) = — - ) (—— )] <0
(p(t)e(t)) (1+t2)2<4(1+t)+4>+<1+t2+2><4(1+t)2> ="

57



3. STABILITE ET BORNITUDE DE SOLUTIONS DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
TROISIEME ORDRE NON AUTONOME AVEC RETARD

et
, 2t 1 1 11 1
O == ep g 20+ e+ G ee) | =0
Alors
(p(t)e(t)) < (q(t)e(t)) <0 pour tout t € [1, + ool.
M_2 1 b
ay 13 3 Mcd;’
1 1

ia/(t) — (b() — OéMC1(51> < —g = —¢.

Alors Toutes les hypotheses du théoreme 3.1 sont satisfaites, donc les solutions de (3.17)
sont uniformément asymptotiquement stable.
Finalement, on a
e(t) =e",

d’ou

o0

/ e *ds < 00.

1

Ainsi Toutes les hypotheses du Théoreme 3.2 sont satisfaites, nous pouvons conclure que

chaque solution de (3.17) est uniformément bornée.
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Chapitre I

Stabilité asymptotique uniforme et

la bornitude des équations
différentielles non linéaires du

troisieme ordre

Dans ce chapitre, on se propose d’étudier le comportement asymptotique des solutions

des équations suivantes :
(P(t)2'(1)" + a(t)(Q((£)2' (1)) + b(t) (R(x()a' () + c(t) f(x(t = r)) = 0. (4.1)
[P(a(6)2' (1)) + a(t) (Q(x(t))2’(t)) + b(t) (R(x(t))a’(t) + c(t) f(2(t) =0, (4.2)

et la bornitude de
[P(x(t))2' (1)) + a(t) (Q(z(8)2' (1)) + b(t) (R(x(t))' () + c(t) f (x(t))
= s(t,x(t), o' (t),2"(t)) .

Les fonctions a,b,c : [0, + co|— R, P,Q,R : R — [0, + oo[ et f : R — R,
s (t,x(t),2'(t),2"(t)) sont continues, et zf(x) > 0 pour x # 0 (f(0) = 0), r est une

(4.3)

constante positive et un retard fixé.

29



4. STABILITE ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET LA BORNITUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON
LINEAIRES DU TROISIEME ORDRE

4.1 Hypotheses et résultats principaux

Dans cette section, les résultats suivants sont établis. Nous supposons qu’il existe
des constantes positives ag, by, co,d, A, B, C, po, P1,q0,q1, 70,71, 00, 01 et & telles que les

hypotheses (A;)-(As) sont satisfaites :

(A1)  P(z),Q(z), R(z) et f(z) sont fonctions continues différentiables sur R,

a(t),b(t) et c(t) sont fonctions continues différentiables sur [0, + ool.

(Ay)  0<ag<a(t) <A 0<by<bt)<B,0<c<ct)<C.

(A3) 0<po<Px)<p,0<q<Q(x)<q,0<rs<R(z)<ry.
(A))  f(0)=0, 12 >6,>0:(x#0) et |f(z)]< pour tout z.
(As) 22 (|1P'(u)|+] Q' (u)|+| R (u)|)Jdu < 0o et lim P'(x) existe.

r—0

Pour des raisons de commodité, on introduit les fonctions suivantes :

() = T O
0o(t) = Q/($(t))P(I(Qz(;(ggx(t))P’(a;(t))x, "
et
,(t) = R (x(t))P(x(gz(;(gga:(t))P (2(t) , ®
L’équation (4.1) équivalent au systéme suivant :
;o 1
%97
Y =z,
a x x (4.4)
¢ = —atnea(oy - s - MO E,
— el @) +elt) [ B F el

4.1.1 Stabilité

les théoremes suivantes présentent des criteres asymptotiques uniformes pour (4.1) :
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4. STABILITE ASYMPTOTIQUE UNIFORME ET LA BORNITUDE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON
LINEAIRES DU TROISIEME ORDRE

Théoréme 4.1. Suite aux hypothéses de base (A;)-(As), supposons que les conditions

suivantes sont réunies :
i) c(t) <b(t), —L<UV(t)<d(t)<0 pour te]|0,+ ool
.. 5
ii) ”1{—01 < d < ayqo.
iii) ida’(t)Q(x) — bo(dro — p16;) < —e < 0.

Alors toutes les solutions de 'équation (4.1) sont uniformément asymptotiques stables et

vérifient
z(t) =0, 2'(t)—0, 2"(t)—0, quandt— oo, (4.5)
a condition ,
. [2(apqo — d) 2pie }
r < min ) .
{ p1Cor ' Coipi(d + dpg + po)

Démonstration. Nous définissons la fonctionnelle U = U (t,x,y;,2;) comme suit :

Ultonrz) = (exp (- ”f?»m,xt,yt,zt) — (exp ( 7/8”))% (4.6)
30 = [ (103()+10:(5) +105(5) ) s, (4.7
et
V = dc(t)F(z) + ct) f(x)y + bgg?g)y?
1, d da(t)Q(x) ,
T TP 2pre) Y (48)
Y + yA(€)deds,

telle que F(x) = [5 f(u)du, p et X\ sont constantes positives qui seront déterminées plus
tard. De la définition de V' dans (4.8), on constate que la fonctionnelle précédente peut

étre réécrite comme suite

0 t
Vevittd [ [ yAededs
—r Ji+s

Vi = de(t)F(a) + ) ol + P S
et
L d da(t)Q(x) ,
= R P Y
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Compte tenu des hypotheses du Théoreme, et aprés quelques réarrangements nous avons

b(t)R(x) c(t) f(x)P(x)\* A1) () P(x)
A(t) f*(x)P(x)
WORE)

> de(t)F(x) —

@ d1c(t)P(x)
240 [ |1~ G

zmw[ﬂl—ﬁiﬁwmm

Z (52F(ZIJ),

ou
J d
(52 = dCO(]_ — ]Zil?"ol) > dCO(l — E) = 0.
Ainsi,par (A,), on obtient
e
0
520,
V5, est définie positive. Cela découle des conditions a(t) > ag, Q(x) > qo et (ii). De ce fait,
d 2 da(t)Q(z) —d* ,
)y) LRy ST
d 2 d(aoqo — d) 2
> 0.
)+ 2P2(z) U <

Puisque l'intérgrale f?r flf+S y?(€)déds est positive, alors nous pouvons donc trouver une

constante d = §(dp,02,a0,90,P1,d) > 0 telle que :
V > 62+ + 2. (4.9)

Aprés un changement des variables dans l'intégrale de (4.7) et par (As) et (A5) on obtient

() | R (u)|+]Q'(u)|
(14 Q(u) + R(u))du + o Pu) du,

as(t) | P! az(t) | R/ /
2(t) | 2(U)! L[ | (u)IHQ(U)\du’
art) P*u)  Jar P(u)

= p L= "(u "(w)])du
< S [P ldu - [ (1R ) )
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ou ay(t) = min{z(0),x(t)} et as(t) = max{z(0),z(t)}.

Maintement, nous pouvons en déduire qu’il existe une fonction continue Wy (|| X (¢)]]) telle

que
Wo(IX@)I) =0 et Wo(IX(@E)) < U (¢, X3).

D’autre part. En utilisant (As), (As) et (Ay), nous avons

V =dc(t)F(x) + c(t) f(x)y + Wﬁ
1 d da(t
+§z2+ P($)yz+ 2P2 _I_)\/—T/—i-s ¢)deds,
<d0/ / f(v dudu+0y/ Fu du+;y2+;
+iyz+ ql 2+/\/_T/+S (€) + 2%(€))déds
+/_r/+s (€) + 22(€))deds.

En utilisant I'inégalité ab < (a* + b?), devient

d

1 1 Bry 1
ngdC(Sle—l—fCél(:t:Q—l—y)—i—Ty +2Z +T(y +2%)
Do Do

dA(h /2 )
“LLS 2() + 22(6)) deds
+/_r /+s($ () + 7€) + 27(€))deds,
oo Br , d  dAg , 1. d
< (1+d)p’ (C5l+ w TR Wt 5L )2

+a+n [ /Hs(arz(f) +4PE) + ().

Par suite
V@) o[ [ 9 +yRe + ),
ou
53 = }maX{Cdl(l +d),Cé, + B, 4, dAfl,l + i},
2 Po Do Do Po
et

54 = maX{l, )\}

(4.10)

(4.11)

Alors il existe une fonction continue Wi (|| X (¢)[|) + Wa (|| X¢|l5) qui satisfait I'inégalité

Ut X0) < WX+ Wa(( [ 1x())Pds) ).
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La dérivée totale de la fonctionnelle V (¢, x4, ys, 2), le long des trajectoires du systéme
(4.4), nous avons

d b (t)R(x ¢

Dy — adwF) + @+ DDy 3 [ g2ga

dt 2P(x) t—r
a(t)Q(z) ,

— d6\(t)(yz + = 53 Y ) — a(t)b2(t)(yz +

el + ) [ PZ(JgiZ))f/(x(s))dS # Byl a(Q)

N {da’(t)@(x) + 2¢(t)P(z) f'(z) — 2db(t) R(x)
2P2(x)

De plus, les conditions (A3), (A4) et (i), nous donnent

}yz + )\ryZ.

da’ (t)Q(x) + 2¢(t) P(x) f'(x) — 2db(t) R(x),
"()Q(x) + 2¢(t) P(x)d1 — 2db(t)rg
"()Q(x) + 2b(t) (pror — dro) ,

IAIA

da
da

IA

—E.

En appliquant les hypotheses (As), (As), (ii) et (iii), nous obtenons

t

d
£V§w1+w2+w3—)\ 92(5)(15
t—r

1
- ; (aoqo — d) 2 — (82 - M’) ?/2,

p1

(4.12)

ou

=c(t)(z d b)) x(s))ds
ws =0+ ) [ S (o

Nous affirmons que w; < 0. Pour montrer cela, nous distinguons deux cas :

cas 1 :Sid(t) =0, alors wy = blgﬁf@f <0.

cas 2 : Si d(t) < 0, la quantité entre les crochets ci-dessous peut étre écrite comme

F(a) + Sy () + o0

wy = dc'(t) Wy ’
o b'(t)R(x) Ct)P(x)f(x)\*  ¢)P(x)f*(x)
wy = de(t) {F @)+ S aP@em <y+ RV (D) ) T MRV )
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par (i) on obtient :

e ¢(t)P () f*(x)
<o ot~ i)

< dc’(t)( OI F(u)du — Im ,
< de(t) /0 <1 - %)f(u)du,
<) 2F@) <0

En combinant les deux cas, nous trouvons w; < 0 pour tout z, y et t > 0.

En utilisant les conditions du théoréme 4.1, et par 2|zy| < 22+y?, nous avons l'estimation :

Ag, A d 2,2, B 2
ws < SOOI+ 22+ Z6a(01(1+ D) (2 + 22) + 5 (o)l 1)

< k|00 ()| +102(6)|+103(1)]] (2 + 2),

ot by = max { 4(1+ 42).4(1 + )5},

En utilisant 'inégalit¢ de Schwartz |uv| < §(u® + v?) et |f'(2)| < &1, nous obtenons

t
e LG A< W T
e AP e S Y Pa(s) )
0(517" 2 Céldr 2 051 d t 2 ’
< — 14+ — dg.
STy gV () [ (e
Les estimations de wy, wy et ws dans (4.12), donnent
d 5 dC'é, } 2 {QOQO_d 0517"} 2
—V<—|5-0A+ ry” — — z
e — {p% ( 2po )| p1 2
Céy d t,
1 A d
Sa =2 [ e

+ ke [[62 ()] +162(8) [ +165 (0)]] (4 + 2°).
En choisissant A = %{%(1 + p%), nous obtenons

d F cs, . 1 d }2
SV < |5 = 2 d =+ )| -
dt 2 2]00( Do Po>

+ ko (101 () [+102 () |10 (1) ] (92 + 22).

((J,QqO —d . C(Sl’l”
b1 2

)2*
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De (2.22), (4.9) et en prend pu = ,% donc

d _ ki, —k17(t) —kiy(t), d
—ky(t d k(101 ()| +02(t)|+05(t
= exp(?m)(dtv . 1(| 1( )|+| 52( )|+| 3( >|)V),
e Ch 1 d ) aogo —d  Coyr 2}
<K|—-|5——d+—+5)r\y" — — 22
{ [p% 2po Po p%) Jv? = n 5 )
ou K = exp(—%)_
Alinsi, si 3
. [2(aogo — d) 2pie }
r < min , .
{ pCor "Coipi(d+ dpg + po)
Alors
d
%U(trrhytazt) < —5@2 + 22) pour [ > 0. (4.15)

Posons W3(||X||) = B (y* + 2?). W3 est définie positive, en effet,
si || X|| =0, cela implique que x =y = z = 0, et donc W5(0) = 0.
Inversement, si Ws(|| X||) = 8 (y? + 2%) = 0 alors y = 2z = 0 et le systéme (4.4) se réduit a

La condition (As) entraine f(z) = 0, et par (A4) on conclut que f ne s’annule que pour
x = 0. D’ou, la seule solution du systeme (4.4) pour lequel Ws(||.X||) = 0 est la solution
x =y = z = 0. Ainsi, en vertu de ce qui précede, nous concluons que la deuxiéme
condition du Théoreme 1.9 est satisfaite.

A savoir, la seule solution du systéme (4.4) pour le quel %U (t,x,y¢,2¢) = 0 est la solution
x =y = z = 0. Ainsi, en vertu de ce qui précéde, nous concluons que (z(t), y(t),z(t)) — 0
lorsque t — 0. D’ou, P étant continue et grace a la condition (Asz), on conclut que la
solution z(t) de (4.1) et ses dérivées z/(.) et 2”(.) sont uniformément asymptotiquement

stables. O

Théoréme 4.2. En plus les hypothéses (A )-(As), supposons que les conditions suivantes

sont réunies :
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(1) 296, < d < agqo.

boro
(j2) dd'(t)Q(z) + V' (t)P(x)R(x) — P?*(x )51 d(t) < dborg — p1Cd;.
(G3) [F°|d(s)|ds < Ny < oo et (t) — 0 quand t— 0.
Alors toutes les solutions de (4.1) sont uniformément asymptotiquement stables et véri-

fient (4.5) a condition

2(apqo — d)  pd(dboro — p1Cdy) }
p1Cé "piCHi(d + dpd + po)

Démonstration. La preuve dépend de certaines propriétés fondamontales d’une fonc-

r<min{

tionnelle contintiement différentiable de Lyapunov, que l'on notera W = W (t,x;,y;,2)
définie par
W (t,x,ye,2¢) = exp(—B )V (t,x,y1,2¢), (4.16)
ou
B0 = [ |5 (00(5) 1) 1039+ |00 s, (1.17)
et V =V (t,x,y;,2) est déja définie dans le théoréme 4.1.
Afin de montrer que V' est une fonction définie positive par les conditions de théoreéme

4.2, nous réécrivons V ainsi

vzdc(t)vo+v1+v2+A/ / €)deds,
+s

ou 5
Vo= F(a) + 2/ @)y + 550"
L) R(x)  c(t)di] ,
i= 2{ P(z) d }y ’
: (HQ()
1,5 d da(t)Q(x) ,
V=0 T ey U
Par nos hypotheses du théoréme 4.2 on obtient :
de(t)Vs = delt) | F() + 21 @)y + o + 5 P0) = 5 12(0) |
5. d ;
— )P + 2+ @) - o),
> de(t) [F(x) — ()],
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En utilisante la condition (j;) nous avons :

v ; {b(t)R(x) c<t)51}y27

P(z) d

On a montrer que V5 est définie positive (preuve théoreme 4.1), et puisique l'intégrale

2, S y2(€)déds positive .
Par la changement des variables dans I'intégrale de (4.17), et par (As) et (A5) on obtient

s = [ ‘ﬁ;(f;))’ (1+ Q)+ Bw)du+ [ |R/(uz‘3—(i_?l§2,<u)|du
b 1) las,

<D [Pl - [ (R )@ )

P
+ — / |c )|ds,

<*+ N1<OO
®o Co

ou ay(t) = min{z(0),z(t)} et as(t) = max{z(0),z(t)}.

Alors, il existe une constante positive § > 0 suffisamment petite telle que

V > 62 +y* + 2°).
Maintement, nous pouvons trouver une fonction continue Wy (|| X (¢)|]) telle que
Wo([ X)) =0 et Wo(lX (D) < W (2, X,).

D’auter part, on a montrer que I’existence d’une fonction continue Wi (|| X (¢)[])+Wa (]| X¢[,)
1
qui satisfait I'inégalité W (¢, X;) < Wi(||X(8)]]) + Wa(( JL, [| X (s)[|ds)?) (Preuve théo-

reme 4.1) .

Soit (z,y,z) une solution de (4.4). Dérivons la fonctionnelle V (t,x,y;,2;) le long des tra-

jectoires du systeme (4.4), nous avons :
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Dy =)+ Of @+ COy - x [y e+
= o) (1= + "Gt ) = a0 (v + ) + U (o

+e(t)(z + P?x)y) / © ) s + 14— a®)Q@)

t—r P(x(s)) P(x)
c)f'(x) db(t)R(z)\ ,  (da'(t)Q(x)  V(H)R(z) ()5 ,
- ( Px)  Px) >y - ( 2P(z) | 2P(x) | 2d )y
En utilisant les définitions de wq et ws, il est clair que
Dy <) + O @+ Sy [ R+ Ay

+ wy + w3 + P(lm)(d— a(t)Q(x))2* + ( (;{;}) T db;gif)x))f
dd' (1)Q(z)  V(t)R(z) (t)d1) ,
+< 2P2(z) | 2P(x) | 2d )y

Par les hypotheses (As)-(A4) et les inégalités (4.13), (4.14), on trouve :
5 Cdy d

jtv < dd'(t) {F(x) + Cliyf(x) oY } + (2p2 (1 +p0) ) /ti y*(€)de

dboTO - p1C(51 051d :| |: 1 C(Sl?”:| 2
— | (A + rly” — | —(apqo —d) — —— |z
|: p% ( 2p0 ) y pl( OQO ) 2
/ t)51 y2
/ / P _ P2 C( :|
+ I (OQU) + V(R P(a) ~ Py S| s
+ ke [162 () +162(8) [ +165 (0] (4 + 2°).
En choisissant A = 051 (1 +3 ) on a
d , 1 01
V< - o
dtv < dd(t)|F(z) + dyf(x) + 2d2y2}
dboro — p1Co Co 1 d
_{ 070 2]?1 1 1(d++2)r}y2
2pi 2po Po Do (4.18)
1 Corr
- {pl@o%—d)— 21 }22

+ k|01 ()] +102(8) |+ 105 ()] (v + 2%).

Alors
W o) = expl=BO) (5V — L8OV,
D0 (t1,20) = exp(—5(1) (S (;7/@) +IC@DY)
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En appliquant les inégalités (4.9), (4.18) et en remarquant que

, 1 o ,
00) | F(@) + Juf @) + 50| = 4OV,
on obtient
d (1 , 1, ) {dboro —pCo,  CH ( 1 d) } )
—V =)+ —|c{@)] |V < - - d+ —+—=|r
dt ,uv( ) Co @) V< 2pt 2po Po P Y
o {CLOQO —d . 0517“} 22 + d|C/(t)| Vb
D1 2

V() (2 + 9P+ 27) — 610 I ()| V
+ ki () (v + 27) .

Posons p = k%. Par le fait que V' > dcyVp, nous avons

d dbo?"o—p1061 051( 1 d) } 2
“w<-M - d+ — + —
dt ~ { 2p? 20 \"“ 0 T 3) Y

Po Do
apqo — d . 0517‘:| 22
b1 2 ’

]

ot M = exp(— (5N + %)) :

Donc, si

2(apgo — d) 2p3(dboro — p1Cé1) }

r < min ,
{ p1Co1 " Copi(d + dpf + po)
alors

d
W (tznynz) < —a(y’ +2°) pour a>0.

Ainsi, en vertu de ce qui précéde, nous concluons que toute solution de I’équation (4.1)

est uniformément asymptotiquement stable. U

Remarque 4.1. Toutes les hypotheses du Théoreme 4.1 sont vérifiées dans le cas r = 0.

Alors toute solution de (4.2) est uniformément asymptotiquement stable.

4.1.2 Bornitude

Dans le cas s # 0 on établit le résultat suivant :
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Théoreme 4.3. En plus des hypotheses du Théoréme 4.1, si on suppose que

s(t,x,y,2)| < q(t),

ot ¢ € L*(0,00), L*(0,00) étant I'espace des fonctions intégrables au sens de Lebesgue.

Alors, toutes les solutions de I'équation perturbée (4.3) sont uniformément bornées.

Démonstration. La preuve de ce théoreme dépendra de la fonction estimée U (¢, zy, y¢, 2¢)

qu’on a utilisée dans la preuve du Théoreme 2.2 dans le cas » = 0. On a montré que
SIXI? < U (t,X,) < 8] X (4.19)

L’équation (4.3) est équivalente au systeme

, 1
%y7
y =z (4:20)
| at)Qx) = bt)R(z) |
2= —a(t)0:(t)y — P(x) o P(z) ’

Nous avons

. d d

U(4.20) (t, 2, yp, 20) = %U (t, 24, yp, 20) + (2 + P(z)

y)s (L, (1), y(t), 2(1)) .

La preuve du Théoreme 2.2 dans le cas r = 0 on obtient %U < 0 pour tout t,x,y, 2, et

comme |s(t, z,y, z)| < ¢(t), nous avons

Uta20)(t, 74, Y1, 20) < (2 +

y)s (t,x(1),y(t), 2(1)),

P(x)
< (o] + ;f)\yms (t,2(t), y(t), 2(D) |.

< ax(fyl +[2])q(?)
ol ag = max{l,p%}.
En utilisant les inégalitées |y| < 1412, |z| < 1422, et comme 6| X||? < U (¢, x4, s, 2¢),nouUS

avons
Uta20)(t, e, e, 2) < (2 +y°+ 22> q(t),

< 2019(t) + an || X |IPq(t),

1
<o (2+ SU (t, 2, e, 2) )q(2).
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Maintenant, en intégrant la derniére inégalité de 0 & ¢, en utilisant ¢ € L'(0,00) et I'in-

égalité de Gronwall.Bellman, on obtient
1 st
U (t7 Ty Yt Zt) S U(Ov'rOvyOaZO) + 2&114 + 0415 /0 U (Sa Ts,Ys, ZS) (J(S)dsa

< AU + 207 A} exp (041(15 /Ot q(s)ds> , (4.21)

O

1
={Up + 201 A} exp (a15A> =K < o0,

olt K > 0 est une constante, K = {U (0) + 21 A} exp (2L A), et A = [5°q(s)ds,
U(0,20,%0,20) = Up.
Ainsi, nous avons de (4.19) et (4.21) que

U (taxhyta Zt) S Kla

S| =

A T R
ou K = %. Ainsi, nous concluons que
[z()] < K1, [y()] < K1, |2(8)] < K,
pour tout t > tg. C’est
[z |< Ky, |2/ ()< Ky, [2"(8)] < Ky

pour tout t > ¢y, ce qui acheve la preuve de théoreme.

4.1.3 Exemples
Nous concluons avec un exemple pour illustrer les résultats.

Exemple 4.1. On considére 'équation différentielle du troisieme ordre non autonome

suivante
(550 () (O ) )
T [ B N S [ R

Maintenant, il vérifiée les hypoteses du théoreme 4.1 devient :

(4.22)

Il clair que P(z),Q(x), R(z) et f(z) sont fonctions continues différentiables sur R, et
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a(t),b(t) et c(t) sont fonctions continues différentiables sur [0, + ool.

1_ <(t)— sint +1 3 tout £ > 0,
2—@0_@ _4(1—|—t2) 2 4p0ur ou
1 3 1 1 1 7
1= by < bt) = 1<°—B D <o(t) = - —C
0Sb) =5ty =8 o= <d)=3 1=12 7

po=2< Pr) =% +2<3=p,
QO=1§Q($)=%+3§3IQ1>

TOZQSR(.T):SJF%—FZS%:TI

1 _flz)_1 1
(50—%§7 f()(—i-l 2) avec x £ 0, et |f'(x)] < 2——51,
Foo coS U 2usinu
P’ du < 2
/_OO| () [Huz e | FER
+oo —sinu 2u(cosu — 1)
! du <7+ 2,
et
oo too| -2 2
/ |R’(u)|du:/ L
—00 —00 (3+u2) 3
Alors [T (|P'(w)|+] Q' (u) |+ R (u)])du < oo, et
v cosz(l4+a®) —2xsine
i, P) = i, =
—2t —2t
Il clair que  ¢(t) < b(t), bV (t)=—"75 <d({t)=—5 <0,
e ) U, V)= G S0 = o <
p151 . 3 1 B
T0_5O<d<4_a0q0’

1 3 3 1
—da'(t — by (drg —p101) <d| ———F— — 2 — <0 d=—.
5 a'(t)Q(x) o (dro — p161) < <32(3_2\/§) >+25 < pour 10

Toutes les hypotheses des Théoremes 4.1 sont satisfaites, nous pouvons conclure que toute

solution de (4.22) est uniformément asymptotiquement stable.
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Conclusion et Perspectives

Dans ce travail, nous avons étudié la stabilité et la bornitude des solutions de cer-
taines d équations différentielles du troiseme ordre non autonoume a retard. En donnant
des conditions sur les coefficients de ces équations et sur le constante du retard, et puis
en utilisant la fonction de Lyapunov.

Il reste des questions ouvertes comme perspectives de recherche. Parmi ces questions on

peut notamment citer :

1. Quelles sont les conditions suffisantes pour lesquelles les solutions d’équation diffé-

rentielle suivante sont uniformément bornées.

[P ()2’ (0] + a(t)y (2/(t =) 2”(t = 7) + b(t)g (' (t — 7)) + c(t)f (x(t — 7))

=p(t,x(t),x(t —r),2'(t), 2"t —r),z"(t),x"(t —1)).

2. A t-on les mémes résultats si les fonctions a et b n’sont pas bornées dans 1’équation

suivante :
(a(t) (p()2' (1)) + a(t)2" (1) + b()2'(t) + c(t) f(x(t = r)) = 0.
3. Quel les conditions de la stabilité des solutions de ’équation de la forme suivante

(P(a(t))a'(8))" +a()(Q(x(t)2' (1)) +b(t) (Rlw(t))a' (t=r(£))+e(t) f (w(t—r(t))) = 0.
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Résumé

L'objectif de ce mémoire est d'étudier le comporte
qualitative des solutions d'équations différentielles non
linéaires non autonomes du troisieme ordre avec retard,
précisement la stabilité et la bornitude, en utilisant I'approche
de la fonction de Lyapunov.

Mots clés: Fonction de Lyapunov, Stabilité, Bornitude,
Equations différentielles non linéaires de troisieme ordre non
autonome avec retard.

Abstract

The aim of this memoir is to study the qualitative behavior
of solutions of third-order nonlinear non-autonomous
differential equations with delay, precisely the stability and the
bornitide, by using the approach to Lyapunov function.

Key words : Lyapunov function, Stability, Boundedness,
Non linear differential equation non autonome of third order
with delay.




