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Introduction GØnØrale

La mØthode de Monte-Carlo (MC) a apparu dans la seconde guerre mondiale, particu-
liŁrement dans le cadre du projet amØricain " Manhattan " portant sur le dØveloppement
de l’arme nuclØaire. Cette Øpoque correspond Øgalement à la construction des premiers "
ordinateurs ". Il est di�cile de savoir exactement qui parmi les chercheurs Von Neumann,
Ulam, Fermi et Metropolis, leur a donnØ le nom de Monte-Carlo qui fait rØfØrence aux jeux
de hasard pratiquØs dans la principautØ de Monaco, a ØtØ inventØ en1947 par Nicholas
Metropolis, et publiØ pour la premiŁre fois en1949dans un article coØcrit avec Stanislaw
Ulam [2]. Le terme de Monte-Carlo dØsigne une famille de mØthodes algorithmique. D’un
point de vue mathØmatique un mØthode de Monte-Carlo peut servir au calcule d’intØgrale(
que l’on souhaite explique dans ce mØmoire) et à la rØsolution d’Øquation aux dØrivØes par-
tielles, de systŁme linØaire et de problŁme d’optimisation. Pratiquement ces technique sont
couramment utilisØes dans divers domaines (physique, ingØnierie,...).

Dans ce mØmoire, nous avons prØsentØ la mØthode de Monte-Carlo du point de vue de
calcule d’intØgrale. En pratique pour appliquer la mØthode, il faut modØliser le problŁme
considØrØ sous forme de l’intØgrale d’une fonction en utilisant les outils du calcul des proba-
bilitØs puis de la simuler numØriquement en l’approchant par la moyenne de la fonction en
des points pseudo-alØatoires. Ces points sont engendrØs par ordinateur et ont des propriØtØs
semblables à celles des points alØatoires.

À partir de l’estimateur de Monte-Carlo du paramŁtre ØtudiØ, il est possible de construire
un intervalle de con�ance qui mesure la prØcision de la mØthode par consØquent, pour
obtenir une bonne prØcision, il est nØcessaire d’e�ectuer un grand nombre de simulations
[18]. La taille de cet intervalle est de l’ordre den� 1=2, pour n points de simulation, et
elle est indØpendante de la dimension de l’espace, ce qui les rend avantageuses pour des

problŁmes de dimension ØlevØe, de plus sa vitesse de convergence est enO
�

1
p

n

�
, n Øtant

le nombre de points de la suite utilisØe. Cependant, cette mØthode a plusieurs inconvØnients ;
en particulier, elle ne permet pas d’exploiter les Øventuelles propriØtØs de rØgularitØ de la
fonction à intØgrer et leur taux de convergence est faible, puisque, pour rØduire l’erreur d’un
facteur de100, il faut multiplier n par 104.

L’objectif est de dØ�ni une mØthode qui converge plus rapidement que les mØthodes
d’analyse numØrique classiques, la mØthode que nous avons traitØ ici est la mØthode de
Monte-Carlo, qui a comme avantage attrayant d’exiger moins de temps de calcul, et une
convergence plus rapide.

Ce mØmoire est constituØ d’une introduction gØnØrale, des trois chapitres, d’une conclu-
sion et perspectives, d’une bibliographie et d’une annexe.

Le premier chapitre est un rappel des formules de quelques mØthodes numØrique
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(MØthode des Rectangles, MØthode des TrapŁzes,MØthode de Point milieu et MØthode de
Simpson) ainsi que les proposition fondamentales de l’erreur numØrique avec des corollaire
et des remarques.

Le deuxiŁme chapitre explique la mØthode de Monte-Carlo pour calculer d’intØgral
par l’espØrance dans le cas simple (unidimensionnelle) et compliquØe (multidimensionnelles),
de plus pour estimer l’erreur numØrique de cette mØthode on Øtudie la convergence et la
vitesse de convergence avec les deux thØorŁmes fondamentales ; ThØorŁme de loi forte des
grands nombres et ThØorŁme de limite centrale, ainsi on estimer de la variance et on dØ�nie
la notion " intervalle de con�ance ". À la �n de ce chapitre on donne quelques remarques
fondamentales.

Dans le troisiŁme chapitre , nous allons inclure quelques applications numØriques pour
calculer l’intØgration dans la mØthode de Monte-Carlo de plus, on fait des comparaison entre
les mØthodes de chapitre 1 et la mØthode de Monte-Carlo.

On utilisant le logiciel R.3.5.1 pour l’installer (voir https://cran.r-project.org/
bin/windows/base/old/3.5.1/ ) et le logicielAnaconda 3.6 pour l’installer (voir https:
//www.anaconda.com/distribution/#windows ).

Finalement, dans la conclusion, nous rØsumons les rØsultats obtenus et nous donnons
des pistes de recherche pour des Øtudes futures.
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Chapitre 1
MØthodes de rØsolution d’un intØgral

En analyse numØrique, il existe toute une famille d’algorithmes permettant d’approcher
la valeur numØrique d’une intØgrale. Toutes consistent à approcher l’intØgraleI =

R
f (x)dx

par une formule dite de quadrature, du type

I (f ) =
pX

i =0

! i f (x i )

Dans le chapitre suivante, on prØsente quelques mØthodes d’intØgration numØrique par
morceaux, on va Øtudier des propositions sur la valeur approchØe et l’erreur d’intØgration
en utilise les polynôme d’interpolation.

1.1 Position du problŁme

Nous allons maintenant nous intØressons à l’obtention d’une valeur numØrique approchØe
de l’intØgrale dØ�nie :

I (g) =
Z b

a
g(x)dx

oø [a; b], est un intervalle de R et g une fonction rØelle intØgrable sur l’intervalle[a; b].
Supposons que8x 2 [a; b]

g(x) = f (x)! (x)

avec

! (x) > 0; 8x 2 ]a; b[; et
Z b

a
! (x)dx < + 1

oø f une fonction rØelle,a < b, ! est une fonction donnØe, dite "fonction poids", ne
s’annulant pas sur l’intervalle ]a; b[ et intØgrable sur[a; b] telle que l’intØgraleI (g) existe
Donc

I (g) =
Z b

a
f (x)! (x)dx

L’idØe de base des mØthodes numØriques pour rØsoudre ce problŁme (qu’on appelle mØ-
thodes de quadrature) est de remplacerf que l’on ne sait pas intØgrer par son polynôme
d’interpolation. On a alors des mØthodes de quadrature de type interpolation. Le problŁme
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de l’intØgration numØrique (ou dite de quadrature) peut se prØsenter de deux façons di�Ø-
rent :
- Une fonction f (x) est connue par quelques-uns de ses points de collocationf x i ; f (x i )gn

i =0
(qui sont rØguliŁrement espacØs au non). Comment fait-on pour estimer la valeur de l’intØ-
grale Z xn

x0

f (x)dx

alors que l’expression analytique def (x) n’est pas connue ? ou encore, on cherche la valeur
de l’intØgrale dØ�nieI (f ) =

Rb
a f (x)dx lorsque l’expression analytique de l’intØgrandf (x)

est connue, mais non sa primitive.
- On connaît des formules qui permettent de calculer l’intØgrale de certaines fonctions,
mais, il y a relativement peu de fonctions dont on sait calculer l’intØgrale, il su�t mŒme
de changer lØgŁrement l’expression d’une fonction pour passer d’une fonction que l’on sait
intØgrer à une fonction qu’on ne sait pas intØgrer.
Ce sont quelques exemples concrets.

Exemple 1.1

1. Comment calculer

I 1 =
Z b

a
e� x2

dx

ou la fonction de rØpartition de la loi normaleN (0; 1)

I 2 =
1

p
2�

Z x

�1
e� t 2

2 dt

qui n’ont pas de primitive explicite ?
2. On sait que Z b

a
sinxdx = cosa � cosb

mais on ne sait pas calculer
Z b

a

sinx
x

dx ou
Z b

a
sin(x2)dx

or la fonction x 7�!
sinx

x
est intØgrable sur tout intervalle[a; b] puisqu’elle est continue sur

R. Il en est de mŒme pour la fonctionx 7�! sin(x2).

Dans ce cas nous intØressons à utiliser les mØthodes de type interpolation. Pour ces
mØthodes, il y a trois Øtapes :
- Établi des "formules de quadrature simple" par interpolation.
- DØcomposer l’intervalle en intervalles ØlØmentaires.
- En dØduire des "formules composites" ; nous interpolerons la fonctionf (x) ou ses points
de collocation avec sa polynômePn d’interpolation, puis nous intØgrerons explicitement ce
polynôme.
Les avantages des mØthodes de type interpolation :

i) Les polynômes sont faciles à intØgrer.
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ii) Cette mØthode est utilisable mŒme si on ne connait que des valeurs def puis qu’on
peut alors construire le polynômePn d’interpolation de f sur ces valeurs.

Nous supposons dans ce qui suit que la distance entre points de collocation adjacents
est constante et vauth (le pas ).
On a quelque dØ�nition importante :

DØ�nition 1.1

i) On appelle base de Lagrange associØe au supportf x0; :::; xng la famille des fonction
polynôme (L (n)

i )0� iLeqn (que nous noterons simplementL i s’il n’ya pas de confusion)
dØ�nie par

L i (x) =
nY

j =0 ;j 6= i

(x � x i )
(x i � x j )

; 8i 2 f 0; ::; ng

Les polynôme L i (x) sont appelØs polynome de Lagrange.
ii) Soit f un fonction dØ�nie sur un intervalleV = [ a; b] de R et x0; :::; xn des point

distincts deV . On appellera erreur d’interpolation d’ordren, au point x 2 [a; b] dans
l’interpolation polynômiale de f par le polynôme Pn (x) le rØelEn (x) dØ�nie par :

En (x) = f (x) � Pn (x):

iii) On appelle formule de quadrature à(n + 1) points, la somme �nie

I n (f ) =
nX

i =0

f (x i )A
(n)
i ; (1.1)

oø lesAn
i telle que

A (n)
i =

Z b

a
L i (x)w(x)dx (1.2)

ne dØpendent pas def et x i 2 [a; b]:

iv) L’erreur de quadrature numØrique est donnØe par

Rn (f ) := I (f ) �
Z b

a
Pn (x)w(x)dx =

Z b

a
En (x)w(x)dx:

v) Une mØthode d’intØgration approchØe est dit d’ordren si I (f ) = I n (f ) pour tout
f 2 Rn [x] et si I (f ) 6= I n (f ) pour au moins unf 2 Rn+1 [x].

vi) Une formule de quadrature est ditexactesur un ensembleV si : 8f 2 V; Rn (f ) = 0 .

vii) Le n-iŁme di�Ørence divisØe de la fonctionf sont dØ�nies à partir des (n � 1)-iŁme
di�Ørence divisØe comme suit

f [x0; x1; :::; xn ] =
f [x1; :::; xn ] � f [x0; x1; :::; xn � 1]

xn � x0

Lemme 1.1

On a
d

dx
f [x; x0; :::; xn ] =

f (n+2) (� )
(n + 2)!

; � 2 [a; b]
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On rappelle le thØorŁme suivant dont nous ferons un usage constant et qui est un outil
essentiel dans les mØthodes d’approximation des intØgrales et pour le dØmontrer il faut
prØsenter ces deux thØorŁme.

ThØorŁme 1.1 (ThØorŁme des valeurs extrŒmes[12])
Soit f une fonction dØ�nie sur un intervalle rØel[a; b] à valeurs rØelles. Sif est continue
alors, la fonction f est bornØe et atteint ses bornes, autrement dit il existe deux rØelsc et d
de l’intervalle [a; b] tels que pour toutx de [a; b], les inØgalitØs suivantes soient vØri�Øes :

f (c) � f (x) � f (d):

ThØorŁme 1.2 (ThØorŁme des valeurs intermØdiaires[12])
Pour toute fonction f dØ�nie et continue sur un intervalleJ et à valeurs rØelles, l’image
f (J ) est un intervalle.
Autrement dit ; pour toute application continuef : [a; b] ! R et tout rØelu compris entre
f (a) et f (b), il existe au moins un rØelc compris entrea et b tel quef (c) = u.

ThØorŁme 1.3 (Second thØorŁme de la moyenne[6])
Soient f et g deux fonctions à valeurs rØelles dØ�nies et continues sur un intervalle[a; b]. On
suppose queg ne change pas de signe dans[a; b]. Alors, il existe un point � dans l’intervalle
[a; b] oø on a l’ØgalitØ Z b

a
f (x)g(x)dx = f (� )

Z b

a
g(x)dx:

DØmonstration.
On peut supposer que la fonctiong est à valeurs positives ou nulles (quitte à la remplacer
par � g si nØcessaire).
Cela exclut en particulier queg soit constamment nulle ou quef soit constante.
D’aprŁs le thØorŁme (1.1) et le thØorŁme (1.2), l’image parf du segment[a; b] est un segment
[m; M ] avecm < M , et l’image de l’intervalle ouvert ]a; b[ est un intervalle inclus dans ce
segment et qui n’en di�Łre que par au plus deux points, donc

]m; M [� f (]a; b[):

Puisqueg est continue, positive et non constamment nulle, son intØgrale sur[a; b] est stric-
tement positive. Pour prouver que

Rb
a f (x)g(x) dx
Rb

a g(x) dx
2 f (]a; b[);

il su�t donc de vØri�er que

m
Z b

a
g(x) dx <

Z b

a
f (x)g(x) dx < M

Z b

a
g(x) dx:

Montrons par exemple la premiŁre inØgalitØ stricte (le raisonnement pour la seconde est
analogue). La fonction(f � m)g Øtant continue, positive et non constamment nulle, l’ap-
plication

y 7!
Z y

a
(f (x) � m)g(x) dx

est croissante et non constante, si bien que sa valeur enb est strictement supØrieure à celle
en a i.e.

Z y

a
(f (x) � m)g(x) dx <

Z b

a
(f (x) � m)g(x) dx
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Ainsi,

m
Z b

a
g(x) dx <

Z b

a
f (x)g(x) dx;

ce qui termine la dØmonstration.

1.2 Cadre d’Øtude

Soit a; b 2 R; f : [a; b] �! R une fonction continue [17], nous intØressons au calcul de
l’intØgrale Z b

a
f (x)dx

Soit a � x0 < x 1 < ::: < x n � b, (n + 1) points distincts pris dans l’intervalle [a; b] et soit
Pn l’interpolant de Lagrange def aux points (x i )n

i =0 .
On a donc

Pn (x) =
nX

i =0

f (x i )L i (x); x 2 [a; b]

oø
L i (x) :=

(x � x0):::(x � x i � 1)(x � x i +1 ):::(x � xn )
(x i � x0):::(x i � x i � 1)(x i � x i +1 ):::(x i � xn )

Notons

wi :=
Z b

a
L i (x)dx:

Le calcul deswi est particuliŁrement aisØ puisqu’il s’agit d’intØgrales de polynômes. On
peut ainsi "approcher" l’intØgrale

Rb
a f (x)dx par

Z b

a
Pn (x)dx =

nX

i =0

wi f (x i )

est une formule d’intØgration numØrique pourf sur l’intervalle [a; b].

Remarque 1.1

Si f est un polynôme de degrØn, alors I (f ) =
Rb

a f (x)dx. Nous nous intØresserons donc
aux formules d’intØgration numØrique qui sont exactes pour des polynômes.

Soit a = x0 < x 1 < ::: < x n � 1 < x n = b, et soit Pn le polynôme d’interpolation de f en
ces points. D’aprŁs le thØorŁme sur l’obtention du l’erreur d’interpolation de Lagrange[5],
on a

f (x) = Pn (x) + En (x);

oø En (x) est l’erreur d’interpolation enx. Si on intØgrant sur[a; b], on obtient :
Z b

a
f (x)w(x)dx =

Z b

a
Pn (x)w(x)dx +

Z b

a
En (x)w(x)dx:

Par consØquent,
I (f ) = I n (f ) + Rn (f ) (1.3)
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oø I n (f ) dØ�nie par (1.1 ), et

Rn (f ) =
Z b

a
En (x)w(x)dx: (1.4)

Utilisons maintenant la formule d’interpolation de Lagrange, il vient :
Z b

a
f (x)w(x)dx =

Z b

a

nX

i =0

f (x i )w(x)L i dx +
Z b

a

nY

i =0

(x � x i )w(x)
f (n+1) (� (x))

(n + 1)!
dx

=
nX

i =0

An
i f (x i ) +

1
(n + 1)!

Z b

a

nY

i =0

(x � x i )w(x)f (n+1) (� (x))dx:

La formule de quadrature s’Øcrit :
Z b

a
f (x)w(x)dx ’

nX

i =0

An
i f (x i ) + Rn (f )

oø l’erreur est donnØe par

Rn (f ) =
1

(n + 1)!

Z b

a

nY

i =0

(x � x i )w(x)f (n+1) (� (x))dx:

1.3 MØthodes d’intØgration numØrique par morceaux

Pour augmenter la prØcision, nous allons construire une subdivision de l’intervalle[a; b]
a = x0 < x 1 < ::: < x k � 1 < x k = b, en posanth = max0� i � k � 1(x i +1 � x i ). La prØcision de
la mØthode d’intØgration numØrique ainsi construite peut Œtre dØterminØe en fonction deh.
Dans tout ce qui suite nous supposons que

8x 2 [a; b]; w(x) = 1

Fixons à prØsenter les notations. D’aprŁs (1.3)

I (f ) =
Z b

a
f (x)dx =

Z b

a
Pn (x)dx +

Z b

a
f [x0; :::; xn ; x]

nY

i =0

(x � x i )dx

Avec la valeur approchØe deI (f ) est

I n (f ) =
Z b

a
Pn (x)dx

et l’erreur d’interpolation

Rn (f ) =
Z b

a
f [x0; :::; xn ; x]

nY

i =0

(x � x i )dx

Nous alors Øtudions trois cas particuliers de la formule (1.3) correspondant àn = 0; 1; 2.
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1.3.1 MØthodes d’ordres plus bas

L’interpolation linØaire quadrature du rectangle et du point milieu

Interpolation par une fonction Pn , de degrØ n = 0
On a le rØsultat suivant [6] :

Proposition 1

Dans le cas degrØn = 0 , le support d’interpolation est rØduit àf x0g. Si f est de classeC1

sur [a; b], la valeur approchØe est

I 0(f ) = ( b � a)f (x0)

et l’erreur d’intØgration est

R0(f ) =
Z b

a
f [x0; x](x � x0)dx

DØmonstration.
Cette mØthode utilise le polynôme de degrØ le plus bas, à savoir le polynôme constant :

P0(x) := f [x0] = f (x0)

Posonsf 0 = f (x0),alors l’intØgrale approchØeI 0(f ) =
Rb

a P0(x)dx se calcule alors triviale-
ment et donne :

I 0(f ) = ( b � a)f 0

Il s’agit de l’aire du rectangle.

Fig. 1.1 � Formules des rectangles (n=0)

Comme l’application f est continue, le caractŁre garantit la continuitØ de l’application
x 7�! f [x0; x] et donc l’existence de

R0(f ) =
Z b

a
f [x0; x](x � x0)dx

En choisissant comme extrØmitØ de l’intervalle[a; b], on obtient le rØsultat suivant :
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Corollaire 1 (MØthode du Rectangles)

Si f est de classeC1([a; b]) alors, pour x0 = a la valeur approchØe vaut

I r = ( b � a)f (a):

Cette formule est d’ordre0. L’erreur d’intØgration vaut

Rr =
(b � a)2

2
f

0
(� ); � 2 ]a; b[;

et, pour x0 = b,
I r = ( b � a)f (b)

et l’erreur d’intØgration vaut

Rr =
(b � a)2

2
f

0
(� ); � 2 ]a; b[;

DØmonstration.
- Calcul de I r . Traitons le casx0 = a (le casx0 = b Øtant similaire). L’expression de la
valeur de I r provient de la proposition (1) le casx0 = a on obtient

I r = I 0(f ) =
Z b

a
P0(x)dx =

Z b

a
f [a]dx = ( b � a)f (a):

- Pour calculer l’erreur, on peut utiliser le thØorŁme des accroissements �nis [11] :

8x 2 [a; b]; 9 � 2 [a; b] tel que f (x) = f (a) + ( x � a)f
0
(� )

En remplaçant dans l’expression de l’intØgrale et de l’erreur, on trouve :

Rr =
Z b

a
f (x)dx � I 0(f )

=
Z b

a
(f (x) � P0(x))dx

=
Z b

a
(f (x) � f (a))dx

=
Z b

a
(x � a)f

0
(� )dx

= f
0
(� )

Z b� a

0
xdx

=
(b � a)2

2
f

0
(� )

qui est le rØsultat annoncØ.

L’erreur Rr n’est pas connue car la valeur de� 2 ]a; b[ reste indØterminØe. Cependant,
on peut la majorer par la plus grande valeur de la dØrivØe sur le domaine considØrØ, alors
pour h = b � a :

jRr j �
h2

2
sup
[a;b]

(jf
0
j)
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Fig. 1.2 � MØthode des rectangles à droite

Fig. 1.3 � MØthode des rectangles à gauche

Remarque 1.2

- Cette mØthode d’intØgration est exacte pour toutes les fonctionsf constantes (dans ce
cas Rr = 0 puisque qu’elles vØri�entf 0

= 0 ). Dans le cas plus gØnØral cette mØthode est
d’autant plus prØcise que les variations def sont faibles (f 0 petit).
- Plus le domaine[a; b] est petit, plus l’erreur est faible. Cette erreur dØcroit enh2.

En choisissant pourx0 =
a + b

2
= m, le milieu de l’intervalle [a; b] avec un pash =

b � a
2

,
on obtient le rØsultat suivant :

Corollaire 2 (MØthode du Point milieu)

Si f est de classeC2([a:b]), alors la valeur approchØe vaut

I M = ( b � a)f
�

a + b
2

�

Cette mØthode est d’aborde1 et l’erreur d’intØgration vaut

RM =
(b � a)3

24
f

00
(� ); � 2 ]a; b[

DØmonstration.
- Calcul de I M ; on applique encore la proposition (1) ; d’aø l’expression deI M .
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- La mØthode du point milieu est d’ordre1 ; en e�et

I r (x) =
Z b

a
xdx

=
b2 � a2

2

= ( b � a)
b+ a

2
= I 0(x)

par contre, on n’a pasI r (x2) = I 0(x2).
Pour calculer l’erreur, on peut utiliser le thØorŁme des accroissements �nis[11] au deuxiŁme
ordre, 8x 2 [a; b]; 9 � 2 [a; b] tel que :

f (x) = f (
a + b

2
) + ( x �

a + b
2

)f
0
(
a + b

2
) + ( x �

a + b
2

)2 f
00
(� )
2

En remplaçant dans l’expression de l’intØgrale et d’erreur, on trouve :

RM =
Z b

a
f (x)dx � I 0(f )

=
Z b

a
(f (x) � P0(x))dx

=
Z b

a
(f (x) � f (

a + b
2

))dx

=
Z b

a

�
(x �

a + b
2

)f
0
(
a + b

2
) + ( x �

a + b
2

)2 f
00
(� )
2

�
dx

= f
0
(
a + b

2
)
Z b� a

2

� b� a
2

xdx +
f

00
(� )
2

Z b� a
2

� b� a
2

x2dx

=
f

00
(� )
3

(
b � a

2
)3

L’erreur RM n’est pas connue car la valeur de� 2 [a; b] reste indØterminØe. Cependant,
on peut la majorer par la plus grande valeur de la dØrivØe seconde sur le domaine considØrØ,
alors pourh = b � a :

jRM j �
h3

24
sup
[a;b]

(jf
00
j)

Remarque 1.3

-Cette intØgrale numØrique nØcessite une unique Øvaluation de la fonctionf ( en x0 =
a + b

2
)

et correspond donc aussi à ce qu’on peut faire de plus rapide.
-Du fait des symØtries, cette mØthode d’intØgration est exacte pour les fonctionsf constante,
mais aussi pour les fonctions a�nes (dans ce casRM = 0 puis qu’elles vØri�entf 00

= 0 ),
dans le cas plus gØnØral,cette mØthode est d’autant plus prØcise que les variations def sont
faibles ( f

00 petit).

-Plus le domaine[a; b] est petit, plus l’erreur est faible. Cette erreur dØcroit en
h
3

, c’est-à-dire
plus vite que l’erreur de la mØthode prØcØdente. Ainsi, pour des domaines[a; b] su�samment
petits, la mØthode du point milieu est toujours plus prØcise que la mØthode prØcØdente.
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Fig. 1.4 � MØthode du point milieu

L’interpolation linØaire : quadrature du trapŁze

Interpolation par une fonction Pn de degrØ n = 1
On souhaite Øvaluer Z xn

x0

f (x)dx

oø f (x) est une fonction connue seulement en deux points, ou encore une fonction n’ayant
pas de primitive. La solution qui vient tout de suite à l’esprit consiste a remplacØf (x) par le
polynôme degrØ1, passant par les points(x0; f (x0)) et (x1; f (x1)) . La valeur approximative
de l’intØgrale correspond à l’aire sous la courbe de l’intØgrale. Cette aire forme un trapŁze
qui donne son nomLa mØthode du TrapŁzes. Évidemment, l’approximation est grossiŁre et
on peut dØjà soupçonner que le rØsultat sera peu prØcis.

Proposition 2

Dans le cas de degrØn = 1 le support d’interpolation est rØduit àf x0; x1g. Si f est de classe
C2 sur [a; b] la valeur approchØe est

I 1(f ) =
Z b

a
[f [x0] + f [x0; x1](x � x0)]dx

et l’erreur d’intØgration est

R1(f ) =
Z b

a
f [x0; x1; x](x � x0)(x � x1)dx

DØmonstration.
Ici I 1(f ) =

Rb
a P1(x)dx avecP1(x) dØsigne le polynôme d’interpolation surf x0; x1g alors,

I 1(f ) =
Z b

a
P1(x)dx

=
Z b

a
f (x0)

(x � x1)
(x0 � x1)

+ f (x1)
(x � x0)
(x1 � x0)

=
Z b

a
f (x0) +

f (x0) � f (x1)
(x0 � x1)

(x � x0)

=
Z b

a
[f [x0] + f [x0; x1](x � x0)] dx
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d’oø le rØsultat.
Le caractŁreC2 garantit la continuitØ de l’applicationx 7�! (x � x0)(x � x1): d’oø l’existence
de R1(f ).

En choisissantx0 = a et x1 = b, il vient

Corollaire 3 (MØthode du TrapŁzes)

Si f est de classeC2([a; b]) alors, la valeur approchØe vaut

I T = ( b � a)
�

f (a) + f (b)
2

�
(1.5)

cette mØthode est d’ordre1.
L’erreur d’intØgration vaut

RT =
(b � a)3

12
f

00
(� ); � 2 ]a; b[:

DØmonstration.
- Calcul de I T en terme de la valeur approchØe,I T =

Rb
a P1(x)dx oø P1 dØsigne le polynôme

d’interpolation de f sur f a; bg. Ainsi

I T =
Z b

a
f [a]dx +

Z b

a
f [a; b](x � a)dx

= ( b � a)f (a) +
f (b) � f (a)

b � a
(b � a)2

2

= ( b � a)
�

f (a) + f (b)
2

�

d’oø le rØsultat annoncØ, qu’on aurait pu dØduire d’une interpolation gØomØtrique via l’aire
du trapŁze :

Fig. 1.5 � MØthode du trapŁze (n=1)

- pour l’erreur d’intØgration

RT =
Z b

a
f [a; b; x](x � a)(x � b)dx
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Ici  1(x) = ( x � a)(x � b) � 0 donc elle ne change pas de signe dans]a; b[ alors, d’aprŁs le
thØorŁme (1.3) et le lemme (1.1),9 � 2 [a; b] tell que

RT = f [a; b; �]
Z b

a
(x � a)(x � b)dx

=
f

00
(� )

2!

Z b

a
(x � a)(x � b)dx

=
f

00
(� )

2!

�
x3

3
�

a + b
2

x2 + abx
� b

a

=
f

00
(� )

2!

�
1
3

(b3 � a3) �
1
2

(a + b)(b2 � a2) + ab(b � a)
�

=
f

00
(� )

2!
(b � a)

6

�
� b2 � a2 + 2ab

�

=
(b � a)3

12
f

00
(� )

qui est le rØsultat.

Remarque 1.4

-Cette mØthode nØcessite deux Øvaluations de la fonctionf (en a et en b). Elle est donc en
gros deux fois plus lente que les mØthodes prØcØdentes.
-L’erreur RT n’est pas connue car la valeur de� 2 [a; b] reste indØterminØe. Cependant, on
peut la majorer par la plus grande valeur de la dØrivØe troisiŁme sur le domaine considØrØ,
alors pour h = b � a :

jRT j �
h3

12
sup
[a;b]

(jf
00
j)

-Les remarques sur l’erreur sont les mŒmes que pour la mØthode du point milieu. En prØci-
sion, cette mØthode est donc Øquivalente à celle du point milieu (RT ’ RM ), mais elle est
deux fois plus lente.

L’interpolation quadratique : quadrature de Simpson

Interpolation par une fonction Pn , de degrØ n = 2
Un travail prØliminaire s’impose ; reprenons le mŒme raisonnement que dans la mØthode
des traits, mais cette fois-ci en utilisant un polynôme de degrØ2 dont la courbe passe par
(x0; f (x0)) ; (x1; f (x1)) et (x2; f (x2)) , le polynôme dont l’expression donnØe par la formule
de Newton [5] par

P2(x) = f [x0] + f [x0; x1](x � x0) + f [x0; x1; x2](x � x0)(x � x1)

Servons ensuite de l’approximation
Z x2

x0

f (x)dx �
Z x2

x0

P2(x)dx

=
Z x2

x0

f f (x0) + f [x0; x1](x � x0) + f [x0; x1; x2](x � x0)(x � x1)gdx

En se plaçant dans le cas oø les abscisses sont Øgalement Øquidistantes, on pose de nouveau
s =

x � x0

h
, ce qui entraîne

(x � x i ) = ( s � i )h
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si bien que
Z x2

x0

f (x) =
Z 2

0

�
f (x0) + f [x0; x1]hs + f [x0; x1; x2]h2s(s � 1)

�
hds

=
Z 2

0

�
f (x0) +

f (x1) � f (x0)
h

hs +
f (x2) � 2f (x1) + f (x0)

2h2 h2s(s � 1)
�

hds

=
h
3

(f (x0) + 4 f (x1) + f (x2))

c’est-à-dire Z 2

0
f (x)dx �

h
3

[f (x0) + 4 f (x1) + f (x2)]

On a donc le rØsultat suivant :

Proposition 3

Dans le cas de degrØn = 2 , le support d’interpolation est rØduit àf x0; x1; x2g : Si f est de
classeC3 sur [a; b]. la valeur approchØe est :

I 2(f ) =
Z b

a
f [x0]dx +

Z b

a
f [x0; x1](x � x0)dx +

Z b

a
f [x0; x1; x2](x � x0)(x � x1)dx

et on commet l’erreur d’intØgration suivante :

R2(f ) =
Z b

a
f [x0; x1; x2; x](x � x0)(x � x1)(x � x2)dx

DØmonstration.
Similaire à celle de la proposition (2).

En choisissantx0 = a, x1 =
a + b

2
et x2 = b, il vient

Corollaire 4 (MØthode du Simpson)

Si f est de classeC4([a; b]), alors, la valeur approchØe vaut

I S =
b � a

6
(f (a) + 4 f (m) + f (b)); avec m =

a + b
2

Cette mØthode est aussi d’ordre3. L’erreur d’intØgration commise vaut

RS = �
(b � a)5

90
f (4) (� ); � 2 ]a; b[ (1.6)

DØmonstration.
voire [14]

Remarque 1.5
-Cette mØthode nØcessite trois Øvaluations de la fonctionf (en x0 = a; x1 = ( a + b)=2 et
x2 = b). Elle est donc en gros 3 fois plus lente que les mØthodes à 1 point.
- L’erreur RS n’est pas connue car la valeur de� 2 [a; b] reste indØterminØe. Cependant, on
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Fig. 1.6 � MØthode de Simpson simple (n=2)

peut la majorer par la plus grande valeur de la dØrivØe quatriŁme sur le domaine considØrØ,
alors pour h = b � a :

jRSj �
h5

90
sup
[a;b]

(jf (4) j)

- Cette mØthode d’intØgration est exacte pour les fonctionsf polynomiales d’ordre3 (car
elles vØri�ent f (4) = 0 ), ce qui inclut en particulier les fonctions constantes, les fonctions
a�nes, et les paraboles par exemple. Plus gØnØralement elle est d’autant plus prØcise que
les variations def sont faibles (f (4) petit).
-Plus l’intervalle [a; b] est petit, plus l’erreur est faible. Cette erreur dØcroit enh5 lorsqueh
diminue, c’est-à-dire beaucoup plus rapidement que les mØthodes prØcØdentes.
- Ainsi,pour des intervalles[a; b] su�samment petits, la mØthode de Simpson est toujours
plus prØcise que les mØthodes prØcØdentes.

Nous allons donner maintenant quelques mØthodes d’intØgration numØrique composØes.

1.3.2 MØthodes d’ordres plus ØlevØs

Plus gØnØralement, on peut construire des approximations en utilisant des polynômes
d’ordre quelconque. Le polynôme d’ordren passant parn + 1 points rØguliŁrement espacØs
entre a et b s’exprime en fonction des polynômes de LagrangeL k(x); k 2 [0; n] :

Pn (x) =
nX

k=0

f kL k(x) avec L k(x) =
Y

j =0 ;j 6= k

x � x j

xk � x j

L’intØgrale approchØeI n (f ) =
Rb

a Pn (x)dx peut alors se calculer, et donne :

I n (f ) = ( b � a)
nX

k=0

wk f k avec wk =

Rb
a L k(x)dx

b � a

On rappelons quelque remarque important : -Une telle mØthode nØcessiten + 1 Øvaluations
de la fonction f (en xk ; k 2 [0; n]). Ainsi, plus le degrØ est ØlevØ, plus la mØthode est lente.
L’erreur peut aussi se calculer (mais ça devient franchement compliquØ), et on peut montrer
que :

si n est impair : 9 � 2 [a; b] Rn =
hn+2

Cn
f (n+1) (� ) c-à-d jRn j �

hn+2

Cn
sup
[a;b]

� �
� f (n+1)

�
� �
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si n est pair : 9 � 2 [a; b] Rn =
hn+3

Cn
f (n+2) (� ) c-à-d jRn j �

hn+3

Cn
sup
[a;b]

� �
� f (n+2)

�
� �

oø Cn est un coe�cient qui dØpend de l’ordre du polynôme.
-Une telle mØthode est exacte pour les polynômes de degrØn, car ceux-ci vØri�entf (n+1) = 0
(et mŒme en fait pour des polynômes de degrØn + 1 si n est pair). Sinon, elle est d’autant
plus prØcise que la fonction varie peu sur le domaine[a; b].
-Plus le domaine[a; b] est petit, plus l’erreur est faible, cette erreur dØcroit enhn+2 lorsque
h diminue (et hn+3 si n est pair), c’est-à-dire beaucoup plus rapidement que les mØthodes
utilisant des polynômes de degrØ plus faible.

On trouve ainsi parfois rØfØrence a mØthodes suivantes :

MØthode de Rectangles :
- À droite

I n (f ) =
b � a

n

nX

k=1

f (xk)

- À gauche

I n (f ) =
b � a

n

nX

k=1

f (xk � 1)

- Sur un intervalle uniforme

I n (f ) =
b � a

n

nX

k=1

f (xk)

et l’erreur est majorØe par

Rr �
(b � a)2

n
sup

x2 [a;b]
jf

0
(x)j

MØthode de Points milieu :

I n (f ) =
b � a

n

nX

k=1

f (
xk+1 � xk

2
)

et l’erreur est majorØe par

RM �
(b � a)5

2880n4 sup
x2 [a;b]

jf (4) (x)j

MØthode de TrapŁzes :

I n (f ) =
b � a
2n

nX

k=1

f (xk � 1) + f (xk)

et l’erreur est majorØe par

RT �
(b � a)3

12n2 sup
x2 [a;b]

jf
00
(x)j

MØthode de Simpson :

I n (f ) =
b � a
6n

nX

k=1

f (xk � 1) + 4 f (xk � 1=2) + f (xk)
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et l’erreur est majorØe par

RS �
(b � a)3

12n2 sup
x2 [a;b]

jf
00
(x)j

MØthode de Simpson 3=8 (degrØ n = 3 )

I 3(f ) = ( b � a)
f 0 + 3f 1 + 3f 2 + f 3

8

RS(f ) = �
3
80

h5f (4) (� )

Les mØthodes usuelles de quadrature (mØthode de Simpson, mØthodes de TrapŁze...)
sont e�caces pour le calcul d’intØgrales à une dimension et se gØnØralisent facilement à
plusieurs dimensions lorsque le domaine d’intØgration est simple (hypercube, par exemple).
En pratique cependant, les coe�cients deviennent de plus en plus grands lorsque l’ordre
du polynôme augmente. De plus, à partir du degrØn = 7 , certains coe�cients deviennent
nØgatifs. Elles ne sont donc jamais utilisØes pourn > 7.

Par exemple : la mØthode de Simpson, qui est la mØthode plus rapide que les mØthodes
prØcØdentes, Lorsque la dimensiond est grand, la convergence, en fonction du nombreN
de points oø la fonction est ØvaluØe (ce qui dØtermine le temps) devient trŁs lente. Pour la
rŁgle de Simpson, la convergence devient plus lente que1=N lorsqued est supØrieur à7.
Nous voyons apparaître l’intØrŒt d’une mØthode, oø l’erreur est en1=N quelle que soit la
dimensiond cette mØthode est la mØthode de Monte-Carlo.
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Chapitre 2
MØthode de Monte-Carlo

Les mØthodes de Monte-Carlo sont particuliŁrement utilisØes pour calculer des intØgrales
en dimensions plus grandes que 1 (en particulier, pour calculer des surfaces, des volumes,
etc.). Dans ce chapitre on s’intØresse à la description de la mØthode de Monte-Carlo. On
dØbutera en donnant le principe gØnØrale de la mØthode, puis en Øtudiera plus pratiquement
la convergence, l’estimation de la variance d’un calcul et on dØ�nira l’intervalle de con�ance.
En�n on va prØsent des mØthode de rØduction de variance.

Maintenant on va donner quelque dØ�nition ØlØmentaire[13]

DØ�nition 2.1

i) Une probabilitØ est une application surP (
) ; l’ensemble des parties de
 (oø 
 est
l’espace fondamental), telle que :
1. 0 � P(A) � 1, pour tout ØvØnementA � 

2. P(A) =

P
! 2 A P(! ), pour tout ØvØnementA

3. P(
) =
P

! 2 A P(! ) = 1 .
ii) Une variable alØatoireX est une fonction dØ�nie sur l’espace fondamental, qui asso-

cie une valeur numØrique à chaque rØsultat de l’expØrience alØatoire ØtudiØe. Ainsi, à
chaque ØvØnement ØlØmentaire! , on associe un nombreX (! ).

iii) Soit X une v.a.. On appelle fonction de rØpartition deX la fonction deR dans [0; 1],
dØ�nie pour tout x 2 R par

F (x) = P[X � x]

iv) Soit X un variable alØatoire (v.a.) absolument continue de fonction de rØpartitionF .
On appelle fonction de densitØ deX notØf la dØrivØe deF qu’il vØri�er :
1. f (x) � 0; 8x 2 R
2. F (x) =

Rx
�1 f (t)dt

3.
R+ 1

�1 f (t)dt = 1

v) L’espØrance ou moyenne d’une v.a. discrŁteX est le rØel

E[X ] =
X

k

P[X = k]

oø on somme sur toutes les valeursk que peut prendreX .
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vi) Une v.a. X suit une loi uniforme sur [a, b], si elle admet pour densitØ

f (x) =
� 1

b� a si a < x < b
0 sinon

2.1 Principe

2.1.1 IntØgration unidimensionnelle

Pour utiliser une mØthode de Monte-Carlo [9], on doit tout d’abord mettre sous la forme
d’une espØrance la quantitØ que l’on cherche à calculer, à l’issu de cette Øtape, il reste à
calculer cette quantitØ par une espØranceE(X ) de la variable alØatoireX . Pour ce calcul,
il convient de savoir simuler une variable alØatoire selon la loi deX . On dispose alors d’une
suite (x i )1� i � n de n rØalisations de la variable alØatoireX , On approxime alorsE(X ) par :

E(X ) ’
1
n

(x1 + ::: + xN )

Nous souhaitons calculer l’intØgrale[8]

I (h) =
Z b

a
h(x)dx (2.1)

Nous exprimons tout d’abord la fonctionh(x) sous la forme

h(x) = g(x)f (x)

oø f (x) est une densitØ sur(a; b). Ainsi, par dØ�nition de l’espØrance :

I (h) =
Z b

a
g(x)f (x)dx

= E[g(X )]

oø X est la variable alØatoire avec fonction de densitØ de probabilitØf (x). Par la suite,
si x1; :::; xn sont des observations simulØes de la densitØf (x), alors

I n (h) =
1
n

nX

i =1

g(x i ) (2.2)

constitue une estimation de l’intØgraleI (h).

Par souci de simplicitØ et parce qu’il est facile d’obtenir un Øchantillon alØatoire d’une
loi uniforme, nous posons en gØnØralX � U (a; b), soit

f (x) =
1

b � a
; a < x < b:

Dans ce cas,g(x) = ( b � a)h(x) donc l’intØgrale de dØpart (2.1) se rØØcrit

I (h) = ( b � a)
Z b

a
h(x)

1
b � a

dx

= ( b � a)E[h(x)]: (2.3)
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L’estimation (2.2) de l’intØgrale devient alors

I n (h) =
b � a

n

nX

i =1

h(x i )

oø x1; :::; xn est un Øchantillon alØatoire d’une loiU(a; b):
Par changement de variable posons

u =
x � a
b � a

; du =
dx

b � a

Øquivaux à
x = a + ( b � a)u; dx = ( b � a)du

on remplace dans l’intØgrale (2.3). On obtient alors

I (h) = ( b � a)
Z 1

0
h(a + ( b � a)u)du

= ( b � a)E[h(a + ( b � a)U)]

oø U � U (0; 1): Une estimation de l’intØgrale est donc

I n (f ) =
b � a

n

nX

i =1

h(a + ( b � a)ui )

oø u1; :::; un est un Øchantillon alØatoire d’une loiU(0; 1).
Nous devons utiliser la technique du changement de variable lorsque le domaine est in�ni.

2.1.2 IntØgration multidimensionnelles

Le calcul de l’intØgrale multidimensionnellesI (f ) =
R


 f (x)dx avec 
 2 Rd; d 2 N par
la mØthode de Monte-Carlo se ramŁne à rØsoudre l’intØgrale suivante :

I (f ) =
Z

[0;1]d
f (x)dx

Dans ce cas, la mØthode de Monte-Carlo consiste à Øcrire cette intØgrale sous forme d’es-
pØrance def qui est la gØnØralisation de la moyenne def sur [0; 1]d, et avecu une variable
alØatoire suivant la loi uniforme sur[0; 1]d :

I (f ) = E(f (u))

Donc on doit :

1. Mise I (f ) sous forme d’espØrance : on poseX = f (U1; :::; Ud) oø U1; :::; Ud sont des
rØalisations de la loi uniforme sur l’intervalle[0; 1], alors

E(X ) = E(f (U1; :::; Ud)) = I (f )
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2. Simulation de la variable alØatoire : on suppose que l’on dispose d’une suite(Ui ) i � 1
de rØalisations de la loi uniforme sur[0; 1]. On pose alorsX 1 = f (U1; :::; Ud); X 2 =
f (Ud+1 ; :::; U2d),... etc. Alors les(X i ) sont des rØalisations de la variable alØatoireX
et

I (f ) ’
1
n

(X 1 + ::: + X n )

On approxime l’intØgrale comme suit :

I (f ) ’ I n (f ) =
1
n

nX

i =1

f (x i ) =
1
n

nX

i =1

X i

Les points x i sont choisis dans l’intervalle
 , donc quand le nombre des pointsn
augmente l’approximation sera plus prØcise et on a :

I (f ) =
Z



f (x)dx = lim

n !1
I n (f ) = lim

n !1

1
n

nX

i =1

f (x i )

2.1.3 Convergence de la mØthode

Pour avoir une idØe de l’intØrŒt de la mØthode, il faut pouvoir Øvaluer l’erreur commise.

DØ�nition 2.2
L’erreur commise dØ�nie par :

"n = E(X ) �
1
n

nX

i =1

X i

C’est la loi forte des grands nombres qui permet de justi�er la convergence de la mØthode.

ThØorŁme 2.1 (ThØorŁme de loi forte des grands nombres)
Soit X 1; X 2; :::; X N une suite de variables alØatoires rØelles deux à deux indØpendantes et
ayant toutes la mŒme moyenneE[X i ] = m et le mŒme Øcart type �ni :� = E[X 2

i ]. Alors la
moyenne arithmØtique :

X 1 + X 2 + ::: + X N

N
converge "en probabilitØ" vers la moyenne stochastiquem lorsquen �! 1. C’est à dire,
quel que soit le nombre positif� donnØ (si petit soit-il) :

lim
N �!1

P
� �

�
�
�
X 1 + X 2 + ::: + X N

N
� m

�
�
�
� > �

�
= 0

DØmonstration.
Pour la dØmonstration voire [15]

2.1.4 Vitesse de convergence

La vitesse de convergence [7] d’une estimation par la mØthode de Monte Carlo est donnØe
par le thØorŁme central limite.
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ThØorŁme 2.2 (ThØorŁme de limite centrale)
Soit (X j ; j � 1) une suite de variables alØatoires indØpendantes et de mŒme loi queX , telles
queE(jX 2j) < + 1 On note � 2 la variance deX :

� 2 = E((X � E(X ))2) = E(X 2) � (E(X ))2

Alors la suite
p

n
�

"n =
p

n
�

 
1
n

nX

j =1

X j � E(X )

!

=
1

�
p

n

nX

j =1

(X j � E(X ))

Converge en loi vers une gaussienne centrØe rØduite. C’est-à-dire

8a � b lim
n ! + 1

P(
�

p
n

a � "n �
�

p
n

b) =
1

p
2�

Z b

a
exp

� x 2
2 dx

DØmonstration.Supposons au dØpart queE(X ) = 0 et � 2 = 1 , posonsSn =
P n

j =1 X j

1
�

p
n

nX

j =1

(X j � E(X )) =
Sn � nE (X )

�
p

n
=

Snp
n

a comme fonction caractØristique :

' Snp
n
(t) = E(eit Snp

n ) = E(eit Xp
n )n = ( ' X (

t
p

n
))n

commeX a carrØ intØgrable, nous pouvons donc dØriver deux fois sa fonction caractØristique

'
0

X (0) = 0 ; '
00

X (0) = � 1

pour tout u au voisinage de0, un dØveloppement limitØ de la fonction caractØristique donne

' X (u) = 1 �
u2

2
+ o(u2)

donc

lim
n !1

' Snp
n
(t) = lim

n !1
(' X (

t
p

n
))n

= lim
n !1

(1 �
t2

2n
+ o(

t2

n
))n

= e� t 2
2

qui est la fonction caractØristique d’un loiN (0; 1).On en dØduit alors la convergence en loi
de Snp

n vers la loi gaussienne centrØe rØduit.
Si E(X ) 6= 0 ou � 2 6= 1; posons pour touti 2 N,

Yj =
X j � E(X j )

�

les Yj sont des variables centrØ rØduit, on applique alors la premiŁre partie de la dØmons-
tration. [10]

Cependant, en gØnØral, l’Øcart-type� est lui aussi inconnu, il va donc falloir l’estimer.
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2.1.5 Estimation de la variance

La mØthode Monte-Carlo en fournit justement un estimateur à peu de frais [3] puisque
basØ sur le mŒme Øchantillon(X 1; :::; X n ), à savoir

�̂ 2
n =

1
n

nX

i =1

' (X i )2 � I 2
n

p:s�! n !1 � 2

Le thØorŁme de la limite centrale donne un asymptotique de l’erreur"n , mais de nature
alØatoire. Dans ce cas, la loi de l’erreur �nit par ressembler à une loi gaussienne centrØe.
Plus prØcisØment, le thØorŁme de la limite centrale doit permettre de construire des inter-
valles de con�ance, on en dØduit bien entendu des intervalles de con�ance asymptotiques
pour I .

DØ�nition 2.3 (Intervalles de con�ance)
Soit � 2 (0; 1) �xØ. Un intervalle de con�ance de niveau asymptotique1 � � pour I est

�
I n � � � 1(1 � �= 2)

^� np
n

; I n + � � 1(1 � �= 2)
^� np
n

�

oø � � 1(1 � �= 2) dØsigne le quantile d’ordre1 � �= 2 de la loi normale centrØe rØduite.

Typiquement � = 0:05 donne � � 1(1 � �= 2) = q0:975 = 1:96; qui permet de construire
un intervalle de con�ance à 95%pour I .

Remarque 2.1
-Par le thØorŁme de loi forte des grands nombres,I n �! I quandn �! 1 .
-Cette mØthode ne dØpend pas de la rØgularitØ def qui doit Œtre juste mesurable.
-Dans les applications, on remplace"n par une gaussienne centrØe de variance� 2

n .
-On prØsente souvent l’erreur de la mØthode de Monte-Carlo, soit en donnant l’Øcart-type de
l’erreur "n , soit en donnant un intervalle de con�ance à95% pour le rØsultat. L’intervalle
de con�ance de la mØthode à95% est :

[I n � 1:96
� 2

n
; I n + 1:96

� 2

n
]

-En gØnØral, le calcul de la valeur de� est approximØe par la mØthode de Monte-Carlo :

1
n

nX

i =1

[g(X i )]2 �

"
1
n

nX

i =1

g(X i )

#2

�! � 2

-La vitesse de convergence est en�p
n , ce qui n’est pas trŁs rapide, mais c’est parfois la seule

mØthode abordable, de plus cette vitesse ne change pas si on est en grande dimension, et
elle ne dØpend pas de la rØgularitØ de la fonction.

Nous avons voir que la vitesse de convergence de la mØthode Monte-Carlo est de l’ordre
de

�
p

n
. Pour amØliorer cette mØthode, il existe de nombreuses techniques, dites de rØduction

de variance, qui cherchent à diminuer la valeur de� 2 sans augmenter signi�cativement le
temps de calcul.
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2.2 MØthodes de rØduction de variance

L’idØe gØnØrale de ces mØthodes est de donner une autre reprØsentation sous forme
d’espØrance de la quantitØ à calculer, c’est-à-dire :E(X ) = E(Y) avecV ar(Y) < V ar (X ).
Plusieurs techniques rØduisant la variance, mais pas la vitesse de convergence (exceptØ
pour la variante du cas de l’Øchantillonnage strati�Ø), sont prØsentØes maintenant. Il est
aussi possible de combiner plusieurs techniques de rØduction de la variance, mais une telle
pratique doit Œtre rØalisØe avec prudence car elle ne produit pas toujours les e�ets escomptØs :
en e�et, la variable alØatoire dont on cherche l’espØrance n’est alors plus la mŒme. A�n
d’illustrer les mØthodes, nous nous limiterons au calcul d’une intØgraleI (f ) =

R
[0;1]d f (x)dx

[16].

2.2.1 Variables de contrôle

L’erreur d’approximation dans l’estimation deI (f ) par une mØthode de Monte-Carlo
standard provient des grandes variations def . La technique de variable de contrôle rØØcrit
l’intØgrale sous la forme :

I (f ) =
Z

[0;1]d
g(x)dx +

Z

[0;1]d
(f (x) � g(x))dx

Si g est su�samment simple pour Œtre intØgrØe formellement, on peut se concentrer sur la
deuxiŁme intØgrale. De mŒme, sig est su�samment proche def (si g absorbe les variations
de f ), on obtient une rØduction consØquente de la variance. En e�et, siX dØsigne une
variable alØatoire uniformØment distribuØe sur[0; 1]d et si l’on poseZ = f (X ) � g(X ), on
a :

� 2(Z ) = � 2(f (X )) + � 2(g(X )) � 2Cov(f (X ); g(X ))

Pour obtenir une rØduction de la variance, il su�t donc que :

� 2(g(X )) � 2Cov(f (X ); g(X )) < 0

2.2.2 Variables antithØtiques

Les variables antithØtiques aussi appelØes variables complØmentaire reposent sur ce prin-
cipe :
Faire une exØcution en utilisant les nombres alØatoires(u1; :::; un ) pour obtenir une Øchan-
tillon d’observations alØatoires(x1; :::; xn ), puis calculer l’estimateurI n (f ) faire une autre
exØcution en utilisant les nombres alØatoires complØmentaires(1 � u1; :::; 1 � un ) pour ob-
tenir une Øchantillon d’observations alØatoires(x

0

1; :::; x
0

n ) puis calculer l’estimateurI 0

n (f )

Utiliser ces deux exØcutions pour calculer la moyenne combinØe :I nac(f ) =
I n (f ) + I

0

n (f )
2

qui est un estimateur sans biais et plus prØcis queI n (f ) [4].

2.2.3 Strati�cation

Le principe ici est de :
1. SØparer le domaine d’intØgration en plusieurs sous-domaines (J sous-domaines
 j )
2. simulernj points (X 1j ; :::; X nj ) dans chaque
 j avec probabilitØP(
 j )
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L’estimateur est :

I n (f ) =
JX

j =1

P(
 j )
nj

n jX

i =1

f (X ij ):

La variance estimØe[1] est :

�̂ (I n (f ))2 =
JX

j =1

P(
 j )2�̂ 2
j

nj
; �̂ 2

j =
1
nj

n jX

i =1

f (X 2
ij ) �

 
1
nj

n jX

i =1

f (X ij )

! 2

:

.

2.2.4 Échantillonnage suivant l’importance

Échantillonnage prØfØrentiel[1] c’est une mØthode de calcul deI n = E[f (X )] qui consiste
à tirer les variables selon une distribution erronØe, et à compenser numØriquement le rØsultat
à postØriori.
Pour en donner une idØe, revenons au calcul d’une intØgrale sur[0; 1]. Si p est une densitØ
strictement positive sur [0; 1], on peut Øcrire

Z 1

0
f (x)dx =

Z
f (x)
p(x)

p(x)dx

Ce qui suggŁre la possibilitØ d’un autre algorithme :I
0

n = 1
n

P n
i =1

f (Yi )
Yi

, oø lesYi sont i.i.d

sur [0; 1] de loi p(x)dx : Rappelons que siX a une densitØf X (x) et Y une densitØf Y alors,
p = f Y =fX .
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Chapitre 3
Application

À travers ce chapitre nous allons voir l’utilisation des notions et principaux rØsultats de
la mØthode de Monte-Carlo. On va prØsenter des exemples du calcul d’intØgrale simple et
compliquØ (calcul surface d’un roue) par cette mØthode de plus, on va exposer une com-
paraison entre la mØthode de Monte-Carlo et les quatre mØthodes numØrique de premiŁre
chapitre en utilisant les deux logicielsR et Python.

3.1 La mØthode de Monte-Carlo par R

3.1.1 Dimension un

Exemple 3.1
Soit la fonction

h(x) = x11=5e� x=10

posons l’intØgrale

I =
Z 5

2
x11=5e� x=10dx

Pour utiliser la mØthode Monte-Carlo, nous posons [8] :

I = 3
Z 5

2
x11=5e� x=10(

1
3

)dx

Si f x1; :::; xng est un Øchantillon alØatoire d’une loiU(2; 5), alors

I n =
3
n

nX

i =1

x11=5
i e� x i =10

est une estimation deI . avec le codeR (3.1) nous obtenons les rØsultats suivants et la �gure
(3.1)
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n I
100 33.27398
1000 34.26288

10 000 34.3455
100 000 34.5762
1000 000 34.51774

Table 3.1 � Monte-Carlo par R dimension 1

Fig. 3.1 � Monte-Carlo par R dimension 2

3.1.2 Dimension deux

Exemple 3.2
Soit la fonction

h(x; y) =
p

4 � x2 � y2

La procØdure à suivre avec les intØgrales multiples est la mŒme qu’avec les intØgrales simples,
sauf que nous tirons des points uniformØment dans autant de dimensions que nØcessaire.
Ainsi, dans le cas prØsent, nous posons :

I =
Z 5=4

0

Z 5=4

0

p
4 � x2 � y2dydx

=
25
16

Z 5=4

0

Z 5=4

0

p
4 � x2 � y2 1

� 5
4

� � 5
4

� dydx

=
25
16

E
hp

4 � X 2 � Y 2
i

oø X et Y sont des variables alØatoires indØpendantes distribuØes uniformØment sur l’inter-
valle (0; 5

4). Autrement dit, la densitØ conjointe deX et Y est uniforme sur(0; 5
4) � (0; 5

4).
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Par consØquent, une estimation deI calculØe à partir d’un Øchantillonf (x1; y1); :::; (xn ; yn )g
tirØ de cette loi conjointe est

I n =
25

16n

nX

i =1

q
4 � x2

i � y2
i :

Le codeR (3.2) e�ectuer quelques rØsultats obtenus avecR les calculs et les graphiques
(voir la �gure (3.2)).

n I
100 2.707254
1000 2.651387

10 000 2.669409

Table 3.2 � Monte-Carlo par R dimension 2

Fig. 3.2 � Monte-Carlo par R dimension 2

3.2 Calcule volume

Exemple 3.3
Nous allons calculer, en dimensiond = f 3; 5; 7g, le volume compris entre les hypersphŁres
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de rayonsR1 et R2. La fonction (3.4) renvoie le volume, l’estimation de la variance� 2 On
poseR1 = 0 et R2 = 1 En dimension3, on trouve :

volume � 2 e
4.2424 15.941242240000001 0.07825591107972867

Table 3.3 � Calcul volume par la mØthode de Monte-Carlo,d = 3

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [4:164144088920271; 4:3206559110797285]

En dimension5 on obtient

volume � 2 e
5.1392 138.04302336 0.2302837550805041

Table 3.4 � Calcul volume par la mØthode de Monte-Carlo,d = 5

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [4:908916244919496; 5:369483755080504]

Comme on le voit sur cet exemple, la variance dØpend de la dimension. Augmentons le
nombre d’Øchantillons pour obtenir un Øcart comparable à celui de la dimension3. Comme
l’Øcart Øvolue comme1=

p
N , il faut augmenter N d’un facteur 90 environ on trouve :

volume � 2 e
5.285511111111111141.199727849876550.024550014132335506

Table 3.5 � Calcul volume par la mØthode de Monte-Carlo,d = 5 , N = 9 � 105

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [5:260961096978775; 5:310061125243447]

Voyons le volume d’une coque d’Øpaisseur un dixiŁme du rayon :

volume � 2 e
2.12064 63.3633659904 0.049337278683437805

Table 3.6 � Calcul volume par la mØthode de Monte-Carlo,d = 5 , N = 105
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avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [2:0713027213165622; 2:1699772786834375]

Voici les mŒmes calculs en dimension7 (beaucoup plus longs) :

volume � 2 e
4.713984 581.1683068477440.014941941532432435

Table 3.7 � Calcul volume par la mØthode de Monte-Carlo,d = 7 , N = 107

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [4:699042058467567; 4:728925941532433]

3.3 Calcul de moments d’inertie par intØgration de Monte-
Carlo

3.3.1 MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage uniforme

Exemple 3.4
L’objectif est de calculer les moments d’inertie d’un solide en utilisant la mØthode d’intØ-

gration de Monte-Carlo. On verra dans un premier temps un Øchantillonnage uniforme sur
un domaine carrØ contenant le solide, avant d’envisager un Øchantillonnage prØfØrentiel, qui
permettra de rØduire la variance de la somme calculØe. On considŁre l’exemple d’une roue :

La roue est un cylindre d’axeZ et d’Øpaisseure. Le rayon extØrieur estR3 = 1 , le rayon
intØrieur estR2. Le moyeu comporte un trou circulaire de diamŁtreR1 et deux branches de
largeur 2a. On suppose que la densitØ de masse est uniforme.
On cherche à calculer le moment d’inertie de la roue par rapport à son axeZ :

Jz =
Z Z Z

(x2 + y2)� (x; y; z)dxdydz = e
Z Z

(x2 + y2)� (x; y)dxdy
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En raison du caractŁre bidimensionnel de ce solide, on est ramenØ à un calcul d’intØgrale
double, et on poserae = 1 , la densitØ de masse est� = 1 dans la matiŁre (dans les deux
branches du moyeu et dans la roue), et nulle en dehors.
Pour le calcul de l’intØgrale, on utilisera le domaine carrØ
 = [ � 1; 1] � [� 1; 1]. Il s’agit
donc de calculer :

Jz =
Z 1

1

Z 1

1
(x2 + y2)� (x; y)dxdy

On dØ�nit la fonction à intØgrer :

f (x; y) = ( x2 + y2)� (x; y)

La fonction (3.5) fait le calcul de l’intØgrale et donne

I e
1.1273635470543640.009026401041990512

Table 3.8 � MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage uniforme

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [1:1183371460123734; 1:1363899480963544]

Elle gØnŁre aussi une image (3.3) carrØe dont le nombre de pixels sur chaque dimension est
np. Cette image, noire au dØpart, est complØtØe par un pixel blanc pour chaque point tirØ
dont la valeur def est non nulle.

Fig. 3.3 � MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage uniforme

3.3.2 MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage prØfØrentiel

Exemple 3.5
Une premiŁre mØthode consiste à Øchantillonner uniformØment sur le disque de rayon 1.
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On doit pour cela utiliser les coordonnØes polaire(r; � ) et faire des tirages avec la densitØ
de probabilitØ uniforme sur le disque :

p(r; � ) =
1
�

Pour rØaliser cet Øchantillonnage à partir de variables à densitØ uniforme, on considŁre la
fonction de rØpartition bidimensionnelle :

F (r; � ) =
Z �

0

Z r

0

r
0

�
d�

0
dr

0
=

�
2�

r 2

L’inversion de la fonction de rØpartition permet d’Øchantillonnerr et � à partir de deux
variables(u1; u2) uniformes sur l’intervalle [0; 1] :

� = 2�u 1

r =
p

u2

La fonction (3.6) fait le calcul de l’intØgrale et donne

I e
1.1328106867306718 0.007304407857477749

Table 3.9 � MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage prØfØrentiel

avec un intervalle de con�ance à95% :

[I � e; I + e] = [1:125506278873194; 1:1401150945881495]

Elle gØnŁre aussi l’image (3.4)

Fig. 3.4 � MØthode de Monte-Carlo avec Øchantillonnage prØfØrentiel

3.4 Comparaison des cinq mØthodes

Exemple 3.6
Dans cet exemple, on va faire une comparaison entre les quatre mØthodes de chapitre1

et la mØthode de Monte-Carlo sur les dimensions1, 2 et 3.
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Dimension 1

Soit la fonction
f (x) =

p
x2 + e5x

On va calculer l’intØgral

I =
Z 1

0
f (x)dx (3.1)

Le programme (3.7) fait le calcul de l’intØgral (3.1) et d’erreur suivant les quatre mØ-
thodes. On prendn = 10000, on obtient le rØsultat suivant :

Les mØthodes I L’erreur
Valeur intØgral 4.502084721431 0.000000000000

Rectangle 4.501523571333 0.000561150098
Point Milieu 4.502084709791 0.000561150098

Simpson 4.502084721431 0.000000000000
Monte-Carlo 4.533330768805 0.031246047374

Table 3.10 � Comparaison en dimension 1

Dimension 2

Soit la fonction
g(x; y) = xy + y2 + 1

On va calculer l’intØgral Z 2

1

Z 3

0
g(x; y)dxdy (3.2)

Le programme (3.8) fait le calcul de l’intØgral (3.2) et d’erreur suivant les quatre mØ-
thodes. On prendnx = 10000, ny = 20000, on obtient le rØsultat suivant :

Les mØthodes I L’erreur
Valeur intØgral 18.7500000000000.000000000000

Rectangles 18.7487625225050.001237477495
Point Milieu 18.7499999943800.000000005620

TrapŁzes 17.6250000112411.124999988759
Simpson 18.7500000037570.000000003757

Monte-Carlo 18.9244444056930.174444405693

Table 3.11 � Comparaison en dimension 2

Dimension 3

Soit la fonction
g(x; y; z) = zex2+ y2
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On va calculer l’intØgral Z 1

0

Z 1

0

Z 1

0
g(x; y; z)dxdydz (3.3)

Le programme (3.9) fait le calcul de l’intØgral (3.3) et d’erreur suivant les quatre mØ-
thodes.
On prend n1 = 5, n2 = 3 et n3 = 1, on obtient le rØsultat suivant :

Les mØthodes I L’erreur
Valeur intØgral 1.069675064903 0.000000000000

Rectangles 0.000000000000 1.069675064903
Point milieu 1.045397685605 0.024277379298

TrapŁzes 1.485974293374 0.416299228471
Simpson 1.192256554861 0.122581489959

Monte-Carlo 1.069506112470 0.000168952433

Table 3.12 � Comparaison en dimension 3

En dimensiond, on est amenØ à calculer des intØgrales dans un espace de dimensiond
qui peut Œtre trŁs grand (par exemple plusieurs millions). On peut citer l’espace des phases
utilisØs en physique statistique pour reprØsenter la con�guration d’un systŁme comportant
un grand nombre d’atomes. Les mØthodes de quadrature sont trŁs ine�caces, voire inuti-
lisables, lorsque la dimension est ØlevØe. Par exemple, pour la mØthode des Rectangles, le
nombre de points nØcessaires pour maintenir une prØcision constante Øvolue commeN d. Le
logarithme du nombre de points est donc proportionnel à la dimensiond, une loi que l’on
retrouve pour toutes les mØthodes de quadrature. La mØthode de Monte-Carlo ne prØsente
pas cette dØpendance par rapport à la dimension. La variance de la somme calculØe est :

var(SN ) =
� 2

N

La variance � 2 de la variable f=p (p densitØ de probabilitØ) est susceptible d’augmenter
avec la dimension. La mØthode de Monte-Carlo a donc un avantage dØcisif en dimension
ØlevØe.
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Conclusion et perspectives

Comme conclusion à cette modeste Øtude, nous retenons que la mØthode de Monte-
Carlo est une mØthode d’approximation par introduction de procØdØs alØatoire. Cela permet
d’estimer des valeurs numØriques et de caractØriser des systŁmes complexes.

La mØthode de Monte-Carlo est l’une des techniques de simulation o�rant la possibilitØ
de calculer des intØgrales di�ciles à calculer. Elle a comme grand avantage, par rapport
aux mØthodes d’analyse numØrique classiques, d’avoir une vitesse de convergence eno( 1p

n )
(pour un Øchantillon den points), donc indØpendante de la dimension du problŁme. Du
point de vu des applications, la mØthode de Monte-Carlo sont aujourd’hui indispensables
dans plusieurs domaines.

Cette mØthode nØcessite un paramŁtre d’entrØe de nature alØatoire. NØanmoins, il doit
exister des suites de nombres telles que la convergence soit plus rapide, en supprimant
l’aspect alØatoire. C’est pourquoi on intØresse à la recherche des mØthodes qui permis de
crØer des suites qui convergent plus rapidement que les suites de Monte-Carlo, ces mØthodes
sont les mØthodes Quasi Monte-Carlo.
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Annexes

Estimations successives de l’intØgrale par la mØthode Monte-Carlo avec des Øchantillons
de plus en plus grands.

1 f < � f unc t i on ( x ) x ^2.2 � exp(� x /10)
2 x < � r u n i f (1 e2 , 2 , 5)
3 3 � mean( f ( x ) )
4 x < � r u n i f (1 e3 , 2 , 5)
5 3 � mean( f ( x ) )
6 x < � r u n i f (1 e4 , 2 , 5)
7 3 � mean( f ( x ) )
8 x < � r u n i f (1 e5 , 2 , 5)
9 3 � mean( f ( x ) )

10 x < � r u n i f (1 e6 , 2 , 5)
11 3 � mean( f ( x ) )
12

13 op <� par ( mfrow = c (2 , 2) ) # 4 graph iques en g r i l l e 2 x 2
14 curve ( f ( x ) , x l im = c (2 , 5) , lwd = 2 , main = " Vraie f o n c t i o n ")
15 x < � r u n i f (1 e2 , 2 , 5)
16 p lo t ( x , f ( x ) , main = "n = 100" ,
17 pch = 21 , bg = 3)
18 x < � r u n i f (1 e3 , 2 , 5)
19 p lo t ( x , f ( x ) , main = "n = 1000" ,
20 pch = 21 , bg = 3)
21 x < � r u n i f (1 e4 , 2 , 5)
22 p lo t ( x , f ( x ) , main = "n = 10 000" ,
23 pch = 21 , bg = 3)
24 x < � r u n i f (1 e5 , 2 , 5)
25 p lo t ( x , f ( x ) , main = "n = 100 000" ,
26 pch = 21 , bg = 3)
27 x < � r u n i f (1 e6 , 2 , 5)
28 p lo t ( x , f ( x ) , main = "n = 1000 000" ,
29 pch = 21 , bg = 3)
30 par ( op ) # r e v e n i r aux paramŁ t r e s par dØfau t

Code Listing 3.1 � Monte-Carlo par R dimension 1

Estimations successives de l’intØgrale double par la mØthode Monte-Carlo avec des Øchan-
tillons de plus en plus grands.

1 u <� r u n i f (1 e2 , 0 , 1 . 25 )
2 v < � r u n i f (1 e2 , 0 , 1 . 25 )
3 mean( s q r t (4 � u^2 � v^2) ) � 1.25^2
4 u <� r u n i f (1 e3 , 0 , 1 . 25 )
5 v < � r u n i f (1 e3 , 0 , 1 . 25 )
6 mean( s q r t (4 � u^2 � v^2) ) � 1.25^2
7 u <� r u n i f (1 e4 , 0 , 1 . 25 )
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8 v < � r u n i f (1 e4 , 0 , 1 . 25 )
9 mean( s q r t (4 � u^2 � v^2) ) � 1.25^2

10 ## Graphiques de l a v r a i e f o n c t i o n e t des po in t s oø c e l l e� c i
11 ## e s t ØvaluØe avec l a mØthode Monte Carlo . Pour f a i r e un
12 ## graphique en t r o i s dimensions , nous pouvons u t i l i s e r l a
13 ## f o n c t i o n ’ persp ’ .
14 op <� par ( mfrow = c (2 , 2) , mar = c (1 , 1 , 2 , 1) )
15 f < � f unc t i on (x , y ) s q r t (4 � x^2 � y^2)
16 x < � seq (0 , 1 .25 , leng th = 25)
17 y < � seq (0 , 1 .25 , leng th = 25)
18 persp (x , y , ou ter (x , y , f ) , main = " Vraie f o n c t i o n " ,
19 z l im = c (0 , 2) , the ta = 120 , phi = 30 , c o l = 3 ,
20 z lab = "z " , t i c k t ype = " d e t a i l e d ")
21 ## Pour f a i r e l e s t r o i s au t res graphiques , nous a l l o n s d ’ abord
22 ## crØer des graph iques en t r o i s d imensions v ides , pu is y
23 ## a j o u t e r des po in t s avec l a f o n c t i o n ’ po in ts ’ . La f o n c t i o n
24 ## ’ t rans3d ’ s e r t à c o n v e r t i r l e s coordonnØes des po in t s dans
25 ## l a p r o j e c t i o n u t i l i s Øe par ’ persp ’ .
26 u <� r u n i f (1 e2 , 0 , 1 . 25 )
27 v < � r u n i f (1 e2 , 0 , 1 . 25 )
28 r e s <� persp (x , y , matr ix (NA, leng th ( x ) , leng th ( y ) ) ,
29 main = "n = 100" ,
30 z l im = c (0 , 2) , the ta = 120 , phi = 30 ,
31 z lab = "z " , t i c k t ype = " d e t a i l e d ")
32 po in t s ( t rans3d (u , v , f (u , v ) , pm = r e s ) ,
33 pch = 21 , bg = 3)
34 u <� r u n i f (1 e3 , 0 , 1 . 25 )
35 v < � r u n i f (1 e3 , 0 , 1 . 25 )
36 r e s <� persp (x , y , matr ix (NA, leng th ( x ) , leng th ( y ) ) ,
37 main = "n = 1000" ,
38 z l im = c (0 , 2) , the ta = 120 , phi = 30 ,
39 z lab = "z " , t i c k t ype = " d e t a i l e d ")
40 po in t s ( t rans3d (u , v , f (u , v ) , pm = r e s ) ,
41 pch = 21 , bg = 3)
42 u <� r u n i f (1 e4 , 0 , 1 . 25 )
43 v < � r u n i f (1 e4 , 0 , 1 . 25 )
44 r e s <� persp (x , y , matr ix (NA, leng th ( x ) , leng th ( y ) ) ,
45 main = "n = 10 000" ,
46 z l im = c (0 , 2) , the ta = 120 , phi = 30 ,
47 z lab = "z " , t i c k t ype = " d e t a i l e d ")
48 po in t s ( t rans3d (u , v , f (u , v ) , pm = r e s ) ,
49 pch = 21 , bg = 3)
50 par ( op ) # r e v e n i r aux paramŁ t r e s par dØfau t

Code Listing 3.2 � Monte-Carlo par R dimension 2

1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """ Created on Wed May 22 1 3 :24 :27 2019
3 %@author : Abekhti .A """
4

5 import numpy . random
6 import math
7 def i n teg ra t i onD isque ( fonc t ion ,R,N) :
8 the ta = 2 � numpy . p i � numpy . random . random_sample (N)
9 r = R � numpy . s q r t (numpy . random . random_sample (N) )

10 p = 1 . 0 / (numpy . p i � R� R)
11 somme = 0 .0
12 somme2 = 0 .0
13 f o r i in range (N) :
14 f = f o n c t i o n ( r [ i ] , the ta [ i ] )
15 somme += f
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16 somme2 += f � f
17 moyenne = somme/(p� N)
18 var iance = somme2/(p� p� N)� moyenne� moyenne
19 re tu rn ( moyenne , math . s q r t ( va r iance /N) � 1 .96 )
20

21 def f ( r , the ta ) :
22 re tu rn 1� r � r
23 ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e ) = in teg ra t i onD isque ( f , 1 . 0 , 1 0 0 0 0 )
24 p r i n t ( ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e ) )

Code Listing 3.3 � integration Disque

1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """ Created on Mon May 13 11:10 2019
3 %@author : Abekhti .A """
4

5 import random
6 import math
7 def volume (dim , R1 , R2 ,N) :
8 somme = 0 .0
9 somme2 = 0 .0

10 R12 = R1 � R1
11 R22 = R2 � R2
12 p = 1.0 / math . pow(2 � R2 , dim )
13 f o r i in range (N) :
14 r2 = 0 .0
15 f o r d in range ( dim ) :
16 x = random . uniform( � R2 , R2)
17 r2 += x � x
18 i f r2>= R12 and r2<=R22 :
19 f = 1 .0
20 e l s e :
21 f = 0 .0
22 somme += f
23 somme2 += f � f
24 moyenne = somme/(p� N)
25 var iance = somme2/(p� p� N)� moyenne� moyenne
26 re tu rn ( moyenne , var iance , math . s q r t ( va r iance /N) � 1 .96 )
27 (m, v , e ) = volume (3 ,0 ,1 ,10000)
28 p r i n t (m, v , e )
29 (m, v , e ) = volume (5 ,0 ,1 ,10000)
30 p r i n t (m, v , e )
31 (m, v , e ) = volume (5 ,0 ,1 ,10000� 90)
32 p r i n t (m, v , e )
33 (m, v , e ) = volume (5 ,0 .9 ,1 ,10� � 5 )
34 p r i n t (m, v , e )
35 (m, v , e ) = volume (7 ,0 ,1 ,10� � 7)
36 p r i n t (m, v , e )

Code Listing 3.4 � volume

1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """ Created on Mon May 6 10 :1 8 :39 2019
3 %@author : Abekhti .A """
4

5 import numpy
6 import numpy . random
7 from matp lo t l i b . pyp lo t import �
8 import math
9

10 def in tegra t ion2D ( fonc t ion ,N, param , np ) :
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11 image = numpy . ze ros ( ( np , np ) )
12 x = � 1+2� numpy . random . random_sample (N)
13 y = � 1+2� numpy . random . random_sample (N)
14 p = 1.0 /4
15 somme = 0 .0
16 somme2 = 0 .0
17 f o r i in range (N) :
18 f = f o n c t i o n ( x [ i ] , y [ i ] , param )
19 somme += f
20 somme2 += f � f
21 i f f !=0:
22 image [ i n t ( ( y [ i ]+1) /2 � np ) , i n t ( ( x [ i ]+1) /2 � np ) ] = 1 .0
23 moyenne = somme/(p� N)
24 var iance = somme2/(p� p� N)� moyenne� moyenne
25 re tu rn ( moyenne , math . s q r t ( va r iance /N) � 1 .96 , image )
26

27 def f_Jz (x , y , param ) :
28 R1 = param [ 0 ]
29 R2 = param [ 1 ]
30 a = param [ 2 ]
31 r2 = x � x+y � y
32 i f r2 > 1 or r2 < R1 � R1 :
33 re tu rn 0 .0
34 i f r2 > R2 � R2 :
35 re tu rn r2
36 i f abs ( x ) < a :
37 re tu rn r2
38 i f abs ( y ) < a :
39 re tu rn r2
40 re tu rn 0 .0
41 param = [ 0 . 1 , 0 . 8 , 0 . 1 5 ]
42 N = 10 � � 5
43 ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e , image ) = in tegra t ion2D ( f_Jz ,N, param , 5 0 0 )
44 f i g u r e ( )
45 imshow ( image , cmap= ’ gray ’ )
46 #==============================================
47 p r i n t ( ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e ) )

Code Listing 3.5 � Échantillonnage uniforme

1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """
3 Created on Sat Jun 15 20 : 13 :4 0 2019
4

5 @author : Abekhti . A
6 """
7

8 import numpy
9 import numpy . random

10 from matp lo t l i b . pyp lo t import �
11 import math
12

13 def in tegra t ion2d_d isque ( fonc t ion ,N, param , np ) :
14 image = numpy . ze ros ( ( np , np ) )
15 the ta = 2 � numpy . p i � numpy . random . random_sample (N)
16 r = numpy . power (numpy . random . random_sample (N) , 0 . 5 )
17 somme = 0 .0
18 somme2 = 0 .0
19 p = 1.0 /numpy . p i
20 f o r i in range (N) :
21 f = f o n c t i o n ( r [ i ] , the ta [ i ] , param ) /p
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22 somme += f
23 somme2 += f � f
24 i f f !=0:
25 image [ i n t ( ( r [ i ] � math . cos ( the ta [ i ] ) +1) /2 � np ) , i n t ( ( r [ i ] � math . s i n (

the ta [ i ] ) +1) /2 � np ) ]=1.0
26 moyenne = somme/N
27 var iance = somme2/N� moyenne� moyenne
28 re tu rn ( moyenne , math . s q r t ( va r iance /N) � 1 .96 , image )
29 def f_Jz_pola i re ( r , theta , param ) :
30 R1 = param [ 0 ]
31 R2 = param [ 1 ]
32 a = param [ 2 ]
33 r2 = r � r
34 i f r2 > 1 or r2 < R1 � R1 :
35 re tu rn 0 .0
36 i f r2 > R2 � R2 :
37 re tu rn r2
38 i f abs ( r � math . cos ( the ta ) ) < a :
39 re tu rn r2
40 i f abs ( r � math . s i n ( the ta ) ) < a :
41 re tu rn r2
42 re tu rn 0 .0
43

44 N=10 �� 5
45 param = [ 0 . 1 , 0 . 8 , 0 . 1 5 ]
46 ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e , image ) = in tegra t ion2d_d isque ( f_Jz_polai re ,N, param , 50 0 )
47 f i g u r e ( )
48 imshow ( image , cmap= ’ gray ’ )
49 p r i n t ( ( i n t e g r a l e , i n t e r v a l l e ) )

Code Listing 3.6 � Échantillonnage prØfØrentiel

Programme Python des mØthodes (MØthode des Rectangles, MØthode des TrapŁzes, MØ-
thode de Point milieu, MØthode de Simpson et MØthode de Monte-Carlo)
Dimension 1

1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """
3 Created on Wed May 15 1 0 :17 :24 2019
4

5 @author : Abekhti .A
6 """
7

8 import math
9 import random

10 import sympy
11

12 def f ( x ) :
13 re tu rn sympy . s q r t ( x �� 2+sympy . exp (5 � x ) ) ;
14 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Rectang les� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
15 def Rectangle ( a , b , n ) :
16 S=0;
17 f o r i in range (n ) :
18 x=a+i � (b� a ) /n ;
19 S=S+f ( x ) ;
20 S=((b � a ) /n ) � S ;
21 re tu rn S ;
22 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methodee de Point m i l i eux � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
23 def Mi l ieu ( a , b , n ) :
24 S=0;
25 f o r i in range (n ) :
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26 x=a+i � (b� a ) /n ;
27 y=a+( i +1) � (b� a ) /n ;
28 x=(x+y ) /2 ;
29 S=S+f ( x ) ;
30 S=((b � a ) /n ) � S ;
31 re tu rn S ;
32 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Trapezes� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
33 def Trapeze ( a , b , n ) :
34 S=0;
35 f o r i in range (n ) :
36 x=a+i � (b� a ) /n ;
37 y=a+( i +1) � (b� a ) /n ;
38 S=S+f ( x )+f ( y ) ;
39 S=((b � a ) /(2 � n) ) � S ;
40 re tu rn S ;
41 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Simpson� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
42 def Simpson ( a , b , n ) :
43 S=0;
44 f o r i in range (n ) :
45 x=a+i � (b� a ) /n ;
46 y=a+( i +1) � (b� a ) /n ;
47 z=(x+y ) /2 ;
48 S=S+f ( x )+4 � f ( z )+f ( y ) ;
49 S=((b � a ) /(6 � n) ) � S ;
50 re tu rn S ;
51 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Monte� Carlo � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
52 def Montecar lo (a , b , n ) :
53 S=0;
54 f o r i in range (n ) :
55 x=random . uniform (0 ,1 ) ;
56 S=S+f ( x ) ;
57 S=(1/n ) � S ;
58 re tu rn S ;
59 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
60 def Exact ( a , b ) :
61 I_exact =sympy . i n t e g r a t e ( f ( x ) , ( x , a , b ) )
62 I=I_exact . e v a l f ( )
63 re tu rn I
64 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Comparaison� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
65 def I n t e g r a l ( a , b , n ) :
66 I =Exact ( a , b ) ;
67 p r i n t ( " | Exact i n t e g r a l : " "%0.12 f " % I , " | " )
68 S =Rectangle ( a , b , n ) ;
69 p r i n t ( " ���������������������������������������������������� " ) ;
70 p r i n t ( " | Rectangle : " "%0.12 f " % S , " | e r r e u r =""%0.12 f " % abs ( I � S) , " | " ) ;
71 S =Mi l ieu ( a , b , n ) ;
72 p r i n t ( " | M i l ieu : ""%0.12 f " % S , " | e r r e u r =""%0.12 f " % abs ( I � S) , " | " ) ;
73 S =Trapeze ( a , b , n ) ;
74 p r i n t ( " | Trapeze : ""%0.7 f " % S , " | e r r e u r =""%0.12 f " % abs ( I � S) ) ;
75 S =Simpson ( a , b , n ) ;
76 p r i n t ( " | Simpson : ""%0.12 f " %S , " | e r r e u r =""%0.12 f " % abs ( I � S) , " | " ) ;
77 S =Montecar lo ( a , b , n ) ;
78 p r i n t ( " | Monte c a r l o : ""%0.12 f " % S , " | e r r e u r =""%0.12 f " % abs ( I � S) , " | " ) ;
79 I n t e g r a l (0 ,1 ,10000)

Code Listing 3.7 � Comparaisons dimension 1

Dimension 2
1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """
3 Created on Wed May 15 1 1 :48 :48 2019
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4

5 @author : Abekhti .A
6 """
7

8 import random
9 import sympy

10 x , y=sympy . symbols ( ’ x y ’ )
11 def f ( x , y ) :
12 re tu rn x � y+y �� 2+1
13 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Rectang les� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
14 def Rectangle_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) :
15 S=0;
16 f o r i in range ( nx ) :
17 f o r j in range ( ny ) :
18 x1=a+i � (b� a ) /nx ;
19 x2=c+j � (d� c ) /ny ;
20 S=S+f ( x1 , x2 ) ;
21 S=((b � a ) /nx ) � ( ( d� c ) /ny ) � S ;
22 re tu rn S ;
23 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Point m i l i eux � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
24 def Mi l ieu_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) :
25 S=0;
26 f o r i in range ( nx ) :
27 f o r j in range ( ny ) :
28 x1=a+i � (b� a ) /nx ;
29 y1=a+( i +1) � (b� a ) /nx ;
30 m1=(x1+y1 ) /2 ;
31 x2=c+j � (d� c ) /ny ;
32 y2=c+( j +1) � (d� c ) /ny ;
33 m2=(x2+y2 ) /2 ;
34 S=S+f (m1,m2) ;
35 S=((b � a ) /nx ) � ( ( d� c ) /ny ) � S ;
36 re tu rn S
37

38 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Trapezes� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
39 def Trapeze_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) :
40 S=0;
41 f o r i in range ( nx ) :
42 x1=a+i � (b� a ) /nx ;
43 y1=a+( i +1) � (b� a ) /nx ;
44 f o r j in range ( ny ) :
45 x2=a+j � (d� c ) /ny ;
46 y2=a+( j +1) � (d� c ) /ny ;
47 S=S+f ( x1 , x2 )+f ( y1 , y2 ) ;
48 S=((b � a ) /(2 � nx ) ) � ( ( d� c ) /(2 � ny ) ) � S ;
49 re tu rn S ;
50

51

52 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Simpson� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
53 def Simpson_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) :
54 S=0;
55 f o r i in range ( nx ) :
56 f o r j in range ( ny ) :
57 x1=a+i � (b� a ) /nx ;
58 y1=a+( i +1) � (b� a ) /nx ;
59 z1=(x1+y1 ) /2 ;
60 x2=c+j � (d� c ) /ny ;
61 y2=c+( j +1) � (d� c ) /ny ;
62 z2=(x2+y2 ) /2 ;
63 S=S+f ( x1 , x2 )+4 � f ( z1 , z2 )+f ( y1 , y2 ) ;
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64 S=((b � a ) /(6 � nx ) ) � ( ( d� c ) / ( ny ) ) � S ;
65 re tu rn S ;
66

67 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Monte� Carlo � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
68 def Montecarlo_double1 ( f , a , b , c , d , nx ) :
69 S=0;
70 f o r i in range ( nx ) :
71 x=random . uniform ( a , b )
72 y=random . uniform ( c , d ) ;
73 S=S+f (x , y ) ;
74 S=(((b � a ) � (d� c ) ) / ( nx ) ) � S ;
75 re tu rn S ;
76 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Comparaison� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
77 def I n t e g r a l ( a , b , c , d , nx , ny ) :
78 I_expected =sympy . i n t e g r a t e ( f ( x , y ) , ( x , a , b ) , ( y , c , d ) )
79 p r i n t ( " | I_expected : " "%0.12 f " % I_expected ) ;
80 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
81 p r i n t ( " ���������������������������������������������������� " ) ;
82 I_computed1 =Rectangle_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) ;
83 p r i n t ( " | Rectangle_double1 : " "%0.12 f " % I_computed1 , " | e r r e u r =""%0.12 f "

% abs ( I_expected� I_computed1 ) , " | " ) ;
84 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
85 I_computed2 =Mil ieu_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) ;
86 p r i n t ( " | Mi l ieu_double1 : " "%0.12 f " % I_computed2 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed2 ) , " | " ) ;
87 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
88 I_computed3 =Trapeze_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) ;
89 p r i n t ( " | Trapeze_double1 : " "%0.12 f " % I_computed3 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed3 ) , " | " ) ;
90 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
91 I_computed4 =Simpson_double1 ( f , a , b , c , d , nx , ny ) ;
92 p r i n t ( " | Simpson_double1 : " "%0.12 f " % I_computed4 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed4 ) , " | " ) ;
93 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
94 I_computed5 =Montecarlo_double1 ( f , a , b , c , d , nx ) ;
95 p r i n t ( " | Montecarlo_double1 : " "%0.12 f " % I_computed5 , " | e r r e u r =""%0.12 f "

% abs ( I_expected� I_computed5 ) , " | " ) ;
96 I n t e g r a l (1 ,2 ,0 ,3 ,10000 ,20000)

Code Listing 3.8 � Comparaisons dimension 2

Dimension 3
1 # ��� coding : ut f � 8 ���
2 """
3 Created on Wed May 15 1 9 :24 :13 2019
4

5 @author : Abekhti .A
6 """
7

8 import random
9 import sympy

10 x , y , z=sympy . symbols ( ’ x y z ’ )
11 def g (x , y , z ) :
12 re tu rn z � sympy . exp ( x�� 2+y � � 2)
13 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Rectang les� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
14 def Rec tang le_ t r i p le1 ( g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) :
15 S=0;
16 f o r i in range ( n1 ) :
17 f o r j in range ( n2 ) :
18 f o r k in range ( n3 ) :
19 x=a+i � (b� a ) /n1 ;
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20 y=c+j � (d� c ) /n2 ;
21 z=e+k � ( f � e ) /n3 ;
22 S=S+g (x , y , z ) ;
23 S=((b � a ) /n1 ) � ( ( d� c ) /n2 ) � ( ( f � e ) /n3 ) � S ;
24 re tu rn S ;
25 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Trapezes� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
26 def Trapeze_t r ip le1 ( g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) :
27 S=0;
28 f o r i in range ( n1 ) :
29 x1=a+i � (b� a ) /n1 ;
30 y1=a+( i +1) � (b� a ) /n1 ;
31 f o r j in range ( n2 ) :
32 x2=c+j � (d� c ) /n2 ;
33 y2=c+( j +1) � (d� c ) /n2 ;
34 f o r k in range ( n3 ) :
35 x3=e+k � ( f � e ) /n3 ;
36 y3=e+(k+1) � ( f � e ) /n3 ;
37 S=S+g ( x1 , x2 , x3 )+g ( y1 , y2 , y3 ) ;
38 S=((b � a ) /(2 � n1 ) ) � ( ( d� c ) / ( n2 ) ) � ( ( f � e ) /( n3 ) ) � S ;
39 re tu rn S ;
40 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Simpson� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
41 def Simpson_tr ip le1 ( g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) :
42 S=0;
43 f o r i in range ( n1 ) :
44 x1=a+i � (b� a ) /n1 ;
45 y1=a+( i +1) � (b� a ) /n1 ;
46 z1=(x1+y1 ) /2 ;
47 f o r j in range ( n2 ) :
48 x2=c+j � (d� c ) /n2 ;
49 y2=c+( j +1) � (d� c ) /n2 ;
50 z2=(x2+y2 ) /2 ;
51 f o r k in range ( n3 ) :
52 x3=e+k � ( f � e ) /n3 ;
53 y3=e+(k+1) � ( f � e ) /n3 ;
54 z3=(x3+y3 ) /2 ;
55 S=S+g ( x1 , x2 , x3 )+4 � g ( z1 , z2 , z3 )+g ( y1 , y2 , y3 ) ;
56 S=((b � a ) /(6 � n1 ) ) � ( ( d� c ) / ( n2 ) ) � ( ( f � e ) /( n3 ) ) � S ;
57 re tu rn S ;
58

59 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � methode de Point m i l i eux � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
60 def M i l i eu_ t r i p l e1 ( g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) :
61 S=0;
62 f o r i in range ( n1 ) :
63 x1=a+i � (b� a ) /n1 ;
64 y1=a+( i +1) � (b� a ) /n1 ;
65 m1=(x1+y1 ) /2 ;
66 f o r j in range ( n2 ) :
67 x2=c+j � (d� c ) /n2 ;
68 y2=c+( j +1) � (d� c ) /n2 ;
69 m2=(x2+y2 ) /2 ;
70 f o r k in range ( n3 ) :
71 x3=e+k � ( f � e ) /n3 ;
72 y3=e+(k+1) � ( f � e ) /n3 ;
73 m3=(x3+y3 ) /2 ;
74 S=S+g (m1,m2,m3) ;
75 S=((b � a ) /n1 ) � ( ( d� c ) /n2 ) � ( ( f � e ) /n3 ) � S ;
76 re tu rn S
77 # � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Methode de Monte� Carlo � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
78 def Montecar lo_ t r ip le1 ( g , a , b , c , d , e , f , n1 ) :
79 S=0;
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80 f o r i in range ( n1 ) :
81 x=random . uniform (a , b )
82 y=random . uniform ( c , d ) ;
83 z=random . uniform ( e , f ) ;
84 S=S+g (x , y , z ) ;
85 S=(((b � a ) � (d� c ) � ( f � e ) ) / ( n1 ) ) � S ;
86 re tu rn S ;
87

88 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Comparaison� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
89 def I n t e g r a l ( a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) :
90 I_expected =sympy . i n t e g r a t e ( g (x , y , z ) , ( x , a , b ) , ( y , c , d ) , ( z , e , f ) )
91 p r i n t ( " | I_expected : " "%0.12 f " % I_expected ) ;
92 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
93 p r i n t ( " ���������������������������������������������������� " ) ;
94 I_computed1 =Rec tang le_ t r i p le1 (g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) ;
95 p r i n t ( " | Rec tang le_ t r ip le1 : " "%0.12 f " % I_computed1 , " | e r r e u r =""%0.12 f "

% abs ( I_expected� I_computed1 ) , " | " ) ;
96 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
97 I_computed2 =Mi l i eu_ t r i p l e1 (g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) ;
98 p r i n t ( " | M i l i eu_ t r i p l e1 : " "%0.12 f " % I_computed2 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed2 ) , " | " ) ;
99 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

100 I_computed3 =Trapeze_t r ip le1 (g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) ;
101 p r i n t ( " | Trapeze_t r ip le1 : " "%0.12 f " % I_computed3 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed3 ) , " | " ) ;
102 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
103 I_computed4 =Simpson_tr ip le1 (g , a , b , c , d , e , f , n1 , n2 , n3 ) ;
104 p r i n t ( " | S impson_tr ip le1 : " "%0.12 f " % I_computed4 , " | e r r e u r =""%0.12 f " %

abs ( I_expected� I_computed4 ) , " | " ) ;
105 # �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
106 I_computed5 =Montecar lo_ t r ip le1 (g , a , b , c , d , e , f , n1 ) ;
107 p r i n t ( " | Montecar lo_ t r ip le1 : " "%0.12 f " % I_computed5 , " | e r r e u r =""%0.12 f "

% abs ( I_expected� I_computed5 ) , " | " ) ;
108 I n t e g r a l ( 0 , 1 , 0 , 1 , 0 , 1 ,5 , 3 , 1 )

Code Listing 3.9 � Comparaisons dimension 3
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