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Introduction

Ce mémoire est consacré a la présentation des résultats d’existence de solutions des
équations et inclusions différentielles semi-linéaire avec retard. Des résultats sur le com-
portement des solutions sont également donnés. Ces résultats font 'objet des travaux [2]

et [3].

Les problemes considérés dans ce travail apparaissent dans divers modeles mathéma-
tiques pour décrire des phénomenes de physique, mécanique, biologie et autres domaines,

et nous renvoyons le lecteur aux monographies [13, 14, 15, 16, 18, 27, 28] .

Ce mémoire se compose de deux chapitres, le premier chapitre nous donnons les défi-
nitions et les notions générales sur les systemes d’évolution, et le deuxieme chapitre nous

prouvons l’existence de solutions faibles au probleme
y'(t) — Ay(t) = f(tye), te€J:=][0,00] (1)

=0, y(0)=7 (2)
et I'attractivité des solutions faibles, et aprés nous donnons l’existence de solutions faibles
du probléme

y'(t) — At)y(t) € F(t,y), teJ:=]0,00)
Yo =&,y (0) =7

et montrons attractivité de la solution faible.

(3)



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques notions topologiques

Définition 1.1. (Espaces métriques)

Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d: XxX — R,
(r,y) = d(z,y)

possédant, pour tous x, y, z € X, les propriétés suivantes :
1) d(z,y) =0<=z =y;
2) d(x,y) = d(y,z);
3) d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X, d).

Le nombre réel positif d(x,y) est appelé la distance entre x et y dans X.
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Définition 1.2. (Espace vectoriels normés)
Soit X un espace vectoriel sur le corps K = (R ou C). On appelle norme sur espace

vectoriel X toute fonction, notée x — ||z||, possédant les propriétés suivantes :

1) posivité : pour tout x € X ||z|| # 0, pour = # 0, ||0]| = 0;

2) transformation par les homothéties : VA € K, Vo € X, || Az| = |A|||z] ;

3) inégalité triangulaire : Va,y € X, ||z + y|| < [|z|| + ||yl|-

Si X est muni d’une telle norme, on I'appelle espace vectoriel normé.

Notation 1.1. On note par :

1. B(a,r) : la boule ouverte de centre a et de rayon 7.

2. B(a,r) : la boule fermée de centre a et de rayon r.
Proposition 1.1. [8] L’ensemble de parties Ty défini par
T.={0C X |VzxeO,3B(z,r,) C O}
est une topologie sur X.

Définition 1.3. (La métrique associée a la norme)
Soit E un espace vectoriel, 'application d : (z,y) — || — y|| est une métrique sur F
invariante par translation (c’est-a-dire d(z + a,y + a) = d(z,y)).

On dit que d est la métrique associée a la norme.

Remarque 1.1. On supposera toujours qu'un espace vectoriel normé est muni de cette

métrique et de la topologie associée.
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Définition 1.4. (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c¢’est-a-dire si toute suite de
Cauchy dans X est convergente (par rapport a la topologie définie par la distance associée

a la norme).

Définition 1.5. (Espaces topologiques métrisables)

Un espace topologique (X, 7)) est dit métrisables s’il existe une métrique d sur X telle

que T =T,

Définition 1.6. On dit qu'un espace métrique X est séparable s’il existe un sous-ensemble

D C X dénombrable et dense.

Définition 1.7. (Application équicontinue)
Soient X, Y deux espace vectoriel normé et F' C C(X,Y).

F est dite équicontinue si pour toute f € F':
Vee X,Ve> 0,36 >0: |z —yl| <d=|f(z) - fy)l <e.
Si X est compact, F' est uniformément équicontinue, pour toute f € F' :

Ve>0,30 >0,Vo,y e X : [z —y|| <d = || f(z) — f(y)]| <e.

Théoréme 1.1 (Banach-Picard [9]). Soit (X,d) un espace métrique complet et f :
X — X une application contractante, c’est-a-dire dans laquelle il existe 0 < k < 1 de

sorte que

Yo,y € X, d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

Alors f a un unique point fixe.

Définition 1.8. (Opérateur fermé)
Soient E et F' deux espaces de Banach, un opérateur de E dans F' est dit fermé si son

graphe est un sous-espace fermé de F x F'.

Définition 1.9. (Opérateurs linéaires fermés)

Soit X et Y des espaces de Banach. Un opérateur linéaire A avec un domaine D(A) C X
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et 'image ImA C Y, est appelé opérateur fermé s’il a la propriété que chaque fois que
(x,) est une suite dans D(A) satisfaisant z,, — x dans X et Az, — y € Y, alors
r € D(A) et Az =y.

Proposition 1.2. L’opérateur A est fermé si et seulement si son graphe
Graph(A) = {(z, Az) | z € D(A)}
est un sous-espace fermé de X x Y avec la norme ||(z,y)|| = ||| + ||ly||-

Pour plus de détails voir [5], [10], [21], [23], et [25].

1.2 Notions de mesure

Définition 1.10. (Tribu)
Une famille non vide 7 de parties de E est une tribu sur E lorsqu’elle vérifie les trois

conditions suivantes :

i) E€T;

ii) si A€ T alors A= E\A € T (stabilité par passage au complémentaire) ;

iii) si (An)nen est une suite d’éléments de T, alors U,eny An € T (c’est-a-dire T est

stable par réunion dénombrable).

On déduit de la définition 1.10 les propriétés élémentaires suivantes :

iv) 0 eT;

v) T est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire. si (A,)nenest une suite

d’éléments de T, alors N,eny An € T ;
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vi) si Aet Be€ T alors AAB=ANB°eT et AAB=(AUB)\(ANB)eT.

Définition 1.11. (Espace mesurable)
Si T est une tribu de E, les éléments de T sont dits 7 - mesurable (au mesurables quand

il n’ya pas de risque de confusion) et le couple (E,7T) est appelé espace mesurable.

Proposition 1.3. [7] Soit I un ensemble quelconque d’indice et soit (7;);e; une famille
de tribus sur E. Alors

bigcap;erT; est une tribu sur E.

Proposition 1.4. [7] Soit 6 une famille de parties de E. il existe une plus petite tribu (au
sens de I'inclusion) sur E contenant §, c’est I'intersection de toutes les tribus contenant
d. On T'appelle tribu engendrée par § et on la note og(d) (ou simplement o(§) quand il
n’y a pas de risque de confusion).

On dit aussi que ¢ est un sous-ensemble générateur de la tribu og(6).

Si I’ensemble E possede une structure topologique, la notion de tribu engendrée permet

de définir la plus petite tribu adaptée a cette structure.

Définition 1.12. (Tribu borélienne)

1. Soit F un espace métrique (plus généralement topologique) et O la famille des
ouverts de E. On appelle tribu du Borel ou tribu borélienne et on la note B(F) la

tribu engendrée par la famille O. Autrement dit,
2. On appelle borélien de E tout élément de la tribu B(E).

Remarque 1.2. La tribu borélienne B(E) est également engendrée par la famille F des

parties fermées de E.

Définition 1.13. (Applications mesurables)
Soient (E,7) et (E',T") deux espaces mesurables et soit f une application de E dans E’.
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1. Tapplication f est dite (7,7") - mesurable si f~1(77) C T, c’est-a-dire. pour tout
A’ c T/7 ffl(A/) C 7—

2. Si T et T’ sont les tribus de Borel respectives de F et E’ espaces métriques (plus

généralement topologiques), on dit encore que f est borélienne.

Définition 1.14. (Mesure positive)

1. On appelle mesure positive sur 1'espace mesurable (E,7T) toute application p de

T dans [0, +oo] vérifiant :

i) p(0) =0;

ii) Pour toute suite (A4,),>0 d’éléments de 7 deux a deux disjoints, on a

u(U An> =3 (A

n=0

cette propriété est appelée o - additivité de p et p est dit o - additive.

2. On dit que le triple (E, 7T, ) est un espace mesuré.

Définition 1.15. 1. Une mesure p est dite finie ou bornée si u(E) < 400.

2. Une mesure p est dite o - finie s’il existe une suite (A, ) ey d’éléments de T vérifiant

E = U,en An et, pour tout n € N, (4,) < +00

1.3 Intégrales de Bochner

Soit (X, ||.]]) un espace de Banach complexe.

Définition 1.16. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f :]a,b[— X.

10
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1. f est dite étagée si pour tout = €]a, b il existe une famille finie (x;);c; d’éléments

de X et une famille finie (A;);c; de parties mesurables de |a, b| vérifiant

UiEIAi :] aab[7
VZ,j S I,’L #],AZHA] - @,

telles que

flz) = inﬂAw

iel
ou I4, est la fonction caractéristique de A;.
2. f est dite Bochner-mesurable, c¢’est-a-dire. mesurable au sens de Bochner, s’il existe
une suite (f,)nen de fonctions étagées telle que

lim f,(z) = f(z) p.p.x€la,bl.

n——+0o0
3. f est dite Bochner-intégrable, c’est-a-dire. intégrable au sens de Bochner, s’il existe
une suite de fonctions (f,,)n,en convergeant vers f presque partout et telle que

tm_ [ 1fale) — 7 dw = 0.

n—-+o0o

La proposition suivante donne un lien entre l'intégrale de Bochner et l'intégrale de Le-

besgue.

Proposition 1.5. [22] Soient a et b deux réels tels que a < b et f :la,b[— X une
fonction Bochner-mesurable.
Alors f est Bochner-intégrable si et seulement si I'application x €]a,b[— ||f(x)|| est

Lebesgue-intégrable.

Remarque 1.3. La Proposition 1.5 implique que les propriétés des intégrales de Lebesgue

sont valables pour les intégrales de Bochner. De plus on a

[ f@ye| < [l5@)a

11
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1.4 Quelques notions de semi-groupe

Définition 1.17. Soit X un espace de Banach. Une famille & un parametre 7'(t), 0 < ¢t <
00, des opérateurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe d’opérateurs linéaires

bornés sur X si
i) T(0) = I, (I est I'opérateur d’identité sur X).

ii) T(t+ s) = T(t)T'(s) pour tout t,s > 0 (la propriété semi-groupe).

Définition 1.18. Un semi-groupe T'(t) est uniformément continu si

lim |7(t) — 7(0) | ey = 0,

t—0t

ou

Jim [7(8) = T(6) ) =0

Définition 1.19. On dit que le semi-groupe {T'(¢);>0} est fortement continu (ou bien un
Cy semi-groupe) si, pour chaque x € F, 'application t — T'(t)(z) est fortement continue,
c’est-a-dire

lim T(t)r =z, Vx€E.

t—0+
Définition 1.20. Soit 7'(¢) un Cy semi-groupe défini sur E. Le générateur infinitésimal
A de T'(t) est Popérateur linéaire défini par
T(t —-T(0
A) — 1 7O =T

t—0+ t

., pour x € D(A),

ou

T _
D(A) = {x € E: lim W existe dans E} .

t—0t

1.5 Systemes d’évolution

Soit X un espace de Banach. Pour chaque ¢,0 <t < T, soit A(t) : D(A(t)) C X — X
un opérateur linéaire dans X et soit f(¢) une fonction & valeur sur X. On considére le

probleme :

= A(t)u(t) + f(t) for s<t<T (1.1)

12
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Le probleme de la valeur initiale (1.1) est appelé un probléme d’évolution. Une fonction
u : [s,T] — X est une solution classique de (1.1) si u est continue sur [s,T], u(t) €
D(A(t)) pour s <t < T, u est continument différentiable sur s <t < T et satisfait (1.1).
Dans le cas ot A(t) = A indépendant de ¢. La solution du probléme non-homogene peut
étre trouver par la méthode de la variation de la constante a partir de la solution du

probléme homogene.

t
ult) = T(t = syu(s) + [ T(t = 7)f(r)dr (12
ou T'(t)z est la solution du probléme de la valeur initiale
du(t
Z§>::AU@L w(0) = z. (1.3)

Lorsque A(t) dépend de t, on considere le probleme de la valuer initiale homogene :

du(t)
dt
u(s) =z

= A(t)u(t) 0<s<t<T (1.4)

Afin d’avoir une idée du comportement des solutions de (1.4), nous considérons d’abord
le cas simple ou pour 0 < ¢ < T, A(t) est un opérateur linéaire borné sur X et t — A(t)

est continu dans la topologie uniforme de I'opérateur. Pour ce cas, nous avons :

Théoréme 1.2. [24] Soit X un espace de Banach et pour chaquet, 0 <t < T, A(t) est un
opérateur linéaire borné sur X. Si 'application t — A(t) est continue dans la topologie
uniforme de I'opérateur, alors pour chaque xz € X le probléme de la valeur initiale (1.4)

a une solution classique unique u.

Preuve En utilisant la méthode des itérations de Picard. Soit o = maxg<;<7 ||A(t)|] et

on définit une application S de C([s,T] : X) en lui-méme par
t
(Su)(t) =z + [ A(r)u(r)dr (1.5)
En note ||u||o = maxo<i<r ||u(t)]], il est facile de vérifier que

|ISu(t) — Sv(t)|| < alt —s)[|[u —v||o, s<t<T. (1.6)

a(t—s)"

15" u(t) — SOl < —

[u = vlloo, s<t<T,

13
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et donc,
a™(T — s)™

87— 8]l < S

[ = vllcc

a™(T — s)"
n!
contraction de Banach, S a un point fixe unique v dans C([s,T] : X) pour lequel

Pour n assez grand < 1 et par une généralisation bien connue du principe de

ult) =z + /: A(F)u(r)dr (1.7)

Puisque u est continu, le coté droit de (1.7) est différentiable. Ainsi u est différentiable
et sa dérivée, obtenue en différenciant (1.7), vérifie u'(t) = A(t)u(t). Donc, u est une
solution du probleme de la valeur initiale (1.4). Puisque chaque solution de (1.4) est aussi

une solution de (1.7), la solution de (1.7) est unique. O

On définit 1 ’«opérateur de solution» du probléme de valeur initiale (1.4) par
U(t,s)r =u(t) pour 0<s<t<T (1.8)

ou u est la solution de (1.4). U(t, s) est une famille d’opérateurs a deux parametres. De
I'unicité de la solution du probleme de la valeur initiale (1.4), il s’ensuite facilement que
si A(t) = A est indépendant de t alors U(t, s) = U(t — s) et la famille d’opérateurs a deux
parametres se réduit a la famille de parameétres U(t), t > 0, qui est bien siir le semi-groupe
généré par A. Les principales propriétés de U(t, s), dans notre cas particulier ou A(t) est
un opérateur linéaire borné sur X pour 0 < t < T et t — A(t) est continue dans la

topologie uniforme de 'opérateur, sont données dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.3. [24] Pour chaque 0 < s <t < T, U(t, s) est un opérateur linéaire borné
et

i) 09l < exp ([ AT 7).
ii) U(t,t) =1,U(t,s) =U(t,r)U(r,s) pour 0 < s <r <t <T.

iii) (¢,s) — U(t, s) est continue dans la topologie de I'opération uniforme pour 0 <

s<t<T.

iv) oU(t,s)/ot = A(t)U(t,s) pour 0 < s <t <T.

14
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v) 0U(t,s)/0s = —U(t,s)A(s) pour 0 < s <t <T

Dans ce qui suit, soit { A(t),t > 0} une famille d’opérateurs linéaires fermés sur I’espace de
Banach E avec le domaine D(A(t)) qui est dense dans E et indépendant de t. ’existence
de solutions au probleme(2.1)-(2.2) est liée a I'existence d’un opérateur d’évolution U (t,s)

pour le probleme homogene
y'(t) = Ay(t), te (1.9)
Ce concept d’opérateur d’évolution a été développé par Kozak [19].

Définition 1.21. Une famille d’opérateurs bornés U(t, s) : E — E.(t,s) € A = {(t,s) €
J x J : s < t}, est appelée opérateur d’évolution de I’équation (1.9) si les conditions

suivantes sont vérifiées.

(D) Pour tout x € E 'application (t,s) — U(t,s)z est continuement dérivable et :
(a) pour tout t € JU(t,t) =0;

(b) pour tous (¢,s) € A et pour tout = € F, gtL{(t’ s)r| =uxet aal/{(t, s)x| =
t=s s

—X.

(Ds) Pour tous (t,s) € A si x € D(A(t)), puis ;L{(t,s)x € D(A(t)), la carte
s
(t,s) — U(t, s)x est de classe C?, et :

2

(a) ;522/1(75, s)x = AU, s)x;

2

(b) aaSQZ/{(t, s)x =U(t,s)A(s)x;

2

(c) MU(L s)x| =0.

t=s

15



1. PRELIMINAIRES

, 0 ?
(Ds3) Pou3r tous (t,s) € A si x € D(A(t)), alors gl/{(t,s)x € D(A(t)), MU(L s)x
et MU(L s)x existent, et :
() o U s)e = AW 2, s)e;
s T T A g I
(6) (i, )e = 21, 5)A)
T A

De plus, I'application (¢, s) — A(t)aa(t)l/{(t, s)x est continue.
s

1.6 Application multivoque
Soit (X,d) un espace métrique et Y un sous-ensemble de X. On note
PX)={Y CX:Y #0},

Py(X)={Y C X : Y borné },
Pr(X)={Y C X :Y fermé },

P.,(X)={Y C X :Y compact },

P.,(X)={Y C X :Y convexe },
P.,op(X) = Py (X) N P(X).

Définition 1.22. Une multifonction (ou application multivoque) (ou multiapplication) F’
d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément xz € X
un sous-ensemble F'(z) de Y. On notera F': X — P(Y) (les notations F : X — 2¥ et

F : X —o Y sont aussi utilisées dans la littérature).
Définition 1.23. On appelle graphe de la multi-fonction F', I’ensemble

Graph(F) ={(z,y) e X xY :y € F(z)}.
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F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y. On dira aussi que F' est fermée.
Le graphe d’une multi-fonction joue un role extrémement important, en particulier pour

définir les dérivées des multi-fonctions.

Exemple 1.1.
F:[0,1] — [0,1]
t— F(t) = [t,1]
Graph(F) = {(t,z) € [0,1]*/z € [t,1]} .
Exemple 1.2.

F 0,1 — [0,1]

bos () 0,1] si t# 3
0,1/2] s t= =

Graph(F) ={(t,z) € [0,1] : z € F(t)}
(o) <)o (3 )

Définition 1.24. On appelle image de F' I'union des images F'(x)

Im(F) = |J Fl(z).

zeF

Définition 1.25. Une multifonction F': X — P(Y) est dite
1. compact, si 'image de F'(X) est relativement compacte en Y ;

2. localement compact, si tout point x € X a un voisinage V,, tel que la restriction de

F a 'V, soit compacte.

17



1. PRELIMINAIRES

Définition 1.26. Si X et Y sont des ensembles, F': X — 2\ {(} une multifonction et
ACY :

(a) I'image inverse faible de A est
F(A={zreX : Flx)NA#0},
(b) I'image inverse forte de A est

Ft(A)={re X:F(z) C A}.

1.7 Multifonctions mesurables

Soient (£2,Y") est un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable et F' :

? — P(X) une multifonction.

Définition 1.27. F est dite :

(a) Fortement mesurable si pour tout C' C X fermé, on a
F(C) = {weQ: Fo)nC A0} e Y,
(b) Mesurable si pour tout U C X ouvert, on a
F(U)={weQ:FlwynU#0}e)d_,
(c) "K-mesurable' si pour tout K C X compact, on a
P(K) = {w e Q: F@)NK A} e Y,
(d) A graphe mesurable si
GraphF = {(w,z) € A x X 1z € F(w)} € > xB(X),

ou B(X) o-algebre générée par la famille de tous les ensembles ouverts a partir de

X.

Proposition 1.6. [26] Si F': Q — P(X) est fortement mesurable, alors F(.) est mesu-

rable.
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Preuve Soit U C X ouvert. Rappelons que dans un espace métrisable, tout ensemble
ouvert dans un ensemble F,-ensemble (c’est-a-dire union dénombrable d’ensembles fer-
més). Donc U = U,»1C,,, ¢, € X fermé n > 1.
On a

F~(U) = F(Up>1Cy) = Upsa F(Cy) € Y.

Donc F(.) est mesurable.

Proposition 1.7. [26] Si F' : Q@ — P(X) est mesurable si et seulement si pour tout
x € X, l'application

w— d(z, F(w)) =inf {d (z,2') : 2’ € F(w)}
a valeurs dans R, = RU {oo}— est mesurable.

Proposition 1.8. [26] Si F': Q@ — P(X) est mesurable, F'(.) est a un graphe mesurable.

Rappelant que pour U C X ouvert on a ANU # () si et seulement si ANU # (), on a

immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.9. [26] Si F' : Q — P(X) est mesurable si et seulement si F(.) est me-

surable.

Comme c’était le cas dans notre étude topologique des multifonctions, la situation se

simplifie considérablement avec les multifonctions a valeurs compactes.

Proposition 1.10. [26] Si F': Q — P.,(X), alors F est fortement mesurable si et seule-

ment si elle est mesurable.
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1.8 Meétrique de Hausdorff

Définition 1.28. Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de X.
Soit A, B € P(X), considérons

Hy: P(X) x P(X) — R, U{cc}

la distance de Hausdorff entre A et B donnée par :

Hy(A, B) = max {Sup d(a, B),supd(A, b)} ,

acA beB
ou

d(a, B) = inf{d(a,b) : b € B},
et
d(A,b) = inf{d(a,b) : a € A}.
Alors, (P, s(X), Hy) est un espace métrique et (Pr(X), Hy) est un espace métrique géné-

ralisé (complet).

Définition 1.29. (Version locale) Soit F': X — P(Y') une application multivoque.

(a) F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en zo € X si pour tout ouvert U
de Y avec F (xy) C U il existe un ouvert V' de ¢ tel que pour tout x € V', on a

que F(z) CU.

(b) F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point zy € X si l'ensemble

{r € X : F(x)NU # 0} est ouvert pour tout ouvert U € Y.

Proposition 1.11. [11] Soit F : X — P(Y) une application multivoque telle que
F(X) C K et le graphe de F est fermé, ou K est un ensemble compact. Alors F' est

semi-continu supérieurement.

Définition 1.30. Soit E un espace de Banach. Une application multivoque F': J X E —
E est dite L' - Carathéodory si
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i) t —> F(t,y) est mesurable pour tout y € F,

ii) y — F(t,y) est semi-continu supérieurement pour presque chaque t € J,

iii) pour tout p > 0, il existe ¢, € L*(J, Ry) tel que
|F(t,y)llp < ,(t), pour tout |y| < p et presque chaque t € J,

tel que |[F(¢,y)llp = sup{|f]: f € F(t,y)}.

Définition 1.31. Soit X, Y des ensembles non vides et F': X — P(Y). L’application
univoque f : X — Y est appelé une sélection de F' si et seulement si f(x) € F(z), pour

chaque x € X. L’ensemble de toutes les sélection de F' est noté Sg.

Définition 1.32. (sélection mesurable)
Soit (€2, 3) est un espace mesurable et (X,d) un espace métrique séparable.

F(.) est dit mesurable si pour tout U C X ouvert, on a
F(U)={weQ:Flw)nU #0} € X.

Lemme 1.1. (Lasota and Opial [20]) Soit E un espace de Banach et I intervalle fermé
borné, et F' une application multivoque L'-Caratheodory a valeurs convexes compactes,

et soit L : L'(I, E) — C(J, E) une application linéaire continue. Alors l'opérateur
LoSp:C(I,E)— P.,.(C((I,E)),
est un opérateur a graphe fermé dans C(I1,E) x C(1,E).

Lemme 1.2. [11] Soit X un espace métrique séparable. Alors toute application multi-

voque mesurable F' : X — P;(X) a une sélection mesurable.

Définition 1.33. Soit T': X — P(X) une application multivoque. Un élément z € X
est dit un point fixe de T si x € T(z).
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1.9 Théoremes importants

Le critere de compacité suivant dans C'(R,,E) est particulierement utile.

Lemme 1.3. ([6] [Corduneanu]) Soit C' C BC(R,E) un ensemble satisfaisant les condi-

tions suivantes :
i) C est borné en BC(RFE) ;
ii) les fonctions appartenant a C' sont équicontinues sur tout intervalle compact de R ;

iii) I'ensemble C(t) := {y(t) : y € C} est relativement compact sur tout intervalle

compact de R ;

iv) les fonctions de C' sont équiconvergentes, c’est-a-dire que, étant donné ¢ > 0, il
correspond T'(g) > 0 tel que |y(t) —y(+00)| < € pour tout t > T'(¢) et y € C. Alors
C' est relativement compact en BC(R,E).

Lemme 1.4. [29] Soit C' un sous-ensemble borné convexe fermé non vide d’un espace de

Banach E. Alors toute application continue et compacte T’ : C' — C' a un point fixe.

Lemme 1.5. (Bohnenblust-Karlin [4]) Soit E un espace de Banach et D € Py .(FE).
Supposons que I'opérateur T' : D — Py, (D) est semi-continu supérieurement et que

I'ensemble T'(D) est relativement compact dans E. Alors T a un point fixe dans D.
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Chapitre 2

Existence et attractivité des solutions d’une

équation et inclusion d’évolution du second

ordre avec un retard infini

2.1 Equation d’évolution du seconde ordre

Nous considérons 'existence et 'attractivité de solutions faibles de 1’équation d’évo-

lution du second ordre
y'(t) = Al)y(t) = f(ty), teJ:=][0,00] (2.1)

vo=1¢, ¥ (0)=7 (2.2)

ou (E,|.|) un espace de Banach réel, {A(t)}o<t<too €st une famille d’opérateurs linéaires
fermés de E dans E qui génerent un systeme d’évolution des opérateurs {U(t,s)}(,s)cixs
pour 0 < s <t < 400, f:JxB — FE est une fonction de Carathéodory, B est un espace
de phase abstrait a spécifier ultérieurement, y € F, et ¢ € B.

Pour toute fonction continue y et toute t > 0, nous désignons par y; I’élément de B défini
par y:(0) = y(t + 6) pour 0 €] — 00,0]. Ici, y:(.) représente I'histoire de 'état jusqu’a
I'instant présent ¢. On suppose que les histoires y; appartiennent a B.

Soit E' un espace de Banach avec la norme |.| et soit BC(J, E) I'espace de Banach de
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toutes les fonctions bornées et continues y de J dans F muni de la norme suivante :

lyll = sup |y (#)]
teJ

Soit X 'espace défini par
X={y:R— E|y,eBC(JE) ety € B}

ou y; est la restriction de y sur J
Nous utiliserons une définition axiomatique de ’espace de phase B introduite par Hale
et Kato dans [12] et suivrons la terminologie utilisée dans [17]. Ainsi, (B, ||.||s) sera un

espace vectoriel normé de fonctions de |—o00, 0] dans E, et satisfaisant les axiomes suivants :

Al) Siy:] —o00,b[— E, b > 0 une fonction continue sur [0,b] et yo € B, alors pour

tout t € [0, b[ les conditions suivants sont vérifiées :
i) vy €B
ii) Il existe H > 0 tel que |y(t)| < H||ly||5

iii) Il existe deux fonctions K(-), M(-) : J — BT indépendant de y(t) avec K

continue et M localement bornée tel que

1yells < K () sup{ly(s)] : 0 < s <t} + M(t)][yolls

posons K, = sup{K(t) :t € [0,b]} et M, =sup{M(t) :t € [0,b]}
A2) y; € B est une fonction continue sur [0, b]

A3) L’espace B est complet.

Remarque 2.1.
1. La condition (i7) dans (A1) est équivalente a |p(0)| < H||¢||z pour tout ¢ € B.

2. Puisque || - ||z est une semi-norme, donc pour deux éléments ¢,1) € B on peut

vérifier que ||¢ — ¢|| = 0 pas nécessairement ¢(6) = 1)(#) pour tout 6 <0

3. D’apres (i7), pour tout ¢, 1) € B telles que ||¢ — || = 0, ¢a implique nécessairement
que ¢(0) = (0).
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Remarque 2.2. Dans la suite, nous supposons que K et M sont bornés sur J et
7 = max {sup{mt)}, sup{M<t>}}
teRL teRL

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur, par exemple, au livre de Hino et al [17].

2.1.1 Quelques exemples d’espace de phase

Exemple 2.1. Soient les espaces BC, BUC, C* et C° tels que :
BC Tespace des fonctions continues bornées définies sur R~ dans E';

BUC Tespace des fonctions uniformément continues bornées de R~ dans F.
C>* ={¢pe BC: elim #(0) existe dans E}.
——00

C’={¢ e BC: elim ®»(0#) =0}, muni de la norme uniforme.
——00

9]l = sup{le(0)] - 6 <0}
Nous avons donc les espaces BUC, C™ et C° vérifient les conditions (A1) — (A43). BC

satisfait (A1), (A3) mais (A2) n’est pas satisfaite.

Exemple 2.2. Soient les espaces Cy, UC,, C° et C’g et soit g une fonction continue

positive sur R™, telles que :

Co={peCR,E) : ¢Ez§ est bornée sur R™}.
g
, =10 €y 0112100 M =0}, muni de la norme uniforme.
|9(6)]
ol = sup{—=:60 < 0}.
Joll = sup{ 228 <0 < 0)
On considere la condition suivante sur g :
t+6
(g91) Va>0; supsup{g(+):—oo<9§—t}<—|—oo,
0<t<a 9(0)

alors on a Cy et C7 vérifient (A3). (A1) et (A2) s’obtient si (g1) est satisfaite.
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Exemple 2.3. Soit I'espace C,, pour toute constante réelle v, on considere I'espace fonc-

tionnel
C,={peCR,E): elim e¢(0) existe dans E} muni de la norme.
——00

]l = sup{e™|¢(0)] : 6 < 0},

alors les axiomes (A1) — (A3) sont satisfaits dans C,.

2.2 Résultat principal

Nous commencons par la définition d’une solution faible de notre probleme.

Définition 2.1. Une fonction y € X est appelée une solution faible au probléme (2.1)-

(2.2), si y est continue et

o(t), sit<0
y(t) = )

£ U(1,0)6(0) +L{(t,0)gj+/0tu(t, O (s,90)ds, sited

(2.3)

Pour prouver les résultats, nous introduisons les conditions suivantes.

(Hy) 1l existe une constante M >1etw> 0 telle que
U (t, $)|| 5y < Me“=*) pour toute (t,s) € A.

(H,) 11 existe une constante M > 0 telle que

< M.
B(E)

o

(H3) 1l existe une fonction p € L'(J,R,) telle que
|f(t,u)| < p(t) (JJullg + 1) pour presque tout t € J et tout u € B.

(H4) Pour tout (t,s) € A on a

t
lim [ e 9p(s)ds = 0.

t—+o0 Jo
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Théoréme 2.1. [3] Si les conditions (Hy) — (Hz) sont vérifiées, alors le probléme (2.1)-

(2.2) admet au moins une solution faible.

Preuve On remarque que les points fixes de l'opérateur T : X — X définis par

o(t), sit <0,
T(y)(t) = 0 o _ (2:4)
— 5t 0)9(0) +U(t,0)y+/ Ut,s)f (s,ys)ds, sitel,
0
sont des solutions faible du probleme (2.1)-(2.2).
pour ¢ € B, soit z : R — E la fonction définie par
P(t), sit €] —oo,0]
z(t) = ) o
—%L{(t, 0)e(0) +U(t,0)y siteJ
Alors o = ¢. Pour toute fonction z € X', on pose
y(t) = 2(t) + (1),
Donc y satisfait (2.4) si et seulement si z satisfait zy = 0 et pour tout ¢t € J
¢
2(t) = / UL, s) [ (t, 25 + 25) ds (2.5)
0

Dans la suite, on prend X, 'espace de Banach
Xo={zeX:2 =0}

muni de la norme
2] 2, = sup [2(8)] + [[20l g = sup |2(2)].
teJ ted

Maintenant, on considere 'opérateur L : Xy — Xy donné par
t
Lz(t) = / U(t,s)f (s,2s +x5)ds, pourt e J
0

Le probléeme (2.1) ayant une solution est équivalent a L ayant un point fixe. Pour prouver

que le probleme (2.1) admet une solution, nous commengons par Iestimation suivante.
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Pour tout z € Xy et t € J, on a
2t + zell g <2l 5 + N2l 5

1115

K(t)|z(t)] + K(t) Haasua,()) .

KU, 0) aem gl + M (1) 6]l (2.6)

<22 + Y M||0||5 + ¥ Me |G| + 7]l
<22 + YISl 5(M + 1) + v M|g].

Maintenant, nous allons montrer que 'opérateur L satisfait aux conditions du théoreme

du point fixe de Schauder. U

Etape 1: L est continu.

Soit (2%)ren une suite dans &j telle que 2*¥ — 2z dans Ay ; alors pour tout ¢ € J on obtient
t
|L () (t) = L(2)(t))| S/HUthEU@wﬁw@—fw%+%ﬂw
<]\/[/ ts|f$ Ftay) = fs 2+ a,)| ds.

Ainsi, a partir de la continuité de la fonction f et du théoreme de convergence dominé de
Lebesgue, on obtient

Lz, — Lz|lx, =0 sik— +o0.

Donc L est continu. O

Etape 2: L transforme les ensembles bornés de X, en ensembles bornés.
Soit n > 0 tel que

N (Vo115 (M + 1) + M |5] + 1) |Iplls
1 — M~y||pl| 1

et soit 'ensemble D, = {z € &} : ||z]|x, < n}. Siz € D, d’apres (Hj) et (2.6), on a
t
|M@@|§/HUL$M@LH&%+%N%
<M/ ) (12 + @4l 5 + 1) ds

~ ~ t
< 31 (3l + 160131 + 1) + 01151 + 1) [ e p(s)ds

< M¢|plln <1
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ol
&= yn+)|olls(M + 1) +yM|j| + 1.

Dong, 'opérateur L transforme D, en lui-méme. [l

Etape 3:
L(D,) relativement compact.
Soit D, un sous-ensemble borné de Aj. Pour montrer que L(D,)) est relativement compact,
nous utiliserons le lemme 1.3.
¢ L(D,) est équicontinue.

Soit s,t € [a,b] avec t > s et e € D,,. Ensuite, nous avons

|(L2)(t) = (L2)(s)| =

< [ 0t 7) = U, mp() (2 + o]+ 1) dr

/08(7/{(75,7') —U(s,T))f (T, 2 + x;)dT + /StU(t,T)f(T, 2 +x,)dr

. t
+ 31 [0 pr) (2 + 2.l + 1) dr

De l'inégalité (2.6), on obtient

(L2)(0) = (L)) < & [ Ut 7) = s, Dl (r)dr + 51 [ p(r)ir

Comme U(t,s) est un opérateur compact, et que U'ensemble A, := {(L.z) (t) : z € D, } est
I'image d'un ensemble borné dans E par U(t,s), on voit que A, est pré-compacte dans F.

De plus, pour z € A., on a
t
|L(2)(t) — Le(2)(1)] < /te [, $)l| Bz [ ] (5,25 + x| ds

t
< [ Wt ) lmerp(s) (1 + s+ 1) ds

gt
<EM e =) p(s)ds

t—e
Le c6té droit tend vers zéro lorsque e — 0, donc L.(z) converge uniformément vers L(z),
ce qui implique que D, (t) est pré-compacte dans E.
¢ L est équiconvergent.

Soit z € D ; alors & partir des conditions (H;) — (Hj3) et (2.6), on a

(L2)(0)] < BT [ e p(s)ds,
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et il résulte immédiatement de (Hy) que |(Lz)(t)] — 0 si t — +o0. Dot

lim |(Lz)(t) — (Lz)(+00)| = 0,

t——+o0

ce qui implique que L est équiconvergent.
Par conséquent, d’apres le lemme 1.3, L(D,)) est relativement compact. Par conséquent,
par le lemme 1.4, 'opérateur L a au moins un point fixe qui est solution faible du probleme

(2.1)-(2.2)

2.2.1 Attractivité des solutions

Dans cette section, nous étudions l'attractivité locale des solutions du probleme (2.1)-

(2.2).

Définition 2.2. Les solutions de (2.1) sont localement attractives s’il existe une boule
fermée B (2*,0) dans I'espace & pour un certain z* € X tel que, pour toute solution z
et Z de (2.1)-(2.2) appartenant a B (z*,0), on a

lim (2(t) — 3(t)) = 0.

t——+00

Sous les hypotheses de la section 3, soit z* une solution de (2.1)-(2.2) et B (z*, o) la boule

fermée dans X ou o satisfait

2M (Yolls(M + 1) + |5 + 1) [Ip]l 2
1 — 20| pl|

Alors, pour z € B (2*,0), de (H,) — (Hs) et (2.6), on a
|(L2)(1) = 2" ()] = [(L2)(1) = (L2") (1))
< [ I | (52 + 20) — f (5,25 + )] ds
< M/ Dt (|12 + @l + 127+ 2l + 2) ds

< 2M (70 +16lls(M + 1) + 4N || + 1) [pllzs

<o.
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Par conséquent L(B(z*,0)) C B(z*,0). Donc, pour toute solution z € B (z*,0) au

probleme (2.1) et ¢t € J, on a
|2(t) = 2"(0)] = [(L2)(t) = (L=7) (2)]
< [ WU 15 (5.2 ) — f (5,20 + ) ds
<0 [ e Ip0) (g + 2l + 1125 + 2l +2) ds
< 201 (70 -+ A6 + 1) +431]3] +1) [ e =Ip(e)as.
Ainsi, a partir de (Hy4), nous concluons que
lim [2(0) — 5(2)| = 0.

Par conséquent, les solutions du probléme (2.1) (2.2) sont localement attractives.

2.3 Inclusions d’évolution de second ordre

Dans ce chapitre, on va considérer le probléeme suivant :

y'(t) — A(t)y(t) € F(t,y), teJ:=]0,00],
Yo = Qb,y/(()) =Y,

ot {A(t) fo<t<+oo st une famille d’opérateurs linéaires fermés de E dans E qui générent un

(2.7)

systeme d’évolution des opérateurs {U(,s) }(¢,s)csxs pour 0 < s <t < 400, F': Jx B —
P(FE) est une application multivoque avec des valeurs convexes compactes non vides et
¢ € B. B est un espace de phase abstrait a spécifier ultérieurement, § € E, ¢ € B et

(E,|.|) un espace de Banach réel séparable.

2.3.1 Résultat principal

Définition 2.3. Une fonction y € X est appelée solution faible du probleme (2.7), si y
est continue et qu'il existe une fonction f € L'(J, E) telle que f(t) € F(t,y;) a.e. sur J,

et

(),
ult) = —iu(t,0)¢(0)+u(t,0)g+ /OtZ/{(t,s)f(s)ds, ift e

ift<o0
(2.8)
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Pour prouver nos résultats, nous introduisons les conditions suivantes.

H;) Il existe une constante M >1 et w >0 telle que
q
U, s)||BE) < Me %) pour tout (t,s) € A.

(H,) Tl existe une constante M > 0 telle que
o

Ut,s) <M.

s

B(E)
3 existe une fonction p € , et une fonction continue croissante :
Hs) 1l exi fonction p € L'(J R, foncti i i ©
R4 —]0, +o0] telles que :
|E(t,u)|lp < p(t)Y (||u||g) pour presque tout ¢t € J et tout u € B.

(H,) Pour tout (t,s) € A on a

lim [ e " p(s)ds = 0.

t—+o0 Jo

Théoréme 2.2. [2] Si les hypothéses (Hy) - (Hy) sont satisfaites, et qu’il existe n > 0 tel

que
n > M (6,) Ipll: (2.9)
ot
8y = ym + Y|lls(M + 1) + v M|

alors le probléme (2.7) a au moins une solution faible.

Preuve Pour commencer, nous considérons 'opérateur 7' : X — P(X’) défini par :

B(t), it t € (—o00,0)
Ty(t)=dgeX:gt) = —gu(t 0)¢( )+u(t 0)j (2.10)
+/ (¢, 5) ifted

ot f € Spryy ={veL'(J E):v(t) € F(t,y) presque tout ¢t € J}. D’apres le lemme

1.2 Sp(.y. est non vide. Pour ¢ € B, Soit x :] — 0o, +00[— E la fonction définie par

o

t), if t €] — 00, 0]
—gsu(t, 0)p(0) +U(t,0)y ifteJ

x(t) =
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Alors o = ¢ . Pour chaque fonction z € X, on note

y(t) = x(t) + (1)

On remarque que y satisfait (2.10) si et seulement si z satisfait zy = 0 et pour tout t € J

A(t) = /Otu@, §) f(s)ds (2.11)
ou f(t) € F(t,z + x;) pour chaque t € J. Dans la suite, on note A 'espace de Banach
défini par

Xo={z€ X :2 =0},
muni de la norme

2l = sup (0] + ol = sup =00

Maintenant, on considére I'opérateur T : Xy —» P(X) donné par

Ta(t) = {h(t) € Xy h(t) = /tu(t, §) f(s)ds, for t € J} ,

0
ot f € Spry={vel(JE):v(t) e F(tz+x)ae teJ}
Evidemment le probléme (2.7) a une solution est équivalent a T a un point fixe.
On commence par I'estimation suivante.

Pour chaque z € Xy et t € J, on a

2t + 24l g <ll2ell g + l7ell 5

<K(O0)] + K0 | 50,0

1115
)

B(E
+ K@U, 0)ll s gl + MD)|olls

<zl +YMISlls +vMe G| + [ lls

<l + 1915 (M + 1) + M]3,

(2.12)

Soit y une solution possible du probleme (2.7). Alors, pour t € J il existe f(t) € F(t, z+x;)
et en utilisant (Hy), (Hs) et (2.9) et (2.12) on a

2] < [ Gt )]l | (5)ds
<M [ e p()0 (|2 + . 5) ds

< M||p|| (7|IZ||xo +)lolls(M +1) +W\7f\ﬂ|) :
< My (8,) ||p]lr < 9.
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Maintenant, pour 7 satisfaisant (2.9) on considere 1’ensemble
Dr={z € & :|]z|x < R}

Par conséquent, I'opérateur f(DR) C Dg.
Maintenant, nous allons montrer que l'opérateur T satisfait les conditions du lemme 1.5.

La preuve sera donnée en plusieurs étapes. 0

Etape 1: T convexe.
Soit hi, hy € fz(t) alors, il existe fi, fo € Sp(.) Tel que pour chaque t € J et o € [0, 1]

on a

ahy(t) + (1 — a)hy(t / 1At )| ey (afils) + (1 = @) fa(s)) ds

Puisque Sp(. . est convexe (F a valeurs convexes), donc

ahi(t) + (1 — a)ho(t) € T=(t)

Etape 2: T(Dn) relativement compact.

Soit D, est un sous-ensemble borné de Aj. Pour montrer que T(Dn) est relativement
compact, nous utiliserons le lemme 1.3.

¢7 (D,,) est équicontinue.

Soit s,t € [0,b] avec t > s et h(.) € Tz(.) pour z € D,. Alors, ily a f € Sp(.), tel que
t t
h(t) = his)| = | [ @U(t,7) = Uls,m)f()dr + [ Ut 7)f(r)dr
< [ttt ) = Us, )l aep(r)e (12 + o7l ) dr
01 [ () (2 + el ) dr

Maintenant, par 1'inégalité(2.12) nous obtenons

h(t) = h(s)| < 0 6,) [ 14t 7) = Us, Dllp(r)dr + K10 (65,) [ p(r)dr

Le c6té droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque t — s — 0, ce qui implique

que T (D) est équicontinue.
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A ={T2)(t):z€ D, } est relativement compact dans E.
Soit ¢t € J un fixe et soit 0 < e <t < b. Pour z € D, on définit

t—e

ZK@@):{MGAﬁhAﬂ:U@J—GxA u@—gﬁﬁ@m%.

Puisque U(t, s) est un opérateur compact pour t > s, et ’ensemble A, := {(iz)(t) Dz €
D, } est I'image d'un ensemble borné de E par U(t, s) alors A, est pré-compacte dans E.

De plus, pour z € D, et h.(t) € (T.z)(t), on a

h(®) = hO < [ Ut )|cw) |F (5,7 + 2] ds
< [ 1 o) (1 + lL5) ds

< M@D (0y) /b e""(b’S)p(s)ds.

b—e

Le co6té droit tend vers zéro lorsque e — 0, alors 7.(z) converge uniformément vers 7'(z)

ce qui implique que D, (t) est précompacte dans E.

¢ T(Dn) est équiconvergent.
Soit z € D, et h(t) € T(2)(t) pour t € J, alors & partir des hypotheses (Hy) — (Hs) et
(2.12) on a
h(t)] < 310 5,) [ e p(s)ds

il s’ensuit immédiatement par (2.12) que |h(t)] — 0 comme t — +oo. Puis

lim |h(t) — h(+00)] = 0

t—+00

ce qui implique que T est équiconvergent.

L’opérateur T est donc relativement compact dans Aj. U

Etape 3: T a graphe fermé.

Soit z, —> 2, (hn)n C T(z,) avec h, —> h. On va montrer que h € T(%). Comme

h, € T(zn), il existe f, € Sp(...,) tel que

mmzébmgh@@,tel
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Il faut montrer qu’il existe f € Sp( ;) tel que

0 :/Otu(t,s)f(s)ds, tel

Considérons I'opérateur linéaire et continu N : L*(J, E) — X, défini par

N :/Otu(t,s)f(s)ds, pour £ € J.

D’apres le lemme 1.5, il s’ensuit que N o Sp(_, ) est un opérateur a graphe fermé. Alors, il

z.)

existe f € Sp(z) tel que iL(t) € T(é) . Par conséquent, T est une application multivoque
complétement continue, s.c.s. et a valeurs fermées convexes.

En conséquence du lemme 1.5, nous concluons que 7" a un point fixe qui est une solution

faible de (2.7). O

2.3.2 Attractivité des solutions

Dans cette section, nous étudions l'attractivité locale des solutions du probleme (2.7).

Définition 2.4. On dit que les solutions de (2.7) sont localement attractives s’il existe
une boule fermée B (z*,0) dans lespace Xy pour un certain z* € X tel que pour les

solutions arbitraires z et Z de (2.7) appartenant a B (z*,0) on a

lim (z2(t) — 2(t)) = 0.

t——+o0

Soit y* une solution de (2.7) telle que

V(0 = UE06(0) + [ Ult,9)f (s)ds

01\1 f* € SF(W*)
Pour tout ¢ € J nous avons
lyills < K@)|lzllx + M@) [lvoll 5

<7 (llyllx +ll¢lls) -

(2.13)

Soit B (y*, p) une boule fermée dans X qui p satisfait 'inégalité suivante

2M |lpll v (v (0 + [|6]l8)) < p-
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Alors, pour y € B (y*, p) défini par

(0 = U, 0)60) + [ Utt,s)f(s)ds

pour certains f € Sp(_,) et en utilisant les hypothéses (Hy) — (Ha) et (2.7) on obtient
Ha(Ty)(0), (1) = Ha(T)0), (T") (1)

< [t )i 15) = 77 ()] ds

< BT [ () [0 () + v (192 1)) s,

< B [ 0p(s) [0 (y gl + 1olls)) + 6 (3 (e + 19l ds,

< 2306 (3 (o + 9l) [ =~ p(s)ds,

< 2376 (3 (o -+ 1ol1s)) Ipllr < .

On obtient donc T (B (y*.p)) C B (y*, p). Donc, pour chaque solution y, j € B (y*, p) du
probleme (2.7) et t € J, on a

9(6) — 0] < Ha(T=(0), T5(1)
< 2306 (4 (o + 9l) [ = p(s)ds

Par conséquent, a partir de (H3), nous concluons que

lim [y(t) —y(t)| =0

t—o00

Par conséquent, les solutions du probléme (2.7) sont localement attractives.
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Conclusion

On a traiter I'existence et 'attractivité de solutions pour une équation et une in-
clusion d’évolution du second ordre, en utilisant la théorie de point fixe et la théorie de

semi-groupe.
Premierement, nous avons rappelé quelques définitions et certaines propriétés impor-

tantes concernant notre travail. Au deuxieme point, nous prouvons l’existence et I'attrac-

tivité des solutions de nos probléeme considéré.
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Abstract

In this work, we considered the existence and attractiveness of weak
solutions for a second order equation and inclusion in a Banach space with
infinite delay. The proofs of the main results are based on the fixed-point
theorems of Schauder and Bohnenblust-Karlin and the theory of the
system of evolution.

Key words: Semi-linear differential equations, Semi-linear differential
inclusions, weak solutions, fixed points, evolution system, infinite delay,
attractiveness, semi-groups.

Résumeé :

Dans ce travail, on a considéré l'existence et l'attractivité de solutions
faible pour une équation et une inclusion de second ordre dans un espace
de Banach avec retard infini. Les preuves des principaux résultats sont
basées sur les théoremes du point fixe de Schauder et Bohnenblust-Karlin
et la théorie du systeme d'évolution.

Mots clé : Equations différentielles semi-linéaire, Inclusions différentielles
semi-linéaire, solutions faible, points fixe, systeme d’évolution, retard
infini, attractivité, semi-groupes.
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