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Introduction

Ce mémoire est consacré à la présentation des résultats d’existence de solutions des
équations et inclusions différentielles semi-linéaire avec retard. Des résultats sur le com-
portement des solutions sont également donnés. Ces résultats font l’objet des travaux [2]
et [3].

Les problèmes considérés dans ce travail apparaissent dans divers modèles mathéma-
tiques pour décrire des phénomènes de physique, mécanique, biologie et autres domaines,
et nous renvoyons le lecteur aux monographies [13, 14, 15, 16, 18, 27, 28] .

Ce mémoire se compose de deux chapitres, le premier chapitre nous donnons les défi-
nitions et les notions générales sur les systèmes d’évolution, et le deuxième chapitre nous
prouvons l’existence de solutions faibles au problème

y′′(t)− A(t)y(t) = f (t, yt) , t ∈ J := [0,∞[ (1)

y0 = φ, y′(0) = ỹ (2)

et l’attractivité des solutions faibles, et aprés nous donnons l’existence de solutions faibles
du problème  y′′(t)− A(t)y(t) ∈ F (t, yt) , t ∈ J := [0,∞)

y0 = φ, y′(0) = ỹ
(3)

et montrons l’attractivité de la solution faible.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Quelques notions topologiques

Définition 1.1. (Espaces métriques)
Une distance (ou métrique) sur un ensemble X est une application :

d : X ×X −→ R+

(x, y) 7−→ d(x, y)

possédant, pour tous x, y, z ∈ X, les propriétés suivantes :

1) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y;

2) d(x, y) = d(y, x);

3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Muni de la distance d, X est appelé espace métrique, on note parfois un tel espace (X, d).
Le nombre réel positif d(x, y) est appelé la distance entre x et y dans X.
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1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.2. (Espace vectoriels normés)
Soit X un espace vectoriel sur le corps K = (R où C). On appelle norme sur l’espace
vectoriel X toute fonction, notée x −→ ‖x‖, possédant les propriétés suivantes :

1) posivité : pour tout x ∈ X ‖x‖ 6= 0, pour x 6= 0, ‖0‖ = 0 ;

2) transformation par les homothéties : ∀λ ∈ K, ∀x ∈ X, ‖λx‖ = |λ|‖x‖ ;

3) inégalité triangulaire : ∀x, y ∈ X, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Si X est muni d’une telle norme, on l’appelle espace vectoriel normé.

Notation 1.1. On note par :

1. B(a, r) : la boule ouverte de centre a et de rayon r.

2. B(a, r) : la boule fermée de centre a et de rayon r.

Proposition 1.1. [8] L’ensemble de parties Td défini par

Td = {O ⊂ X | ∀x ∈ O,∃B (x, rx) ⊂ O}

est une topologie sur X.

Définition 1.3. (La métrique associée à la norme)
Soit E un espace vectoriel, l’application d : (x, y) −→ ‖x − y‖ est une métrique sur E
invariante par translation (c’est-à-dire d(x+ a, y + a) = d(x, y)).
On dit que d est la métrique associée à la norme.

Remarque 1.1. On supposera toujours qu’un espace vectoriel normé est muni de cette
métrique et de la topologie associée.
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1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.4. (Espace de Banach)
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet, c’est-à-dire si toute suite de
Cauchy dans X est convergente (par rapport à la topologie définie par la distance associée
à la norme).

Définition 1.5. (Espaces topologiques métrisables)
Un espace topologique (X, T ) est dit métrisables s’il existe une métrique d sur X telle
que T = Td.

Définition 1.6. On dit qu’un espace métriqueX est séparable s’il existe un sous-ensemble
D ⊂ X dénombrable et dense.

Définition 1.7. (Application équicontinue)
Soient X, Y deux espace vectoriel normé et F ⊂ C(X, Y ).
F est dite équicontinue si pour toute f ∈ F :

∀x ∈ X, ∀ε > 0,∃δ > 0 : ‖x− y‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

Si X est compact, F est uniformément équicontinue, pour toute f ∈ F :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x, y ∈ X : ‖x− y‖ < δ ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

Théorème 1.1 (Banach-Picard [9]). Soit (X, d) un espace métrique complet et f :
X −→ X une application contractante, c’est-à-dire dans laquelle il existe 0 < k < 1 de
sorte que

∀x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

Alors f a un unique point fixe.

Définition 1.8. (Opérateur fermé)
Soient E et F deux espaces de Banach, un opérateur de E dans F est dit fermé si son
graphe est un sous-espace fermé de E × F .

Définition 1.9. (Opérateurs linéaires fermés)
Soit X et Y des espaces de Banach. Un opérateur linéaire A avec un domaine D(A) ⊆ X
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1. PRÉLIMINAIRES

et l’image ImA ⊆ Y , est appelé opérateur fermé s’il a la propriété que chaque fois que
(xn) est une suite dans D(A) satisfaisant xn −→ x dans X et Axn −→ y ∈ Y , alors
x ∈ D(A) et Ax = y.

Proposition 1.2. L’opérateur A est fermé si et seulement si son graphe

Graph(A) = {(x,Ax) | x ∈ D(A)}

est un sous-espace fermé de X × Y avec la norme ‖(x, y)‖ = ‖x‖+ ‖y‖.

Pour plus de détails voir [5], [10], [21], [23], et [25].

1.2 Notions de mesure

Définition 1.10. (Tribu)
Une famille non vide T de parties de E est une tribu sur E lorsqu’elle vérifie les trois
conditions suivantes :

i) E ∈ T ;

ii) si A ∈ T alors Ac = E\A ∈ T (stabilité par passage au complémentaire) ;

iii) si (An)n∈N est une suite d’éléments de T , alors ⋃n∈NAn ∈ T (c’est-à-dire T est
stable par réunion dénombrable).

On déduit de la définition 1.10 les propriétés élémentaires suivantes :

iv) ∅ ∈ T ;

v) T est stable par intersection dénombrable, c’est-à-dire. si (An)n∈Nest une suite
d’éléments de T , alors ⋂n∈NAn ∈ T ;
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1. PRÉLIMINAIRES

vi) si A et B ∈ T alors A\B = A ∩Bc ∈ T et A∆B = (A ∪B)\(A ∩B) ∈ T .

Définition 1.11. (Espace mesurable)
Si T est une tribu de E, les éléments de T sont dits T - mesurable (au mesurables quand
il n’ya pas de risque de confusion) et le couple (E, T ) est appelé espace mesurable.

Proposition 1.3. [7] Soit I un ensemble quelconque d’indice et soit (Ti)i∈I une famille
de tribus sur E. Alors
bigcapi∈ITi est une tribu sur E.

Proposition 1.4. [7] Soit δ une famille de parties de E. il existe une plus petite tribu (au
sens de l’inclusion) sur E contenant δ, c’est l’intersection de toutes les tribus contenant
δ. On l’appelle tribu engendrée par δ et on la note σE(δ) (ou simplement σ(δ) quand il
n’y a pas de risque de confusion).
On dit aussi que δ est un sous-ensemble générateur de la tribu σE(δ).

Si l’ensemble E possède une structure topologique, la notion de tribu engendrée permet
de définir la plus petite tribu adaptée à cette structure.

Définition 1.12. (Tribu borélienne)

1. Soit E un espace métrique (plus généralement topologique) et O la famille des
ouverts de E. On appelle tribu du Borel ou tribu borélienne et on la note B(E) la
tribu engendrée par la famille O. Autrement dit,

B(E) = σE(O).

2. On appelle borélien de E tout élément de la tribu B(E).

Remarque 1.2. La tribu borélienne B(E) est également engendrée par la famille F des
parties fermées de E.

Définition 1.13. (Applications mesurables)
Soient (E,T ) et (E ′, T ′) deux espaces mesurables et soit f une application de E dans E ′.
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1. PRÉLIMINAIRES

1. l’application f est dite (T , T ′) - mesurable si f−1(T ′) ⊂ T , c’est-à-dire. pour tout
A′ ∈ T ′, f−1(A′) ⊂ T .

2. Si T et T ′ sont les tribus de Borel respectives de E et E ′ espaces métriques (plus
généralement topologiques), on dit encore que f est borélienne.

Définition 1.14. (Mesure positive)

1. On appelle mesure positive sur l’espace mesurable (E, T ) toute application µ de
T dans [0,+∞] vérifiant :

i) µ(∅) = 0 ;

ii) Pour toute suite (An)n≥0 d’éléments de T deux à deux disjoints, on a

µ

Ç⋃
n>0

An

å
=

+∞∑
n=0

µ (An)

cette propriété est appelée σ - additivité de µ et µ est dit σ - additive.

2. On dit que le triple (E, T , µ) est un espace mesuré.

Définition 1.15. 1. Une mesure µ est dite finie ou bornée si µ(E) < +∞.

2. Une mesure µ est dite σ - finie s’il existe une suite (An)n∈N d’éléments de T vérifiant
E = ⋃

n∈NAn et, pour tout n ∈ N, µ (An) < +∞

1.3 Intégrales de Bochner

Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach complexe.

Définition 1.16. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f :]a, b[−→ X.
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1. PRÉLIMINAIRES

1. f est dite étagée si pour tout x ∈]a, b[ il existe une famille finie (xi)i∈I d’éléments
de X et une famille finie (Ai)i∈I de parties mesurables de ]a, b[ vérifiant ∪i∈IAi =] a, b[,

∀i, j ∈ I, i 6= j, Ai ∩ Aj = ∅,

telles que
f(x) =

∑
i∈I

xiIAi
,

où IAi
est la fonction caractéristique de Ai.

2. f est dite Bochner-mesurable, c’est-à-dire. mesurable au sens de Bochner, s’il existe
une suite (fn)n∈N de fonctions étagées telle que

lim
n→+∞

fn(x) = f(x) p.p. x ∈]a, b[.

3. f est dite Bochner-intégrable, c’est-à-dire. intégrable au sens de Bochner, s’il existe
une suite de fonctions (fn)n∈N convergeant vers f presque partout et telle que

lim
n→+∞

∫ b

a
‖fn(x)− f(x)‖ dx = 0.

La proposition suivante donne un lien entre l’intégrale de Bochner et l’intégrale de Le-
besgue.

Proposition 1.5. [22] Soient a et b deux réels tels que a < b et f :]a, b[−→ X une
fonction Bochner-mesurable.
Alors f est Bochner-intégrable si et seulement si l’application x ∈]a, b[ 7−→ ‖f(x)‖ est
Lebesgue-intégrable.

Remarque 1.3. La Proposition 1.5 implique que les propriétés des intégrales de Lebesgue
sont valables pour les intégrales de Bochner. De plus on a∥∥∥∥∥

∫ b

a
f(x)dx

∥∥∥∥∥ 6
∫ b

a
‖f(x)‖dx.
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1. PRÉLIMINAIRES

1.4 Quelques notions de semi-groupe

Définition 1.17. Soit X un espace de Banach. Une famille à un paramètre T (t), 0 ≤ t <

∞, des opérateurs linéaires bornés de X dans X est un semi-groupe d’opérateurs linéaires
bornés sur X si

i) T (0) = I, (I est l’opérateur d’identité sur X).

ii) T (t+ s) = T (t)T (s) pour tout t, s ≥ 0 (la propriété semi-groupe).

Définition 1.18. Un semi-groupe T (t) est uniformément continu si

lim
t→0+
‖T (t)− T (0)‖B(E) = 0,

ou
lim
|t−s|→0

‖T (t)− T (s)‖B(E) = 0.

Définition 1.19. On dit que le semi-groupe {T (t)t≥0} est fortement continu (ou bien un
C0 semi-groupe) si, pour chaque x ∈ E, l’application t 7−→ T (t)(x) est fortement continue,
c’est-à-dire

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀x ∈ E.

Définition 1.20. Soit T (t) un C0 semi-groupe défini sur E. Le générateur infinitésimal
A de T (t) est l’opérateur linéaire défini par

A(x) = lim
t→0+

T (t)(x)− T (0)x
t

, pour x ∈ D(A),

où
D(A) =

ß
x ∈ E : lim

t→0+

T (t)(x)− x
t

existe dans E
™
.

1.5 Systèmes d’évolution

SoitX un espace de Banach. Pour chaque t, 0 ≤ t ≤ T , soit A(t) : D(A(t)) ⊂ X −→ X

un opérateur linéaire dans X et soit f(t) une fonction à valeur sur X. On considère le
problème : 

du(t)
dt

= A(t)u(t) + f(t) for s < t ≤ T

u(s) = x
(1.1)
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1. PRÉLIMINAIRES

Le problème de la valeur initiale (1.1) est appelé un problème d’évolution. Une fonction
u : [s, T ] −→ X est une solution classique de (1.1) si u est continue sur [s, T ], u(t) ∈
D(A(t)) pour s < t ≤ T , u est continument différentiable sur s < t ≤ T et satisfait (1.1).
Dans le cas où A(t) = A indépendant de t. La solution du problème non-homogène peut
être trouver par la méthode de la variation de la constante à partir de la solution du
problème homogène.

u(t) = T (t− s)u(s) +
∫ t

s
T (t− τ)f(τ)dτ (1.2)

où T (t)x est la solution du problème de la valeur initiale

du(t)
dt

= Au(t), u(0) = x. (1.3)

Lorsque A(t) dépend de t, on considère le problème de la valuer initiale homogène :
du(t)
dt

= A(t)u(t) 0 ≤ s < t ≤ T

u(s) = x
(1.4)

Afin d’avoir une idée du comportement des solutions de (1.4), nous considérons d’abord
le cas simple où pour 0 ≤ t ≤ T , A(t) est un opérateur linéaire borné sur X et t −→ A(t)
est continu dans la topologie uniforme de l’opérateur. Pour ce cas, nous avons :

Théorème 1.2. [24] SoitX un espace de Banach et pour chaque t, 0 ≤ t ≤ T , A(t) est un
opérateur linéaire borné sur X. Si l’application t −→ A(t) est continue dans la topologie
uniforme de l’opérateur, alors pour chaque x ∈ X le problème de la valeur initiale (1.4)
a une solution classique unique u.

Preuve En utilisant la méthode des itérations de Picard. Soit α = max0≤t≤T ||A(t)|| et
on définit une application S de C([s, T ] : X) en lui-même par

(Su)(t) = x+
∫ t

s
A(τ)u(τ)dτ (1.5)

En note ||u||∞ = max0≤t≤T ||u(t)||, il est facile de vérifier que

‖Su(t)− Sv(t)‖ ≤ α(t− s)‖u− v‖∞, s ≤ t ≤ T. (1.6)

‖Snu(t)− Snv(t)‖ ≤ αn(t− s)n
n! ‖u− v‖∞, s ≤ t ≤ T,
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1. PRÉLIMINAIRES

et donc,
‖Snu− Snv‖∞ ≤

αn(T − s)n
n! ‖u− v‖∞.

Pour n assez grand αn(T − s)n
n! < 1 et par une généralisation bien connue du principe de

contraction de Banach, S a un point fixe unique u dans C([s, T ] : X) pour lequel

u(t) = x+
∫ t

s
A(τ)u(τ)dτ (1.7)

Puisque u est continu, le côté droit de (1.7) est différentiable. Ainsi u est différentiable
et sa dérivée, obtenue en différenciant (1.7), vérifie u′(t) = A(t)u(t). Donc, u est une
solution du problème de la valeur initiale (1.4). Puisque chaque solution de (1.4) est aussi
une solution de (1.7), la solution de (1.7) est unique. �

On définit l ’«opérateur de solution» du problème de valeur initiale (1.4) par

U(t, s)x = u(t) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T (1.8)

où u est la solution de (1.4). U(t, s) est une famille d’opérateurs à deux paramètres. De
l’unicité de la solution du problème de la valeur initiale (1.4), il s’ensuite facilement que
si A(t) = A est indépendant de t alors U(t, s) = U(t− s) et la famille d’opérateurs à deux
paramètres se réduit à la famille de paramètres U(t), t ≥ 0, qui est bien sûr le semi-groupe
généré par A. Les principales propriétés de U(t, s), dans notre cas particulier où A(t) est
un opérateur linéaire borné sur X pour 0 ≤ t ≤ T et t −→ A(t) est continue dans la
topologie uniforme de l’opérateur, sont données dans le théorème suivant.

Théorème 1.3. [24] Pour chaque 0 ≤ s ≤ t ≤ T , U(t, s) est un opérateur linéaire borné
et

i) ‖U(t, s)‖ ≤ exp
Å∫ t

s
‖A(T )‖dT

ã
.

ii) U(t, t) = I, U(t, s) = U(t, r)U(r, s) pour 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ T .

iii) (t, s) → U(t, s) est continue dans la topologie de l’opération uniforme pour 0 ≤
s ≤ t ≤ T .

iv) ∂U(t, s)/∂t = A(t)U(t, s) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T .

14



1. PRÉLIMINAIRES

v) ∂U(t, s)/∂s = −U(t, s)A(s) pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T

Dans ce qui suit, soit {A(t), t ≥ 0} une famille d’opérateurs linéaires fermés sur l’espace de
Banach E avec le domaine D(A(t)) qui est dense dans E et indépendant de t. L’existence
de solutions au problème(2.1)-(2.2) est liée à l’existence d’un opérateur d’évolution U(t,s)
pour le problème homogène

y′′(t) = A(t)y(t), t ∈ J. (1.9)

Ce concept d’opérateur d’évolution a été développé par Kozak [19].

Définition 1.21. Une famille d’opérateurs bornés U(t, s) : E → E,(t, s) ∈ ∆ := {(t, s) ∈
J × J : s ≤ t}, est appelée opérateur d’évolution de l’équation (1.9) si les conditions
suivantes sont vérifiées.

(D1) Pour tout x ∈ E l’application (t,s) 7−→ U(t,s)x est continuement dérivable et :

(a) pour tout t ∈ J,U(t,t) = 0 ;

(b) pour tous (t,s) ∈ ∆ et pour tout x ∈ E, ∂
∂t
U(t, s)x

∣∣∣∣
t=s

= x et ∂

∂s
U(t, s)x

∣∣∣∣
t=s

=
−x.

(D2) Pour tous (t,s) ∈ ∆ si x ∈ D(A(t)), puis ∂

∂s
U(t, s)x ∈ D(A(t)), la carte

(t, s) 7−→ U(t, s)x est de classe C2, et :

(a)
∂2

∂t2
U(t, s)x = A(t)U(t, s)x ;

(b)
∂2

∂s2U(t, s)x = U(t, s)A(s)x ;

(c)
∂2

∂s∂t
U(t, s)x

∣∣∣∣
t=s

= 0.
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(D3) Pour tous (t,s) ∈ ∆ si x ∈ D(A(t)), alors ∂

∂s
U(t, s)x ∈ D(A(t)), ∂3

∂t2∂s
U(t, s)x

et ∂3

∂s2∂t
U(t, s)x existent, et :

(a)
∂3

∂t2∂s
U(t, s)x = A(t) ∂

∂s
U(t, s)x ;

(b)
∂3

∂s2∂t
U(t, s)x = ∂

∂t
U(t, s)A(s)x.

De plus, l’application (t, s) 7−→ A(t) ∂
∂s

(t)U(t, s)x est continue.

1.6 Application multivoque

Soit (X,d) un espace métrique et Y un sous-ensemble de X. On note

P (X) = {Y ⊂ X : Y 6= ∅},

Pb(X) = {Y ⊂ X : Y borné },

Pf (X) = {Y ⊂ X : Y fermé },

Pcp(X) = {Y ⊂ X : Y compact },

Pcv(X) = {Y ⊂ X : Y convexe },

Pcv,cp(X) = Pcv(X) ∩ Pcp(X).

Définition 1.22. Une multifonction (ou application multivoque) (ou multiapplication) F
d’un espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x ∈ X
un sous-ensemble F (x) de Y . On notera F : X −→ P(Y ) (les notations F : X −→ 2Y et
F : X ( Y sont aussi utilisées dans la littérature).

Définition 1.23. On appelle graphe de la multi-fonction F , l’ensemble

Graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y : y ∈ F (x)} .

16
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F est à graphe fermé si Graph(F ) est fermé dans X ×Y . On dira aussi que F est fermée.
Le graphe d’une multi-fonction joue un rôle extrêmement important, en particulier pour
définir les dérivées des multi-fonctions.

Exemple 1.1.

F : [0,1] −→ [0,1]

t 7→ F (t) = [t, 1]

Graph(F ) =
{

(t, x) ∈ [0,1]2/x ∈ [t, 1]
}
.

Exemple 1.2.

F : [0,1] −→ [0,1]

t 7→ F (t) =


[0,1] si t 6= 1

2
[0,1/2] si t = 1

2
Graph(F ) =

{
(t, x) ∈ [0,1]2 : x ∈ F (t)

}
=
ÅÅ

[0, 1
2[∪]12 , 1[

ã
× [0,1]

ã
∪
Åß1

2

™
×
ï
0, 1

2

òã
.

Définition 1.24. On appelle image de F l’union des images F (x)

Im(F ) =
⋃
x∈E1

F (x).

Définition 1.25. Une multifonction F : X −→ P (Y ) est dite

1. compact, si l’image de F (X) est relativement compacte en Y ;

2. localement compact, si tout point x ∈ X a un voisinage Vx tel que la restriction de
F à Vx soit compacte.

17
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Définition 1.26. Si X et Y sont des ensembles, F : X → 2Y \{∅} une multifonction et
A ⊆ Y :

(a) l’image inverse faible de A est

F−(A) = {x ∈ X : F (x) ∩ A 6= ∅},

(b) l’image inverse forte de A est

F+(A) = {x ∈ X : F (x) ⊆ A}.

1.7 Multifonctions mesurables

Soient (Ω,∑) est un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable et F :
Ω −→ P (X) une multifonction.

Définition 1.27. F est dite :

(a) Fortement mesurable si pour tout C ⊆ X fermé, on a

F−(C) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩ C 6= ∅} ∈
∑

,

(b) Mesurable si pour tout U ⊆ X ouvert, on a

F−(U) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩ U 6= ∅} ∈
∑

,

(c) "K-mesurable" si pour tout K ⊆ X compact, on a

F−(K) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩K 6= ∅} ∈
∑

,

(d) À graphe mesurable si

GraphF = {(ω, x) ∈ Ω×X : x ∈ F (ω)} ∈
∑
×B(X),

où B(X) σ-algèbre générée par la famille de tous les ensembles ouverts à partir de
X.

Proposition 1.6. [26] Si F : Ω −→ P (X) est fortement mesurable, alors F (.) est mesu-
rable.

18
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Preuve Soit U ⊆ X ouvert. Rappelons que dans un espace métrisable, tout ensemble
ouvert dans un ensemble Fσ-ensemble (c’est-à-dire union dénombrable d’ensembles fer-
més). Donc U = ∪n>1Cn, cn ⊆ X fermé n ≥ 1.
On a

F−(U) = F (∪n>1Cn) = ∪n>1F (Cn) ∈
∑

.

Donc F (.) est mesurable.

Proposition 1.7. [26] Si F : Ω −→ P (X) est mesurable si et seulement si pour tout
x ∈ X, l’application

ω → d(x, F (ω)) = inf {d (x, x′) : x′ ∈ F (ω)}

à valeurs dans R+ = R ∪ {∞}− est mesurable.

Proposition 1.8. [26] Si F : Ω −→ P (X) est mesurable, F (.) est a un graphe mesurable.

Rappelant que pour U ⊆ X ouvert on a A ∩ U 6= ∅ si et seulement si Ā ∩ U 6= ∅, on a
immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.9. [26] Si F : Ω −→ P (X) est mesurable si et seulement si F (.) est me-
surable.

Comme c’était le cas dans notre étude topologique des multifonctions, la situation se
simplifie considérablement avec les multifonctions à valeurs compactes.

Proposition 1.10. [26] Si F : Ω→ Pcp(X), alors F est fortement mesurable si et seule-
ment si elle est mesurable.
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1.8 Métrique de Hausdorff

Définition 1.28. Soit (X, d) un espace métrique et A, B deux sous-ensembles de X.
Soit A, B ∈ P (X), considérons

Hd : P (X)× P (X) −→ R+ ∪ {∞}

la distance de Hausdorff entre A et B donnée par :

Hd(A,B) = max
ß

sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)
™
,

où
d(a,B) = inf{d(a, b) : b ∈ B},

et
d(A, b) = inf{d(a, b) : a ∈ A}.

Alors, (Pb,f (X), Hd) est un espace métrique et (Pf (X), Hd) est un espace métrique géné-
ralisé (complet).

Définition 1.29. (Version locale) Soit F : X −→ P(Y ) une application multivoque.

(a) F est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en x0 ∈ X si pour tout ouvert U
de Y avec F (x0) ⊆ U il existe un ouvert V de x0 tel que pour tout x ∈ V , on a
que F (x) ⊆ U .

(b) F est dite semi-continue inférieurement (s.c.i) au point x0 ∈ X si l’ensemble
{x ∈ X : F (x) ∩ U 6= ∅} est ouvert pour tout ouvert U ∈ Y .

Proposition 1.11. [11] Soit F : X −→ P (Y ) une application multivoque telle que
F (X) ⊂ K et le graphe de F est fermé, où K est un ensemble compact. Alors F est
semi-continu supérieurement.

Définition 1.30. Soit E un espace de Banach. Une application multivoque F : J×E −→
E est dite L1 - Carathéodory si
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i) t 7−→ F (t,y) est mesurable pour tout y ∈ E,

ii) y 7−→ F (t,y) est semi-continu supérieurement pour presque chaque t ∈ J ,

iii) pour tout ρ > 0, il existe ψρ ∈ L1(J,R+) tel que

‖F (t, y)‖P ≤ ψρ(t), pour tout |y| ≤ ρ et presque chaque t ∈ J,

tel que ‖F (t, y)‖P = sup{|f | : f ∈ F (t, y)}.

Définition 1.31. Soit X, Y des ensembles non vides et F : X −→ P (Y ). L’application
univoque f : X −→ Y est appelé une sélection de F si et seulement si f(x) ∈ F (x), pour
chaque x ∈ X. L’ensemble de toutes les sélection de F est noté SF .

Définition 1.32. (sélection mesurable)
Soit (Ω,Σ) est un espace mesurable et (X,d) un espace métrique séparable.
F (.) est dit mesurable si pour tout U ⊆ X ouvert, on a

F−(U) = {ω ∈ Ω : F (ω) ∩ U 6= ∅} ∈ Σ.

Lemme 1.1. (Lasota and Opial [20]) Soit E un espace de Banach et I intervalle fermé
borné, et F une application multivoque L1-Caratheodory à valeurs convexes compactes,
et soit L : L1(I, E)→ C(J,E) une application linéaire continue. Alors l’opérateur

L ◦ SF : C(I, E)→ Pcp,cv(C(I, E)),

est un opérateur à graphe fermé dans C(I,E)× C(I,E).

Lemme 1.2. [11] Soit X un espace métrique séparable. Alors toute application multi-
voque mesurable F : X −→ Pf (X) a une sélection mesurable.

Définition 1.33. Soit T : X −→ P (X) une application multivoque. Un élément x ∈ X
est dit un point fixe de T si x ∈ T (x).
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1.9 Théorèmes importants

Le critère de compacité suivant dans C(R+,E) est particulièrement utile.

Lemme 1.3. ([6] [Corduneanu]) Soit C ⊂ BC(R,E) un ensemble satisfaisant les condi-
tions suivantes :

i) C est borné en BC(R,E) ;

ii) les fonctions appartenant à C sont équicontinues sur tout intervalle compact de R ;

iii) l’ensemble C(t) := {y(t) : y ∈ C} est relativement compact sur tout intervalle
compact de R ;

iv) les fonctions de C sont équiconvergentes, c’est-à-dire que, étant donné ε > 0, il
correspond T (ε) > 0 tel que |y(t)−y(+∞)| < ε pour tout t ≥ T (ε) et y ∈ C. Alors
C est relativement compact en BC(R,E).

Lemme 1.4. [29] Soit C un sous-ensemble borné convexe fermé non vide d’un espace de
Banach E. Alors toute application continue et compacte T : C −→ C a un point fixe.

Lemme 1.5. (Bohnenblust-Karlin [4]) Soit E un espace de Banach et D ∈ Pf,c(E).
Supposons que l’opérateur T : D −→ Pf,cv(D) est semi-continu supérieurement et que
l’ensemble T (D) est relativement compact dans E. Alors T a un point fixe dans D.
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Chapitre 2
Existence et attractivité des solutions d’une
équation et inclusion d’évolution du second
ordre avec un retard infini

2.1 Équation d’évolution du seconde ordre

Nous considérons l’existence et l’attractivité de solutions faibles de l’équation d’évo-
lution du second ordre

y′′(t)− A(t)y(t) = f (t, yt) , t ∈ J := [0,∞[ (2.1)

y0 = φ, y′(0) = ỹ (2.2)

où (E,|.|) un espace de Banach réel, {A(t)}0≤t<+∞ est une famille d’opérateurs linéaires
fermés de E dans E qui génèrent un système d’évolution des opérateurs {U(t,s)}(t,s)∈J×J

pour 0 ≤ s ≤ t < +∞, f : J×B −→ E est une fonction de Carathéodory, B est un espace
de phase abstrait à spécifier ultérieurement, ỹ ∈ E, et φ ∈ B.
Pour toute fonction continue y et toute t ≥ 0, nous désignons par yt l’élément de B défini
par yt(θ) = y(t + θ) pour θ ∈] − ∞, 0]. Ici, yt(.) représente l’histoire de l’état jusqu’à
l’instant présent t. On suppose que les histoires yt appartiennent à B.

Soit E un espace de Banach avec la norme |.| et soit BC(J,E) l’espace de Banach de
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toutes les fonctions bornées et continues y de J dans E muni de la norme suivante :

‖y‖ = sup
t∈J
|y(t)|

Soit X l’espace défini par

X =
{
y : R→ E | y|J ∈ BC(J,E) et y0 ∈ B

}
où y|t est la restriction de y sur J
Nous utiliserons une définition axiomatique de l’espace de phase B introduite par Hale
et Kato dans [12] et suivrons la terminologie utilisée dans [17]. Ainsi, (B, ‖.‖B) sera un
espace vectoriel normé de fonctions de ]−∞, 0] dans E, et satisfaisant les axiomes suivants :

A1) Si y :]−∞, b[−→ E, b > 0 une fonction continue sur [0, b] et y0 ∈ B, alors pour
tout t ∈ [0, b[ les conditions suivants sont vérifiées :

i) yt ∈ B

ii) Il existe H > 0 tel que |y(t)| ≤ H‖yt‖B

iii) Il existe deux fonctions K(·),M(·) : J −→ B+ indépendant de y(t) avec K
continue et M localement bornée tel que

‖yt‖B ≤ K(t) sup{|y(s)| : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖y0‖B

posons Kb = sup{K(t) : t ∈ [0, b]} et Mb = sup{M(t) : t ∈ [0, b]}

A2) yt ∈ B est une fonction continue sur [0, b]

A3) L’espace B est complet.

Remarque 2.1.

1. La condition (ii) dans (A1) est équivalente à |φ(0)| ≤ H‖φ‖B pour tout φ ∈ B.

2. Puisque ‖ · ‖B est une semi-norme, donc pour deux éléments φ, ψ ∈ B on peut
vérifier que ‖φ− ψ‖ = 0 pas nécessairement φ(θ) = ψ(θ) pour tout θ ≤ 0

3. D’après (ii), pour tout φ, ψ ∈ B telles que ‖φ−ψ‖ = 0, ça implique nécessairement
que φ(0) = ψ(0).
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Remarque 2.2. Dans la suite, nous supposons que K et M sont bornés sur J et

γ := max
®

sup
t∈R+

{K(t)}, sup
t∈R+

{M(t)}
´

Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur, par exemple, au livre de Hino et al [17].

2.1.1 Quelques exemples d’espace de phase

Exemple 2.1. Soient les espaces BC, BUC, C∞ et C0 tels que :
BC l’espace des fonctions continues bornées définies sur R− dans E ;
BUC l’espace des fonctions uniformément continues bornées de R− dans E.

C∞ = {φ ∈ BC : lim
θ→−∞

φ(θ) existe dans E}.

C0 = {φ ∈ BC : lim
θ→−∞

φ(θ) = 0}, muni de la norme uniforme.

‖φ‖ = sup{|φ(θ)| : θ ≤ 0}.

Nous avons donc les espaces BUC, C∞ et C0 vérifient les conditions (A1) − (A3). BC
satisfait (A1), (A3) mais (A2) n’est pas satisfaite.

Exemple 2.2. Soient les espaces Cg, UCg, C∞g et C0
g et soit g une fonction continue

positive sur R−, telles que :

Cg = {φ ∈ C(R−, E) : φ(θ)
g(θ) est bornée sur R−}.

C0
g = {φ ∈ Cg : lim

θ→−∞

φ(θ)
g(θ) = 0}, muni de la norme uniforme.

‖φ‖ = sup{|φ(θ)|
g(θ) : θ ≤ 0}.

On considère la condition suivante sur g :

(g1) ∀ a > 0 ; sup
0≤t≤a

sup{g(t+ θ)
g(θ) : −∞ < θ ≤ −t} < +∞,

alors on a Cg et C0
g vérifient (A3). (A1) et (A2) s’obtient si (g1) est satisfaite.

25



2. EXISTENCE ET ATTRACTIVITÉ DES SOLUTIONS D’UNE ÉQUATION ET INCLUSION D’ÉVOLUTION DU
SECOND ORDRE AVEC UN RETARD INFINI

Exemple 2.3. Soit l’espace Cγ, pour toute constante réelle γ, on considère l’espace fonc-
tionnel

Cγ = {φ ∈ C(R−, E) : lim
θ→−∞

eγθφ(θ) existe dans E} muni de la norme.

‖φ‖ = sup{eγθ|φ(θ)| : θ ≤ 0},

alors les axiomes (A1)− (A3) sont satisfaits dans Cγ.

2.2 Résultat principal

Nous commençons par la définition d’une solution faible de notre problème.

Définition 2.1. Une fonction y ∈ X est appelée une solution faible au problème (2.1)-
(2.2), si y est continue et

y(t) =

 φ(t), si t ≤ 0

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ +

∫ t

0
U(t, s)f (s, ys) ds, si t ∈ J.

(2.3)

Pour prouver les résultats, nous introduisons les conditions suivantes.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 et ω > 0 telle que

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂e−ω(t−s) pour toute (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une constante M̃ ≥ 0 telle que∥∥∥∥∥ ∂∂sU(t, s)
∥∥∥∥∥
B(E)
≤ M̃.

(H3) Il existe une fonction p ∈ L1(J,R+) telle que

|f(t, u)| ≤ p(t) (‖u‖B + 1) pour presque tout t ∈ J et tout u ∈ B.

(H4) Pour tout (t,s) ∈ ∆ on a

lim
t→+∞

∫ t

0
e−w(t−s)p(s)ds = 0.
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Théorème 2.1. [3] Si les conditions (H1) − (H2) sont vérifiées, alors le problème (2.1)-
(2.2) admet au moins une solution faible.

Preuve On remarque que les points fixes de l’opérateur T : X −→ X définis par

T (y)(t) =

 φ(t), si t ≤ 0,

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ +

∫ t

0
U(t, s)f (s, ys) ds, si t ∈ J,

(2.4)

sont des solutions faible du problème (2.1)-(2.2).
pour φ ∈ B, soit x : R −→ E la fonction définie par

x(t) =

 φ(t), si t ∈]−∞, 0]

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ si t ∈ J

Alors x0 = φ. Pour toute fonction z ∈ X , on pose

y(t) = x(t) + z(t),

Donc y satisfait (2.4) si et seulement si z satisfait z0 = 0 et pour tout t ∈ J

z(t) =
∫ t

0
U(t, s)f (t, xs + zs) ds (2.5)

Dans la suite, on prend X0 l’espace de Banach

X0 = {z ∈ X : z0 = 0}

muni de la norme
‖z‖X0 = sup

t∈J
|z(t)|+ ‖z0‖B = sup

t∈J
|z(t)|.

Maintenant, on considère l’opérateur L : X0 −→ X0 donné par

Lz(t) =
∫ t

0
U(t, s)f (s, zs + xs) ds, pour t ∈ J.

Le problème (2.1) ayant une solution est équivalent à L ayant un point fixe. Pour prouver
que le problème (2.1) admet une solution, nous commençons par l’estimation suivante.
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Pour tout z ∈ X0 et t ∈ J , on a

‖zt + xt‖B ≤‖zt‖B + ‖xt‖B

≤K(t)|z(t)|+K(t)
∥∥∥∥∥ ∂∂sU(t, 0)

∥∥∥∥∥
B(E)
‖φ‖B

+K(t)‖U(t, 0)‖B(E)|ỹ|+M(t)‖φ‖B

≤γ‖z‖X0 + γM̃‖φ‖B + γM̂e−ωt|ỹ|+ γ‖φ‖B

≤γ‖z‖X0 + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|.

(2.6)

Maintenant, nous allons montrer que l’opérateur L satisfait aux conditions du théorème
du point fixe de Schauder. �

Étape 1: L est continu.
Soit (zk)k∈N une suite dans X0 telle que zk −→ z dans X0 ; alors pour tout t ∈ J on obtient∣∣L (zk) (t)− L(z)(t)

∣∣ ≤ ∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E)

∣∣f (t, xs + zks
)
− f (t, xs + zs)

∣∣ ds
≤ M̂

∫ t

0
e−ω(t−s) ∣∣f (s, zks + xs

)
− f (s, zs + xs)

∣∣ ds.
Ainsi, à partir de la continuité de la fonction f et du théorème de convergence dominé de
Lebesgue, on obtient

‖Lzk − Lz‖X0
→ 0 si k → +∞.

Donc L est continu. �

Étape 2: L transforme les ensembles bornés de X0 en ensembles bornés.
Soit η > 0 tel que

η ≥
M̂
Ä
γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1

ä
‖p‖L1

1− M̂γ‖p‖L1
,

et soit l’ensemble Dη = {z ∈ X0 : ‖z‖X0 ≤ η} . Si z ∈ Dη d’après (H3) et (2.6), on a

|L(z)(t)| ≤
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E) |f (s, xs + zs)| ds

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s) (‖zs + xs‖B + 1) ds

≤ M̂
Ä
γ‖z‖X0 + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1

ä ∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ds

≤ M̂ξ‖p‖L1 ≤ η
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où
ξ := γη + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1.

Donc, l’opérateur L transforme Dη en lui-même. �

Étape 3 :

L(Dη) relativement compact.
Soit Dη un sous-ensemble borné de X0. Pour montrer que L(Dη) est relativement compact,
nous utiliserons le lemme 1.3.
� L(Dη) est équicontinue.
Soit s, t ∈ [a,b] avec t > s et e ∈ Dη. Ensuite, nous avons

|(Lz)(t)− (Lz)(s)| =
∣∣∣∣∫ s

0
(U(t, τ)− U(s, τ))f (τ, zτ + xτ ) dτ +

∫ t

s
U(t, τ)f (τ, zτ + xτ ) dτ

∣∣∣∣
≤
∫ s

0
‖U(t, τ)− U(s, τ)‖B(E)p(τ) (‖zτ + xτ‖B + 1) dτ

+ M̂
∫ t

s
e−ω(t−τ)p(τ) (‖zτ + xτ‖B + 1) dτ

De l’inégalité (2.6), on obtient

|(Lz)(t)− (Lz)(s)| ≤ ξ
∫ s

0
‖U(t, τ)− U(s, τ)‖B(E)p(τ)dτ + M̂ξ

∫ t

s
p(τ)dτ.

Comme U(t,s) est un opérateur compact, et que l’ensemble Λε := {(Lεz) (t) : z ∈ Dη} est
l’image d’un ensemble borné dans E par U(t,s), on voit que Λε est pré-compacte dans E.
De plus, pour z ∈ Λε, on a

|L(z)(t)− Lε(z)(t)| ≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) |f (s, zs + xs)| ds

≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E)p(s) (‖zs + xs‖B + 1) ds

≤ ξM̂
∫ t

t−ε
e−ω(t−s)p(s)ds

Le côté droit tend vers zéro lorsque ε −→ 0, donc Lε(z) converge uniformément vers L(z),
ce qui implique que Dη(t) est pré-compacte dans E.
� L est équiconvergent.
Soit z ∈ D ; alors à partir des conditions (H1)− (H3) et (2.6), on a

|(Lz)(t)| ≤ M̂ξ
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ds,
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et il résulte immédiatement de (H4) que |(Lz)(t)| → 0 si t→ +∞. D’où,

lim
t→+∞

|(Lz)(t)− (Lz)(+∞)| = 0,

ce qui implique que L est équiconvergent.
Par conséquent, d’après le lemme 1.3, L(Dη) est relativement compact. Par conséquent,
par le lemme 1.4, l’opérateur L a au moins un point fixe qui est solution faible du problème
(2.1)-(2.2)

2.2.1 Attractivité des solutions

Dans cette section, nous étudions l’attractivité locale des solutions du problème (2.1)-
(2.2).

Définition 2.2. Les solutions de (2.1) sont localement attractives s’il existe une boule
fermée B̄ (z∗, σ) dans l’espace X0 pour un certain z∗ ∈ X tel que, pour toute solution z
et z̃ de (2.1)-(2.2) appartenant à B̄ (z∗, σ), on a

lim
t→+∞

(z(t)− z̃(t)) = 0.

Sous les hypothèses de la section 3, soit z∗ une solution de (2.1)-(2.2) et B̄ (z∗, σ) la boule
fermée dans X0 où σ satisfait

σ ≥
2M̂
Ä
γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1

ä
‖p‖L1

1− 2M̂γ‖p‖L1
.

Alors, pour z ∈ B̄ (z∗, σ), de (H1)− (H3) et (2.6), on a

|(Lz)(t)− z∗(t)| = |(Lz)(t)− (Lz∗) (t)|

≤
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E) |f (s, zs + xs)− f (s, z∗s + xs)| ds

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(t) (‖zs + xs‖B + ‖z∗s + xs‖B + 2) ds

≤ 2M̂
Ä
γσ + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1

ä
‖p‖L1

≤ σ.
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Par conséquent L(B̄ (z∗, σ)) ⊂ B̄ (z∗, σ). Donc, pour toute solution z ∈ B̄ (z∗, σ) au
problème (2.1) et t ∈ J , on a

|z(t)− z∗(t)| = |(Lz)(t)− (Lz∗) (t)|

≤
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E) |f (s, zs + xs)− f (s, z∗s + xs)| ds

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(t) (‖zs + xs‖B + ‖z∗s + xs‖B + 2) ds

≤ 2M̂
Ä
γσ + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|+ 1

ä ∫ t

0
e−ω(t−s)p(t)ds.

Ainsi, à partir de (H4), nous concluons que

lim
t→∞
|z(t)− z̃(t)| = 0.

Par conséquent, les solutions du problème (2.1) (2.2) sont localement attractives.

2.3 Inclusions d’évolution de second ordre

Dans ce chapitre, on va considérer le problème suivant : y′′(t)− A(t)y(t) ∈ F (t, yt) , t ∈ J := [0,∞[,
y0 = φ, y′(0) = ỹ,

(2.7)

où {A(t)}0≤t<+∞ est une famille d’opérateurs linéaires fermés de E dans E qui génèrent un
système d’évolution des opérateurs {U(t,s)}(t,s)∈J×J pour 0 ≤ s ≤ t < +∞, F : J×B −→
P (E) est une application multivoque avec des valeurs convexes compactes non vides et
φ ∈ B. B est un espace de phase abstrait à spécifier ultérieurement, ỹ ∈ E, φ ∈ B et
(E,|.|) un espace de Banach réel séparable.

2.3.1 Résultat principal

Définition 2.3. Une fonction y ∈ X est appelée solution faible du problème (2.7), si y
est continue et qu’il existe une fonction f ∈ L1(J,E) telle que f(t) ∈ F (t, yt) a.e. sur J ,
et

y(t) =

 φ(t), if t ≤ 0

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ +

∫ t

0
U(t, s)f(s)ds, if t ∈ J.

(2.8)
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Pour prouver nos résultats, nous introduisons les conditions suivantes.

(H1) Il existe une constante M̂ ≥ 1 et ω > 0 telle que

‖U(t, s)‖B(E) ≤ M̂e−ω(t−s) pour tout (t, s) ∈ ∆.

(H2) Il existe une constante M̃ ≥ 0 telle que∥∥∥∥∥ ∂∂sU(t, s)
∥∥∥∥∥
B(E)
≤ M̃.

(H3) Il existe une fonction p ∈ L1(J,R+) et une fonction continue croissante ϕ :
R+ −→]0,+∞[ telles que :

‖F (t, u)‖P ≤ p(t)ψ (‖u‖B) pour presque tout t ∈ J et tout u ∈ B.

(H4) Pour tout (t,s) ∈ ∆ on a

lim
t→+∞

∫ t

0
e−w(t−s)p(s)ds = 0.

Théorème 2.2. [2] Si les hypothèses (H1) - (H4) sont satisfaites, et qu’il existe η > 0 tel
que

η ≥ M̂ψ (δη) ‖p‖L1 (2.9)

où
δη := γη + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|

alors le problème (2.7) a au moins une solution faible.

Preuve Pour commencer, nous considérons l’opérateur T : X −→ P (X ) défini par :

Ty(t) =

g ∈ X : g(t) =


φ(t), if t ∈ (−∞, 0]

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ

+
∫ t

0
U(t, s)f(s)ds, if t ∈ J,

 (2.10)

où f ∈ SF (·,y.) = {v ∈ L1(J,E) : v(t) ∈ F (t, yt) presque tout t ∈ J} . D’après le lemme
1.2 SF (·,y.) est non vide. Pour φ ∈ B, Soit x :]−∞,+∞[−→ E la fonction définie par

x(t) =

 φ(t), if t ∈]−∞, 0]

− ∂

∂s
U(t, 0)φ(0) + U(t, 0)ỹ if t ∈ J
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Alors x0 = φ . Pour chaque fonction z ∈ X, on note

y(t) = x(t) + z(t)

On remarque que y satisfait (2.10) si et seulement si z satisfait z0 = 0 et pour tout t ∈ J

z(t) =
∫ t

0
U(t, s)f(s)ds (2.11)

où f(t) ∈ F (t, zt + xt) pour chaque t ∈ J . Dans la suite, on note X0 l’espace de Banach
défini par

X0 = {z ∈ X : z0 = 0},

muni de la norme
‖z‖X0 = sup

t∈J
|z(t)|+ ‖z0‖B = sup

t∈J
|z(t)|

Maintenant, on considère l’opérateur T̃ : X0 −→ P (X0) donné par

T̃ z(t) =
ß
h(t) ∈ X0 : h(t) =

∫ t

0
U(t, s)f(s)ds, for t ∈ J

™
,

où f ∈ SF (·,z) = {v ∈ L1(J,E) : v(t) ∈ F (t, zt + xt) a.e. t ∈ J}.
Evidemment le problème (2.7) a une solution est équivalent à T̃ a un point fixe.
On commence par l’estimation suivante.
Pour chaque z ∈ X0 et t ∈ J , on a

‖zt + xt‖B ≤‖zt‖B + ‖xt‖B

≤K(t)|z(t)|+K(t)
∥∥∥∥∥ ∂∂sU(t, 0)

∥∥∥∥∥
B(E)
‖φ‖B

+K(t)‖U(t, 0)‖B(E)|ỹ|+M(t)‖φ‖B

≤γ‖z‖X0 + γM̃‖φ‖B + γM̂e−ωt|ỹ|+ γ‖φ‖B

≤γ‖z‖X0 + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|.

(2.12)

Soit y une solution possible du problème (2.7). Alors, pour t ∈ J il existe f(t) ∈ F (t, zt+xt)
et en utilisant (H1), (H3) et (2.9) et (2.12) on a

|z(t)| ≤
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E)|f(s)|ds

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ψ (‖zs + xs‖B) ds

≤ M̂‖p‖L1ψ
Ä
γ‖z‖X0 + γ‖φ‖B(M̃ + 1) + γM̂ |ỹ|

ä
,

≤ M̂ψ (δη) ‖p‖L1 ≤ η.
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Maintenant, pour η satisfaisant (2.9) on considère l’ensemble

DR = {z ∈ X0 : ‖z‖X0 ≤ R}

Par conséquent, l’opérateur T̃ (DR) ⊂ DR.
Maintenant, nous allons montrer que l’opérateur T̃ satisfait les conditions du lemme 1.5.
La preuve sera donnée en plusieurs étapes. �

Étape 1: T̃ convexe.
Soit h1, h2 ∈ T̃ z(t) alors, il existe f1, f2 ∈ SF (.,z.) Tel que pour chaque t ∈ J et α ∈ [0, 1]
on a

αh1(t) + (1− α)h2(t) =
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E) (αf1(s) + (1− α)f2(s)) ds

Puisque SF (.,z.) est convexe (F à valeurs convexes), donc

αh1(t) + (1− α)h2(t) ∈ T̃ z(t)

Étape 2: T̃ (Dη) relativement compact.
Soit Dη est un sous-ensemble borné de X0. Pour montrer que T̃ (Dη) est relativement
compact, nous utiliserons le lemme 1.3.
� T̃ (Dη) est équicontinue.
Soit s, t ∈ [0, b] avec t > s et h(.) ∈ T̃ z(.) pour z ∈ Dη. Alors, il y a f ∈ SF (.,z.), tel que

|h(t)− h(s)| = |
∫ t

0
(U(t, τ)− U(s, τ))f(τ)dτ +

∫ t

s
U(t, τ)f(τ)dτ

≤
∫ s

0
‖U(t, τ)− U(s, τ)‖B(E)p(τ)ψ (‖zτ + xτ‖B) dτ

+ M̂
∫ t

s
e−ω(t−τ)p(τ)ψ (‖zτ + xτ‖B) dτ

Maintenant, par l’inégalité(2.12) nous obtenons

|h(t)− h(s)| ≤ ψ (δη)
∫ s

0
‖U(t, τ)− U(s, τ)‖B(E)p(τ)dτ + M̂ψ (δη)

∫ t

s
p(τ)dτ

Le côté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque t − s −→ 0, ce qui implique
que T̃ (Dη) est équicontinue.
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� Λ := {(T̃ z)(t) : z ∈ Dη} est relativement compact dans E.
Soit t ∈ J un fixe et soit 0 < ε < t ≤ b. Pour z ∈ Dη on définit

T̃ε(z)(t) =
ß
hε ∈ X : hε(t) = U(t, t− ε)

∫ t−ε

0
U(t− ε, s)f(s)ds

™
.

Puisque U(t, s) est un opérateur compact pour t > s, et l’ensemble Λε := {(T̃εz)(t) : z ∈
Dη} est l’image d’un ensemble borné de E par U(t, s) alors Λε est pré-compacte dans E.
De plus, pour z ∈ Dη et hε(t) ∈ (T̃εz)(t), on a

|h(t)− hε(t)| ≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E) |f (s, zs + xs)| ds

≤
∫ t

t−ε
‖U(t, s)‖B(E)p(s)ψ (‖zs + xs‖B) ds

≤ M̂ψ (δη)
∫ b

b−ε
e−ω(b−s)p(s)ds.

Le côté droit tend vers zéro lorsque ε −→ 0, alors T̃ε(z) converge uniformément vers T̃ (z)
ce qui implique que Dη(t) est précompacte dans E.

� T̃ (Dη) est équiconvergent.
Soit z ∈ Dη et h(t) ∈ T̃ (z)(t) pour t ∈ J , alors à partir des hypothèses (H1) − (H3) et
(2.12) on a

|h(t)| ≤ M̂ψ (δη)
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ds

il s’ensuit immédiatement par (2.12) que |h(t)| −→ 0 comme t −→ +∞. Puis

lim
t→+∞

|h(t)− h(+∞)| = 0

ce qui implique que T̃ est équiconvergent.
L’opérateur T̃ est donc relativement compact dans X0. �

Étape 3: T̃ a graphe fermé.
Soit zn −→ ẑ, (hn)n ⊂ T̃ (zn) avec hn −→ ĥ. On va montrer que ĥ ∈ T̃ (ẑ). Comme
hn ∈ T̃ (zn), il existe fn ∈ SF (.,z.n) tel que

hn(t) =
∫ t

0
U(t, s)fn(s)ds, t ∈ J.
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Il faut montrer qu’il existe f ∈ SF (.,ẑ.) tel que

ĥ(t) =
∫ t

0
U(t, s)f(s)ds, t ∈ J.

Considérons l’opérateur linéaire et continu N : L1(J,E) −→ X0 défini par

N(f)(t) =
∫ t

0
U(t, s)f(s)ds, pour t ∈ J.

D’après le lemme 1.5, il s’ensuit que N ◦SF (.,Z. ) est un opérateur à graphe fermé. Alors, il
existe f ∈ SF (.,ẑ.) tel que ĥ(t) ∈ T̃ (ẑ) . Par conséquent, T̃ est une application multivoque
complètement continue, s.c.s. et à valeurs fermées convexes.
En conséquence du lemme 1.5, nous concluons que T a un point fixe qui est une solution
faible de (2.7). �

2.3.2 Attractivité des solutions

Dans cette section, nous étudions l’attractivité locale des solutions du problème (2.7).

Définition 2.4. On dit que les solutions de (2.7) sont localement attractives s’il existe
une boule fermée B̄ (z∗, σ) dans l’espace X0 pour un certain z∗ ∈ X tel que pour les
solutions arbitraires z et z̃ de (2.7) appartenant à B̄ (z∗, σ) on a

lim
t→+∞

(z(t)− z̃(t)) = 0.

Soit y∗ une solution de (2.7) telle que

y∗(t) = U(t, 0)φ(0) +
∫ t

0
U(t, s)f ∗(s)ds

où f ∗ ∈ SF (.,y∗. ).
Pour tout t ∈ J nous avons

‖y∗t ‖B ≤ K(t)‖z‖X +M(t) ‖y0‖B
≤ γ (‖y‖X + ‖φ‖B) .

(2.13)

Soit B̄ (y∗, ρ) une boule fermée dans X qui ρ satisfait l’inégalité suivante

2M̂‖p‖L1ψ (γ (ρ+ ‖φ‖B)) ≤ ρ.
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Alors, pour y ∈ B̄ (y∗, ρ) défini par

y(t) = U(t, 0)φ(0) +
∫ t

0
U(t, s)f(s)ds,

pour certains f ∈ SF (.,y.) et en utilisant les hypothèses (H1)− (H2) et (2.7) on obtient

Hd ((Ty)(t), y∗(t)) = Hd ((Ty)(t), (Ty∗) (t))

≤
∫ t

0
‖U(t, s)‖B(E) |f(s)− f ∗(s)| ds

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s) [ψ (‖ys‖B) + ψ (‖y∗s‖B)] ds,

≤ M̂
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s) [ψ (γ (‖y‖X + ‖φ‖B)) + ψ (γ (‖y∗‖X + ‖φ‖B))] ds,

≤ 2M̂ψ (γ (ρ+ ‖φ‖B))
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ds,

≤ 2M̂ψ (γ (ρ+ ‖φ‖B)) ‖p‖L1 ≤ ρ.

On obtient donc T
(
B̄ (y∗, ρ)

)
⊂ B̄ (y∗, ρ). Donc, pour chaque solution y, ỹ ∈ B̄ (y∗, ρ) du

problème (2.7) et t ∈ J , on a

|y(t)− ỹ(t)| ≤ Hd(Tz(t), T z̃(t))

≤ 2M̂ψ (γ (ρ+ ‖φ‖B))
∫ t

0
e−ω(t−s)p(s)ds

Par conséquent, à partir de (H3), nous concluons que

lim
t→∞
|y(t)− ỹ(t)| = 0

Par conséquent, les solutions du problème (2.7) sont localement attractives.
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Conclusion

On a traiter l’existence et l’attractivité de solutions pour une équation et une in-
clusion d’évolution du second ordre, en utilisant la théorie de point fixe et la théorie de
semi-groupe.

Premièrement, nous avons rappelé quelques définitions et certaines propriétés impor-
tantes concernant notre travail. Au deuxième point, nous prouvons l’existence et l’attrac-
tivité des solutions de nos problème considéré.
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 : الملخص

  ، العمل  هذا  بخصوص  في  نتائج  وجاذبية  قدمنا  لمعادلاال حلول  الوجود  ت  ضعيفة 

تستند    ي.باناخ في فضاء  ته  نر غير متأخيبمع    من الدرجة الثانيةواحتواءات تفاضلية  

على   وبوهنبلوسالبراهين  لشودر  الثابتة  النقطة  ونظرينظريات  كارلين  نظام    ات ت 

 . رالتطو

المفتاحية  الخطية  :الكلمات  شبه  التفاضلية  الالمعادلات  شبه  حتواءات  ،  التفاضلية 

، ، الجاذبية، التأخير اللانهائي، نظام التطورةمداص، النقاط ال ، الحلول الضعيفةةخطي

 .  الزمر أنصاف 

 

 

Abstract 

In this work, we considered the existence and attractiveness of weak 

solutions for a second order equation and inclusion in a Banach space with 

infinite delay. The proofs of the main results are based on the fixed-point 

theorems of Schauder and Bohnenblust-Karlin and the theory of the 

system of evolution. 

Key words: Semi-linear differential equations, Semi-linear differential 

inclusions, weak solutions, fixed points, evolution system, infinite delay, 

attractiveness, semi-groups. 

 

 

Résumé :  

Dans ce travail, on a considéré l'existence et l'attractivité de solutions 

faible pour une équation et une inclusion de second ordre dans un espace 

de Banach avec retard infini. Les preuves des principaux résultats sont 

basées sur les théorèmes du point fixe de Schauder et Bohnenblust-Karlin 

et la théorie du système d'évolution. 

Mots clé : Equations différentielles semi-linéaire, Inclusions différentielles 

semi-linéaire, solutions faible, points fixe, système d’évolution, retard 

infini, attractivité, semi-groupes. 
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